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PREFACE 


L’évolution de la pensée géométrique dans le courant 
du siècle dernier, év olution qui* a sa source dans les im¬ 
mortels travaux d’un géomètre français, Poncelet, a intro¬ 
duit au centre de la Géométrie moderne un poinl de vue 
nouveau, à savoir qu’il n’y a pas une Géométrie, mais plu¬ 
sieurs Géométries, dont chacune a son objet et ses 
méthodes propres. Pour nous borner au plan, à côté de 
la Géométrie élémentaire ou métrique , qui étudie les pro¬ 
priétés des figures conservées par un déplacement, s'est 
édifiée la Géométrie linéaire , qui étudie les propriétés des 
figures conservées par un déplacement et une projection 
cylindrique, puis la Géométrie projective , qui étudie les 
propriétés des figures conservées par un déplacement et 
une projection conique ou une perspective. La théorie 
des axes des coniques appartient à la Géométrie métrique, 
celle des centres et des diamètres à la Géométrie linéaire, 
celle des pôles et polaires a la Géométrie projective. Dans 
un courant d’idées un peu différent s’est édifiée la Géo¬ 
métrie conforme ou de l’inversion, qui étudie les proprié- 
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tés des figures conservées par un déplacement, une homo- 
thélie et une inversion. 

Historiquement ces différentes Géométries dérivent du 
tronc commun de la Géométrie élémentaire. Logique¬ 
ment elles en sont tout à fait indépendantes ; la notion 
projective de rapport anharmonique par exemple ne repose 
qu’en apparence sur la notion métrique de longueur. Ce 
n’est pas ici le lieu de dire comment cette autonomie abso¬ 
lue des différentes Géométries s’est réalisée : elle ne l’a 
d’ailleurs été que par une évolution assez lente. En fait 
aujourd’hui, bien loin que la Géométrie projeçlive, par 
exemple, soit regardée comme un chapitre particulier de 
la Géométrie métrique, c’est plutôt le contraire qui est 
exact : les propriétés métriques d’une figure ne sont que 
les propriétés projectives de la figure plus complète for¬ 
mée de la figure donnée et de deux points particuliers, 
les points cycliques à l’infini. 

L’évolution dont il vient d’être question s’est faite paral¬ 
lèlement en Géométrie pure ou synthétique et en Géomé¬ 
trie analytique, les progrès de l’une réagissant sur ceux de 
l’autre et réciproquement. L’autonomie des différentes 
Géométries se traduit en Géométrie analytique dans les 
méthodes de calcul, et principalement dans le choix des 
systèmes de coordonnées utilisés. Si la Géométrie métrique 
emploie de préférence les coordonnées cartésiennes rec¬ 
tangulaires, la Géométrie linéaire emploie les coordonnées 
cartésiennes obliques, la Géométrie projective emploie les 
coordonnées homogènes, trilinéaires ou tétraédrales' et la 
Géométrie conforme de l’espace emploie les coordonnées 
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pentasphériques, qui ont conduit Darboux à de si beauj 
résultats. Chacun de ces systèmes de coordonnées repos* 
•sur la considération d’une figure de référence type, î 
savoir le trièdre trirectangle, le trièdre quelconque, le té¬ 
traèdre et la figure formée de cinq sphères orthogonales 
deux à deux. Le passage d’une figyre de référence à un* 
autre se traduit par les formules de changement de coor¬ 
données : ces formules jouent un rôle fondamental dans 
chaque Géométrie, car les propriétés que cette Géomé¬ 
trie étudie sont précisément celles qui sont respectées par 
tout changement de coordonnées. 

La découverte du principe de dualité, qui a habitué les 
géomètres à regarder l’espace comme engendré par d’au¬ 
tres éléments que des points (droites, plans, sphères, etc.) 
a élargi le champ d’action de la Géométrie analytique par 
l’introduction des coordonnées tangentielles, des coordon¬ 
nées plückériennes, etc. On a été ainsi conduit à consta¬ 
ter que des méthodes de calcul identiques s’appliquaient 
à des théories géométriques très diverses en apparence, et 
cela a été la source de progrès nouveaux. 

Mais ces progrès auraient été paralysés en grande partie 
si l’on s’était borné à ne considérer que les éléments réels 
de l’espace, de même que la vraie théorie des équations 
algébriques serait complètement masquée si l’on ne vou¬ 
lait raisonner que sur des nombres réels. L’introduction 
en Géométrie des éléments imaginaires s’est donc impo¬ 
sée avec une nécessité croissante. Introduits d’abord d’une 
manière purement accessoire sous forme de couples de 
points fou de droites, etc.) imaginaires conjugués afin 
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de mieux faire comprendre la Géométrie réelle, ils ont 
à leur tour gagné leur autonomie et sont maintenant étu¬ 
diés pour eux-mêmes ; certaines Géométries nouvelles, 
comme la Géométrie hermitienne , n’auraient aucun sens 
sans eux. 

De celte évolution complexe et qui n’est sans doute pas 
encore achevée, on ne voit pas, au moinsen apparence, beau¬ 
coup de trace dans les programmes de mathématiques spé¬ 
ciales. Cependant ce n’est pas par l’effet du hasard que tous 
les cours de Géométrie analytique l'ont usage des coor¬ 
données homogènes dans la théorie des pôles et polaires, 
que tous se servent de coordonnées rectangulaires pour la 
recherche des axes des coniques et des quadriques, et 
que tous parlent du cercle imaginaire de l’infini. Il semble 
donc possible, tout en restant dans les limites du pro¬ 
gramme, de dégager pour les élèves l’essentiel de ce qui, 
dans le courant des idées géométriques modernes, peut 
être mis à leur portée. Plus franchement cela se fera, 
plus ils en tireront de profit, moins grand sera l’effort de 
mémoire nécessaire pour s’assimiler les matières du cours ; 
ils seront mieux armés, même pour passer des examens 
et y réussir, que s’ils sont encombrés de résultats mal 
reliés entre eux et ne sc recommandant souvent que des 
prédilections, réelles ou supposées, de tel ou tel examina¬ 
teur. 

Le présent cours de Géométrie analytique est une ten¬ 
tative très intéressante de dégager ces idées essentielles 
dont j’ai parlé. Le but qu’a poursuivi l’auteur est de for¬ 
mer l’esprit de l’élève et de se servir des matières à ensei- 
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gner pour l’aider à acquérir une culture mathématique 
proprement dite. D’une part il se maintient strictement 
dans les limites du programme et n’utilise qu’un appareil 
analytique très élémentaire ; il n’est presque pas fait usage 
de coordonnées obliques et la théorie des déterminants 
n’est supposée connue qu’à la fin du cours. Mais d’autre 
part il réussit, dans son chapitre sur les transformations 
géométriques, inspiré de la note classique de M. Borel 
sur le même sujet, à faire nettement comprendre aux 
élèves la distinction entre les propriétés métriques, les pro¬ 
priétés linéaires et les propriétés projectives des figures, 
et à leur montrer comment le choix des coordonnées à 
employer est lié à la nature des propriétés à étudier. Le 
rapport anharmonique est introduit à la suite des trans¬ 
formations homographiques de l’espace, de manière à en 
faire saisir la véritable signification ; les propriétés pro¬ 
jectives les plus simples des coniques et des quadriques 
en sont le corollaire. La corrélation et les coordonnées 
tangentielles servent de base à la théorie des enveloppes 
et en simplifient l’exposé, tout en initiant l’élève à l’ana¬ 
logie qui existe entre les courbes et les surfaces dévelop¬ 
pables. Enfin le problème de l’introduction des éléments 
imaginaires est abordé franchement et l'élève est à même 
de voir comment toutes les notions de la Géométrie réelle 
s’étendent légitimement aux éléments imaginaires intro¬ 
duits et peuvent être utilisées pour simplifier les démons¬ 
trations et, souvent, en faire saisir la véritable significa¬ 
tion. 

Un autre caractère du présent cours est l’appui que s’y 
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prêtent mutuellement le raisonnement géométrique et le 
calcul. L’auteur considère avec juste raison que la Géo¬ 
métrie pure et la Géométrie analytique ne sont pas deux 
sciences rivales dont chacune interdit à l’autre d’empiéter 
sur son domaine; elles gagnent au contraire à s’éclairer 
l’une par l’autre. 

Parmi les parties du livre qu'il y a lieu plus particuliè¬ 
rement de signaler au lecteur, je citerai l’étude de la 
forme d’une courbe réelle au voisinage d’un de ses points, 
avec une démonstration du théorème des fonctions impli¬ 
cites plus simple et plus complète qu elle n’est donnée 
d'habitude ; — la démonstration du théorème de Bezout, 
où le nombre des points communs à deux courbes algé¬ 
briques est obtenu en se ramenant au cas où les deux 
courbes sont décomposées en deux systèmes de droites, et 
où l’ordre de multiplicité de chaque point d’intersection 
est défini soigneusement ; — le paragraphe consacré aux 
courbes algébriques gauches. La partie relative aux 
courbes et surfaces du second ordre est considérablement 
allégée, la nature géométrique d’une telle ligne ou sur¬ 
face étant obtenue directement (dans le cas où elle est 
réelle), et la théorie des diamètres ne venant qu’ensuite. 
L’intersection de deux quadriques est étudiée assez à 
fond, et l’attention de l’élève est attirée sur l’importance 
d’une énumération exacte des conditions d’un problème 
pour la recherche de la solution. 

L’auteur demande beaucoup à la collaboration de 
l’élève. Cette manière de faire présente des avantages cer¬ 
tains pour les bons élèves, mais elle en présente aussi 
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pour les élèves moyens qui seraient guidés par le profes¬ 
seur : l’idéal à réaliser est du reste la collaboration simul¬ 
tanée de l’élève, du livre et du professeur. En l’espèce le 
livre rendra service au professeur lui-même : quant à 
l’élève, il le mettra en mesure d’aborder avec fruit, s’il le 
désire, la lecture d’ouvrages plus élevés, tels que le beau 
livre de Darboux sur les Principes de la Géométrie ana¬ 
lytique . 

Le Ghesnay, 1 3 j uin 1919. 


E. C ARTAN. 



AVERTISSEMENT 


La présente édition a été mise au courant des notations 
vectorielles dans l’esprit du nouveau programme de 
Mathématiques spéciales. Je l’ai accrue en outre de 
quelques compléments, destinés aux candidats à l’Agré¬ 
gation : foyers et focales des quadriques, cubiques planes, 
cubiques gauches, complexes linéaires, courbes planes ou 
gauches du quatrième ordre, surfaces du troisième ou du 
quatrième ordre. Cet ensemble n’est qu’une esquisse, 
largement brossée, et rédigée d’après des leçons faites à 
mes étudiants. 

M. Rabaté, chargé de conférences de Mathématiques 
générales à l’Université de Poitiers, a bien voulu relire, 
à ses rares loisirs, les épreuves de ce livre. Je lui en 
adresse mes plus affectueux remercîments. 


G. B. 



COURS 

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


INTRODUCTION 

RAPPEL DE NOTIONS FONDAMENTALES 
RELATIVES AUX VECTEURS, AUX SEGMENTS, AUX ANGLES, 
AUX PROJECTIONS. 


1. Vecteur. — Un vecteur est une portion de droite AB ayant 
une origine A et une extrémité B. Pour définir le vecteur AB, on 
peut encore se donner son origine A, sa ligne d'action, son sens 
sur cette droite, et enfin sa grandeur, qui sera toujours mesurée 
par un nombre essentiellement positif. 

Segment. — De la notion de vecteur, apprenons à distinguer 
celle de segment: un segment est encore une portion de droite, 
mais l’origine et l’extrémité sont, cette fois, deux points d’un axe 
Orienté qu’on doit préalablement donner. L’élève ne doit pas 
dire : « le segment AB » ; cette locution serait incomplète et 
dépourvue de sens. Il dira : « le segment AB de l'axe x f x ». On 
appelle mesure algébrique du segment AB de l’axe x‘x , et on 
représente par AB, le nombre algébrique qui a pour valeur abso¬ 
lue la mesure de la distance AB, et qui est affecté du signe -f- ou 
—, suivant que les sens AB et x f x concordent ou se contrarient. 

À partir de cette définition, on établit la relation de Chasles, 

AB + BC + * • • + KL =s AL) 

_jànd. — Géom. anal. 
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où A, B, C, K, L désignent des points disposés d’une manière 
quelconque sur x'æ. 

Application. — Soient, sur un axe x'x, quatre poinls A, B, G, D. 
Nous dirons que G et D sont conjugués harmoniques par rapport k A et 
B, si l’on a, entre les valeurs algébriques des segments déterminés 
par ces points, la relation 

f 4) CÂ^ DA 

CB DB 

Prenons sur x'x une origine O quelconque et posons 

OA~a, ÔB = 6, ÔC = c, ÔD = d. 

Nous laissons à l’élève, en appliquant la formule de Chasles, le soin 
de transformer la relation (1) en la suivante: 

(2) %ab -h cd) = (fl-h6)(c-f d) ; 

sous celte nouvelle forme apparaît un caractère remarquable de réci¬ 
procité : si Cet D sont conjugués harmoniques par rapport à A, B, 
ces deux points le sont aussi par rapport h Cet D. 

Dans la suite, nous aurons l’occasion d’utiliser des formes delà 
relation (2) correspondant à un choix particulier de l’origine. Par 
exemple, si O est confondu avec A, on a 

a = 0, 

et la relation (2) nous donne 

2 = 1 1 

ÂB ÂC AD 

Si O est confondu avec le milieu I de AB, nous aurons 

Ia 2 = ïc.ïï). 

Cette relation nous montre que les points G et 1) sont situés d’un 
même côté du milieu I de AB. Si le point G tend vers le milieu I de 
AB, nous voyons que le point D s’éloigne indéfiniment sur l’axe x'x, 

■ i ■ 

Projections. — Soient donnés un plan P et un axe orienté x'x. 
La projection sur x'x d’un point M, parallèlement au plan P, est 
l’intersection de x'x et du plan parallèle à P mené par M. Si P 
est perpendiculaire à x'x, on dit que la projection est orthogonale. 
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Soient le vecteur AB, a et b les projections de A et B sur x'x . 
Le segment ab de l’axe x'x s’appelle projection du vecteur AB 
sur cet axe. 

Soit un contour polygonal ABC... KL : il résulte du théorème 
de Chasles qu’on a, en projetant sur un axe x'x, 

pr. AB ■+■ pr. BC 4- • • • 4- pr. KL = pr. AL. 

Angles et arcs. — Soient un cercle orienté, et sur sa circon¬ 
férence deux points A et B. On représente par ÀB l’un des nom¬ 
bres algébriques qui mesurent un 
chemin parcouru en partant de A, 
suivant le cercle et s’arrêtant en 
B. Un arc admet une infinité de 
déterminations. Soit a l’une d’elles : 
toutes les autres sont comprises 
dans la formule a-4-2Aie. 

Supposons que le rayon du cer¬ 
cle soit pris pour unité, et adop¬ 
tons comme unité d’arc l’arc égal 
au rayon ou radian: un arc et l’angle au centre correspondant 
sont alors mesurés par le même nombre. 

Cela posé, soient, dans le plan préalablement orienté, deux 
axes dirigés x'x et y'y : l’angle ayant pour côté origine x'x et 
pour côté extrémité y'y correspond, par définition, à l’un des 
arcs AB obtenus en menant, par le centre O du cercle trigono- 
métrique, les demi-droites OA et OB respectivement parallèles 
à x'x , y'y et de même sens. On écrit indifféremment 

(x'x, y'y ) = (OA, OB) = AlL 

L’angle de deux axes ou de deux demi-droites, donnés dans 
un ordre connu, n’est donc lui-même défini qu’à un multiple 
près de 2^:. 

La relation de Chasles s’étend aux arcs et par suite aux angles, 
a condition d'introduire dans l’un des membres, s’il y a lieu, un 
multiple de 2k. 
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Le double énoncé du théorème des projections orthogonales^ 
Soit x'x l’axe sur lequel on projette orthogonalement. Pour 
l'élève, il est commode de distinguer entre la projection d’un 
vecteur et la projection d’un segment» 

1® Projection d’un vecteur. — Soit le vecteur AB : la valeur 
algébrique de sa projection est donnée par 

ab = AB cos ( ax , AX), 

AB étant essentiellement positif et AX étant la demi-droite d’ac¬ 
tion du vecteur, dans le sens de A vers B. 

2® Projection d’un segment. — Soit le segment AB de l’axe 
X'X. La valeur algébrique de sa projection est donnée par 

ab = AB cos (ax^ AX)r. 

Suivant les cas, il sera commode d’appliquer le théorème sous 
la première ou sous la seconde forme. 

l a . Utilisation de grandeurs géométriques. — Lorsque 
deux vecteurs AB et CD sont égaux, parallèles et de même sens, 
on dit qu’ils sont éguipollenls, ou encore qu’ils ont même 
grandeur géométrique. On synthétise ainsi, dans la notion de 
grandeur géométrique, la direction, le* sens et la grandeur 
arithmétique du vecteur : donner la grandeur géométrique revient 
à donner simultanément ces trois éléments. 

On représente par AB la grandeur géométrique du vecteur 
d’origine A et d’extrémité B. On conserve le signe =, bien qu’il 
prenne ici une signification nouvelle, pour traduire l’égalité de 
deux grandeurs géométriques. En écrivant par exemple 

( 3 ) AB = CD, 

on exprime que les vecteurs AB et CD sont équipollents. En 
écrivant 

(4) AB = mCD. 

où m est un coefficient quelconque, positif ou négatif, on 
exprime : 

1® que les directions de AB et de CD sont parallèles ; 
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2° que les sens de ces vecteurs concordent si m est positif, 
se contrarient si m est négatif ; 

3® que le rapport de la grandeur arithmétique de AB à celle 
deCDest|m|. 

Nous aurons donc désormais à marquer une distinction essen¬ 
tielle entre grandeurs ordinaires ou scalaires, d’une part, et 
grandeurs géométriques ou dirigées, d’autre part- Une masse, 
une durée sont des scalaires ; une vitesse, une accélération, 
une force, sont par contre des grandeurs géométriques (*). 

De même que les scalaires sont soumis au calcul algébrique, 
on peut définir $ur les grandeurs dirigées un certain nombre 
d’opérations, dont l’ensemble constitue le calcul vectoriel. 

Nous sommes déjà familiers avec Yaddition géométrique : 
bornons-nous donc à rappeler la règle du parallélogramme ou du 
parallélépipède, qui donne, 
par la diagonale de l’un ou 

/ 

t" 

\ 

\ 


de l’autre, la somme géométrique de deux ou de trois vecteurs. 
On écrit dans chacun des cas cités 

W = Vt ~j~ V 2 ou W = V 1 + V 2 + V 3 . 

Notons qu’ici (et de même toutes les fois que cela nous paraîtra 
opportun) nous représentons la grandeur géométrique d’un 
vecteur par une seule lettre, imprimée en caractères gras, et 
qu’on transcrit au tableau ou sur le papier en la surmontant 
d’une flèche. Nous conservons le signe (-+-) pour indiquer l’addi¬ 
tion géométrique. 

(*) L’équation fondamentale 

F = my 

de la dynamique, où m est la masse d’un point matériel, y son accélération, 
F la force qui agit sur lui, est justement un exemple d’égalité géométrique 
de la forme (4). 
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À l’égalité géométrique 

W = V, -+-v 2 , 

on peut substituer la suivante : 

V â = W — V„ 

qui exprime que V 2 est la différence géométrique de W et 
de V,. Soient deux vecteurs OA et OB, de même origine O. 
•Leur différence géométrique est précisément AB : 

OB — OA = AB. 

l b . Vecteur unitaire d'un axe. — On appelle vecteur unitaire 
d’un axe un vecteur de longueur 1 ayant meme direction et 
même sens que cet axe. Prenons sur un axe x'x de vecteur uni¬ 
taire h deux points A et B. Posons m = AB, c’est-à-dire dési¬ 
gnons par m la valeur algébrique du segment AB de l’axe x'x. 
On voit que l’on aura toujours l’égalité géométrique 

AB = mu. 


1 e . Une application des opérations précédentes : notion de 
barycentre. — Soient les grandeurs géométriques V l5 V 2 ,..., V*; 
désignons par m 4l m 2 , ..., m k des quantités scalaires. Nous 
avons appris à définir les grandeurs géométriques 

miVi, m 2 V 2 , m k V k . 

Par addition géométrique, nous saurons définir 


miVi -4- m 2 V 2 -4--h m k V k . 

Nous sommes ainsi en possession d’un type général d’opération 
vectorielle, qui comprend l’addition et la soustraction géomé¬ 
triques ( 1 ), et qui nous servira constamment, lorsque nous aurons 
à nous occuper des coordonnées d’un point. 


( l ) On obtient cette opération en supposant k = 2, m t = + i et ra 2 = ~i. 
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Pour le moment, nous en donnerons une autre application, en 
démontrant le théorème suivant : 

Soient donnés les points M t , M 2 , ..., M fc , affectés de coeffi¬ 
cients mi, m 2 , m k tels que la somme algébrique 

m J —h m% -h .. » -4- m k 

ne soit pas nulle. Le point G défini par légalité géométrique 

(5)(m, -f- m 2 *4— • * • m k ^ OGr = miOMt -f- m 2 OM 2 —I— * * » -4— 

est indépendant de la position du point O.* On dit que G est le 
barycentre des points Mi, M 2 -, ..., M*, affectés respectivement 
des masses m u m 2 , ..., m, ( . 

Remarquons d’abord, d’après la restriction imposée à 

m { -4- m 2 -4- ... -4~ m k , 

que l’égalité (5) permet, le point O ayant été choisi, de construire 
sans ambiguïté le point G. Je dis que cette construction donne 
un résultat indépendant de O. En effet, considérons un autre 
point O'. Nous aurons 

OMi = 00' -4- 0'M U ..., 0M k = OO 7 -4- O'M*. 

Multiplions ces égalités respectivement par m u ..., m k et 
ajoutons. Il vient, en portant au second membre de (5), 

(nij -f- ni-i -f- * • • *4— mf) OO 7 -4- -f- • • * —f- /7i^0 7 M^, 

et comme OG = OO 7 - 4 - O'G, il reste après simplification 

(mi-brm l--4- m k ) O'G = mtO'Mt m 2 0 7 M 2 H -h m k O'M*, 

ce qui démontre le théorème. 

Remarques. — 1. Si nous prenons seulement deux points M t et M 2 , 
quelles que soient les masses m i et m 2 attribuées A ces deux points, 
leur barycentre sera situé sur la droite M t M 2 . Car, en prenant le point 
0 sur cette droite, nous obtiendrons deux vecteurs 0M 4 et 0M 2 de 
même direction, donc OG aura également même direction, ce qui 
prouve que G est bien sur M 1 M 2 . Nous aurons 

WjGMj -4- wî 2 GM 2 = 0. 
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En donnant à m t et m 2 deux valeurs de meme signe, et choisissant con¬ 
venablement leur rapport, on pourra s’arranger de manière que G 
occupe toute position comprise entre M* et M 2 ; en donnant de même 
à m i et m 2 deux valeurs de signes contraires et dont les valeurs absolues 
soient entre elles dans un rapport convenablement choisi, on pourra 
s’arranger de manière que G vienne occuper, sur la droite M t M 2 , toute 
position extérieure au segment MjM 2 . 

Pour m i = m 2 , le point G occupe le milieu de ce segment. Pour m i 
fixe et m 2 tendant vers — m 4 , ce point G s’éloigne indéfiniment sur la 
droite. 

II. Si nous prenons trois poinls, M t , M 2 , M 3 non alignés, quelles que 
soient les masses m i1 ?n 2 , m z attribuées â ces trois points, leurbary- 
centrc sera situé dans le plan M 1 M 2 M 3 . Si m t , m 2 , m 3 sont tous de 
même signe, il se trouvera à l’intérieur du triangle M 1 M 2 M 3 . Si l’on a 
m 1 = m 2 = 7n 3 , il sera au point de concours des médianes de ce 
triangle. 

III. Si nous p/enons quatre points M t , M 2 , M 3 , M* non situés dans 
un même plan, lorsque m i9 m 3 , m 4 sont de même signe, le point 
G sera intérieur au tétraèdre'M 1 M 2 M 3 M 4 . Supposons 

= rn 2 = m 3 = m 4 . 

On peut alors écrire, quel que soit le point O, 

+ OM 2 Hh OM 3 . qm 

+OM 2 4-OM 3 + OM 4 _ 3 4 

4 , 4 

OM, + OM, OM a + OM t 

_ 2 2 
2 

De ces différentes expressions égales ù OG, la seconde nous fait appa¬ 
raître G comme le barycentre d’une masse 1 placée en un sommet du 
tétraèdre et d’une masse 3 placée au point de concours des médianes 
de la face opposée ; la troisième expression nous montre que G est le 
barycentre de deux masses égales placées chacune au milieu de deux 
arêtes opposées. D’où le théorème suivant: 

Dans un tétraèdre, les droites joignant les sommets aux centres de 
gravité des faces opposées d’une part et les droites joignant les milieux 
de deux arêtes opposées d’autre part concourent en un même point, 
qui se trouve sur les premières, aux trois quarts de leur longueur, et 
sur les autres, en leur milieu. 
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l d , Une opération en relation avec la projection orthogonale : 
produit scalaire de deux vecteurs. — La projection orthogonale 
d’un vecteur sur un axe orienté est bien déterminée lorsqu’on 
connaît : 

1° La grandeur géométrique du vecteur projeté ; 

2° Celle du vecteur unitaire de l’axe de projection. 

D’où l’idée d’introduire, lorsqu’on suppose donnés deux vec¬ 
teurs, une fonction de leurs grandeurs géométriques dont la 
valeur s’obtient en multipliant les nombres positifs qui expriment 
les longueurs de ces deux vecteurs par le cosinus de leur angle 
(il s’agit ici d’une multiplication ordinaire). 

Soit donc le vecteur AB de longueur l, le vecteur A'B' de lon¬ 
gueur V et soit 0 l’angle que font deux demi-droites menées par 
un point arbitraire parallèlement à AB et à A'B'. 

L’expression 

W cos 6 

constitue, par définition, le produit scalaire de AB et de A'B'.. 
On la représente par la notation 

ÀB . A'B'. 

Si A'B' est un vecteur unitaire, le produit scalaire 

AB • A'B' 

se réduit à la projection orthogonale du vecteur AB sur l’axo 
dont le vecteur unitaire est A'B'. 

La dénomination de produit scalaire ne doit amener dans 
l’esprit du lecteur aucune confusion avec le produit, au sens 
usuel donné à ce mot en algèbre. Il s’agit ici d’une chose bien 
distincte. Toutefois, si l’on continue à utiliser le mot produit, 
c’est tout de même avec l’intention de rappeler que cette opéra¬ 
tion nouvelle possède certaines propriétés formelles rappelant 
celles de la multiplication. Les voici : 

1° On a 

AB, A'B' == A'B'. AB, 

ce qu’on résume en disant : le produit scalaire est commutatif . 
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Cela résulte immédiatement de sa définition et du fait que l’on a 
cos (— ô) = cos 6. 

2* Considérons les vecteurs V,, V 2 , V 3 et un autre vecteur V' 
on a 

(6) (v,-t-v 2 -+-v 3 ). v / = v 1 . v'-t-v». r + Vi. v', 

les signes -+- indiquant, dans le premier membre, des additions 
géométriques, et, dans le second membre, des additions algé¬ 
briques. 

En effet, dans le cas où V' est un vecteur unitaire, le théo¬ 
rème classique sur la projection de la somme géométrique de 
plusieurs vecteurs (laquelle égale la somme algébrique des pro¬ 
jections de ces vecteurs) rend évidente l’égalité ci-dessus. Dans 
le cas général, on aura, en désignant par u un vecteur unitaire, 
V' — mu, et la relation proposée se justifie en remarquant que 
l’on a 

U . mu = m(U . u). 

Finalement la relation (6) est donc établie. On peut la résu¬ 
mer en disant: le produit scalaire est distributif par rapport à 
l’addition géométrique (*). 

Applications. 1° Soit le triangle ABC. Nous avons 

BC = BA 4- AC, 

d’où 

BC . BC = (BA -+- AC) . (BA 4 - AC), 

c’est-à-dire, en remarquant que le produit scalaire d’un vecteur 
par lui-même est le carré de sa longueur, 

BC 2 = BA 2 -4- ÂC 2 4- 2 BA . AC 
= BÂ 2 4-ÂC* — 2 AB. AC, 

d’où la formule, établie ainsi en toute généralité (c’est-à-dire 


(*) Voici un exemple de dilïérenco entre le produit scalaire et la multipli¬ 
cation ordinaire. Dans celle-ci, le nombre des facteurs peut être quelconque. 
Le produit scalaire n’est au contraire défini que pour deux vecteurs seule 
ment. 
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sans qu’on ait à considérer divers cas de figure) 
a 1 = b 2 -h c 2 — 2 bc cos A. 


Reprenons l’égalité géométrique 

BC = BA + AO. 

Faisons le produit scalaire des deux membres par BC. Il 
vient 


BC = BA . BC *4- AC . BC = BA . BC H- CA . CB, 


ou 


ou finalement 


a 2 = ac cos B 4- ab cos C, 
a = ccos B 4- b cos C. 


ù 2° Soit S un point situé ou non dans le plan du triangle ABC. On 
a rident ité 

(7) BC * SA 4- CA . SB 4- AB . SC = 0, 

que l’on vérifie immédiatement en remplaçant BC, CA, AB par les 
différences géométriques de SA, SB, SC, convenablement associés 
deux à deux. 

Notons encore que la condition d'annulation du produit scalaire de 
deux vecteurs non nuis est Vorthogonalité de ces vecteurs. 

Cela posé, il résulte de la relation (7) le fait suivant: 
l’orthogonalité de SA et de BC d’une part, celle de SB et de CA d’autre 
part, entraîneront l’orthogonalité de AB et de SC. 

Si S est dans le plan ABC, les deux relations 

BC . SA = 0, CA . SB — 0 

expriment que S est à l’intersection de deux hauteurs du triangle 
ABC: la hauteur issue de A et la hauteur issue de B. Comme elles 
entraînent 

AB . SC = 0, 

S est donc aussi sur la hauteur issue de C. Donc, les trois hauteurs 
d'un triangle sont concourantes. 

Si S est extérieur au plan ABC, la figure SABC est un tétraèdre. 
L’orthogonalité des arêtes opposées SA et BC d’une part, celle des 
arêtes opposées SB et CA d’autre part, entraîne alors celle des arêtes 
opposées SC et AB de la troisième paire. Notons que si le tétraèdre 
SABC était quelconque, ses hauteurs ne seraient pas concourantes. 
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Pour que les hauteurs issues de S et de A soient dans un même plan, 
il faut et il suffit justement que les arêtes SA et BG soient orthogo¬ 
nales : nous en proposons la vérification au lecteur à titre d'exercice; 
il verra par là que deux des trois relations surabondantes 

BC . SA — 0, CA . SB = 0, AB . SC = 0 

donnent un système de conditions nécessaires et suffisantes pour que 
les quatre hauteurs du tétraèdre soient concourantes. 



CHAPITRE I 

COORDONNÉES. — REPRÉSENTATION ANALYTIQUE 
DES LIGNES ET DES SURFACES. 


2. On appelle coordonnées d’une figure un système de nom¬ 
bres qui la détermine entièrement. 


Détermination d’un vecteur libre. — Lorsqu’on donne 
seulement la grandeur géométrique d’un vecteur, c’est-à-dire 
lorsque ce vecteur n’est connu qu’à une translation près, on dit 
que ce vecteur est un vecteur libre (sous-entendu : de subir une 
translation). Par opposition, on dit qu’un vecteur dont on con¬ 
naît l’origine et l’extrémité est un vecteur lié. 

Les opérations vectorielles dont nous nous sommes occupés 
aux n 08 i a et suivants de l’Introduction sont relatives aux vec¬ 



teurs libres. La notion de vecteur libre 
équivaut à celle de grandeur géomé¬ 
trique. 

Pour déterminer un vecteur libre en 
géométrie plane, on se donne deux 
axes concourants x'Ox et y'Oy, et on 
décompose le vecteur (auquel on a la 
latitude d’attribuer telle ou telle ori¬ 


gine : nous choisirons donc le point O) en deux autres, portés 
par ces axes, d’après la règle du parallélogramme. Dans le càs 
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de la figure, nous serons ainsi amenés à la décomposition sui¬ 
vante du vecteur OM : 


OM = OP H- OQ. 

Le vecteur OM sera bien déterminé par la valeur algébrique du 
segment OP de Taxe i'x et par celle du segment OQ de Y axe y'y. 
Désignons respectivement par x et par y les valeurs algébriques 
de ces deux segments ; par u et par v les vecteurs unitaires de 
l'axe x'x et de l’axe y'y. La grandeur géométrique du vecteur 
OM nous est finalement donnée comme résultat de l'opération 

xu -h yv. 


Au moyen de deux vecteurs unités, on exprime ainsi tous les 
vecteurs du plan. 

On emploie le même processus pour déterminer un vecteur 



libre dans l'espace : oii prend 
trois axes x'Qx, y'O y, z'Oz for¬ 
mant un trièdre. On décompose 
OM suivant ces trois axes, 
d’après la règle du parallélépi¬ 
pède, 

OM — OP 4- OQ 4- OR. 


Appelant u, v, w les vecteurs 
unitaires de O#, O y, Oz, on se représente chaque vecteur libre 
comme le résultat d'une opération 


, xu 4- yv 4- zw. 

Au moyen de trois vecteurs unités, on exprime ainsi tous les 
vecteurs de l’espace. Ici encore, les scalaires æ, y, z désignent 
les valeurs algébriques des segments OP, OQ, OR sur leurs axes 
respectifs. 


Remarques. — I. 11 faut deux composantes x , y pour déterminer un 
vecteur libre dans le plan, trois composantes x, y , z pour déterminer 
un vecteur libre dans l'espace. Il en résulte qu’une égalité géométrique 
équivaudra à deux égalités ordinaires dans le plan, à trois égalités 
ordinaires dans l’espace. 

IL Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les vecteurs uni- 
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iaires des axes ont la même longueur, ou, si l’on préfère, que l’unité 
de longueur est la même sur Oæ, Oy, O z. Cela n’est nullement indis¬ 
pensable. 

III. Dans les applications, nous supposerons le plus souvent, non 
seulement qu’on a pris sur les axes la même unité de longueur, mais 
encore que ces axes sont rectangulaires, c’esWi-dire qu’ils forment un 
angle droit en géométrie plane, un trièdre irirectangle en géométrie 
dans l’espace. Le cas des axes obliques a peu d’intérêt pratique : il y a 
cependant des exceptions; quoi qu’il en soit, les raisonnements et les 
principes de calcul que nous allons présenter ici offrent l’avantage 
de valoir indifféremment pour les axes rectangulaires ou les axes 
obliques. 

3. La détermination d’un point et celle d’une direction vont 
se ramener à celle d’un vecteur libre (c’est pourquoi nous avons 
étudié tout d’abord la détermination du vecteur libre). 

Détermination d’un point. — On prend un point fixe O 
et on ramène la détermination du point M à celle de la gran¬ 
deur géométrique du vecteur OM. 

Dans le plan, on mène donc par le point O deux axes x'Ox et 
y'Oy , et on exprime OM en fonction de leurs vecteurs unitaires 
u et v soüs la forme 

OM = xu •+• yv. 

Par définition ( fîg. de la page 13) 

x — OP = abscisse de M, 
y = OQ = ordonnée de M. 

On dit aussi que x, y sont les coordonnées cartésiennes de M 
dans le système d’axes x'Ox, y'Oy. A un point M correspond 
une valeur unique pour x ; de même pour y ; inversement, à un 
système de valeurs x, y correspond un seul point M. 

On convient que le sens positif des rotations est celui de Ox 
vers O y, et pratiquement on dispose les axes de manière que ce 
sens soit l’inverse de celui des aiguilles d’une montre. 

Dans l’espace, on mène par le point O trois axes x'Ox, y'Oy, 
z'Qz tels que les demi-droites Ox, O y, Oz forment un trièdre, 
et on exprime OM en fonction des vecteurs unitaires u, v, w de 
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■ces axes sous la forme 

OM = xu -+- yv -+- sw. 

Par définition (/igr. de la page 14) les trois segments 
x = OP = abscisse de M, 
y = OQ == ordonnée de M, 
z — OR. = cote de M 

constituent les coordonnées cartésiennes de M. A ün point M 
répond un seul système de valeurs de x, y, z et inversement. 

Nous supposerons le plus souvent que le trièdre O xyz est 
direct, c’est-à-dire que, le plan xOy étant regardé comW hori¬ 
zontal, et O z se trouvant au-dessus de ce plan, le sens de Ox 
versO.y dans la face supérieure du plan xOy s’oppose à celui 
•des aiguilles d’une montre. 

3*. Détermination d’un point du plan par ses coordonnées 
polaires. — On peut encore définir un point du plan par ses 
coordonnées polaires. Prenons un point O appelé pôle, un axe 
orienté x'x passant par O et que nous appelons axe polaire ; 
enfin fixons le sens positif des rotations autour de O. Par 
exemple, adoptons, comme précédemment, le sens inverse des 
aiguilles d’une montre. Cela fait, considérons un point M, orien¬ 
tons arbitrairement la droite OM, et soit Oz l’axe ainsi obtenu. 
Le point M est déterminé si l’on donne 

(Ox, Oz) = o) et OM = p. 

Si Oz est de même sens que OM, p est positif et w est connu à 
2fcx près. Si on change le sens de Oz, il faut changer p en— p 
•et modifier w d’un multiple impair de x. Tout point a donc une 
infinité de coordonnées polaires. On peut les englober dans les 
expressions 

o) -+- nx, t (— l) n p. 

Soit y'y un second axe mené par O, perpendiculairement à 
Ox et dont le sens est fixé par la condition 
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Etudions le passage des coordonnées cartésiennes rectangu¬ 
laires, rapportées aux axes Ox, Oy, aux coordonnées polaires 
de pôle O et d’axe polaire x'Ox. Considérons le segment OM de 
l’axe O z. 

D’après le théorème des projections (projection d’un segment), 
nous avons 

(1) a; = (5 cos (*>, j/ = psin<o; 

ces formules résoudraient la transformation des polaires en car¬ 
tésiennes. Pour la question inverse, que nous étudions, il faut 
tirer w et p des relations (1), où on suppose x et y donnés. On 
obtient immédiatement 


( 2 ) 


tg (o = JL, 
X 


( 3 ) 


p = ± \fx 2 y 


Soit (*) 0 , p 0 une solution des équations (1). Toute autre solution 
w, p de ces équations est telle que 

tg o) = tg o) 0 , p COS (*) = p 0 COS O) 0 . 

On déduit de là : 

(4) <o = too-f-rcTC, 

cos W = (— t) n COS CD 0 , 

(5) P== (— l) n po- 

Le calcul met donc aussi en évidence, comme le montrent les 
formules (4) et (5.), l’indétermination des coordonnées polaires 

d’un point M, défini par son abscisse 
et son ordonnée. 


Z 



R 



? 

M 

7 


0 

Z 


0 

/\ 

7 

y 


m 



3\ Détermination d’un point de 
l’espace par ses coordonnées cylin¬ 
driques. — Partons de trois axes 
rectangulaires O#, O y, O z. On peut 

pV_ "vl/ définir un point M en donnant les 

/x m coordonnées polaires to, p de sa pro¬ 

jection m sur le plan xOy et sa cote 
OB=*. Les trois nombres wrp> * forment un système de coor¬ 
données cylindriques du point M. Cette dénomination tire son 
Bouuoànd. — Gêom. anal, 2 
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origine du fait que les surfaces où la coordonnée p demeure 
constante sont des cylindres de révolution d’axe O z. 

3 e . Détermination d’un point de l’espace par ses coordonnées 
sphériques. — Enfin le point M de l’espace est également connu 
quand on donne : 

1° la longueur OM = r, essentiellement positive ; 

2° l’angle géométrique zOM — 0 (0 < 0 <tt) ; 

3° l’angle algébrique (Ch/, Om)= <p. 

Les trois nombres r, 0, y s’appellent coordonnées sphériques de 
M. Elles sont liées aux cartésiennes par les relations 

x = r sin 0 cos cp, y = r sin 0 sin <p, z^rcosO. 

L’élève en déduira que la distance r du point M à l'origine, en 
fonction des coordonnées cartésiennes de ce point, vaut 

r = \/’x 2 -h y 2 *-h z 2 . 

» 

4. Détermination d’une direction. — Pour connaître la 
direction d’une droite D, il suffit de connaître les composantes 
d’un vecteur porté par cette droite. 

1° Si D n y est pas orientée, on prendra un vecteur quelconque 
porté par D ; ses composantes a, h, c forment par définition un 
système de paramètres directeurs de D. Il y a une infinité de 
tels systèmes : prenons-enun second arbitrairement, soit a r , b', c 
On a 

a b c 

(proportionnalité des composantes de deux vecteurs portés par 
la même droite). 

2° Si D est orientée, on prend de préférence le vecteur uni¬ 
taire de D, qui donne son sens en même temps que sa direction. 
En coordonnées rectangulaires , ses composantes seront 

l = cos (Ox, D), m = cos (O y, D), n = cos (Oz, D), 

D désignant ici la portion positive de notre droite. On dit, dans 



DES LIGNES ET DES SURFACES 19 

ce cas, que /, m, n sont les cosinus directeurs de D. Ils sont liés 
par la relation 

l 2 -h m 2 4 - n 2 ~ l. 

Une droite D non orientée porte deux axes. Les coordonnées 
étant toujours supposées rectangulaires, supposons donné un 
système a, 6, c de paramètres directeurs de D. Soient Z, m, n les 
cosinus directeurs de l’un des axes porté par D. Nous proposons 
d’établir les formules 

, za zb 

l = ■ m == 

y a 2 4 - b 2 -f -c 2 ya 2 -h b 2 4- c 2 

où s a pour valeur -h 1 ou — 1. 

Remarque. — Ce qui précède s’applique au cas du plan en 
supprimant la troisième coordonnée. Supposons toujours les 
coordonnées rectangulaires et soit Ou un axe mené par O. Si 
l’on donne (O#, Ou) — ô, les cosinus directeurs de Ou seront 

Z = cos G, m = sinô. 

5. Expression analytique du produit scalaire de 
deux vecteurs. — Considérons deux vecteurs, V de compo¬ 
santes a, b, c et V' de composantes a\ h\ c'. En appelant 
u, v, w les vecteurs unitaires des axes de coordonnées, nous 
pourrons donc écrire 

V = au -h bv -f- cw, 

V' — a'u -f- b'v -f- c'w. 

Or à la faveur de l’égalité (6) du n° l d , nous pouvons écrire 

V . V' = a'u . (au -f- bv -f- cw) -f- b'v . (au -f- bv -f- cw) 

4- c’w . (au -f- bv -f- cw) 

= aa'u 2 4- bb' v 2 -f- ce' w 2 

4- (bc’ 4- cb')v . w + (ca' 4- ac')w . u 4 - (ab' 4- ba')u . v. 

Puisque u, v, w sont des vecteurs unitaires, nous aurons 

2 “2 2 . 

U = V = W = I . 


zc 


y a 2 -f- b 2 4 - c 2 
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Distinguons maintenant deux cas : 

1° Les axes sont rectangulaires. Onu alors 

V.W = W.U = U.V = 0, 

d’où 

(1) V . V' = aa'- 4 - 66 '-4-ce'. 

Dans le cas particulier où V'= V, on retrouve le carré de 1» 
longueur du vecteur V : 

( 2 ) V 2 = a 2 - 4 - 6 2 -t-c 2 . 

Sinon, désignons par 8 l'angle, dont le cosinus est bien déter¬ 
miné, de deux demi-droites dont l’une est parallèle à V et de 
même sens, l’autre parallèle à V' et de même sens. Nous aurons,, 
en vertu de la définition du produit scalaire, 

,„ x aa' -4- 66 ' -4- ce' 

(3) COS 8 = - y = r =====^ r — -- - 

W V / a 2 + 62 -t- c V«' !! 4-é' 2 4-c' i 

(sans double signe). En particulier, la condition d’orthogonalité 
de deux directions dont l’une a pour paramètres directeurs 
a, b , c et l’autre a', 6 ', c 1 est 

( 4 ) aa' -i- bb’ -t-co' = 0 . 

2° Les axes sont obliques. On applique le même principe 
de calcul que précédemment, qui dispense la mémoire d’inter¬ 
venir. Désignons par X, g, v les faces du trièdre O xyz 

yOz — X, 2 0.x = g., xOy — *. 

Nous aurons 

V . W = COS X, W . U — COS [X, U . V = COS V, 

et par suite 

(!') V.V' = aa' -f- bb' -t- cc' -+- ( 6 c' -+- cb ') cos X 

-f- (ca' -f- ac') cos g - 4 - (a 6 ' + 6 a') cos v.. 

Le carré de la longueur de V sera donc 

( 2 ') V 2 = a 2 -4- 6 â - 4 - c 2 -f- 26c cos X -4- 2ca cos p. -|- 2ab cos v 

et l’on aura encore l’expression de cos 0 en divisant le second 
membre de (!') par le produit des longueurs de V et de V'. 
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5 I,U . Introduction simultanée (en axes obliques') des composantes 
d’un vecteur et de ses projections orthogonales. — Reprenons les 
deux vecteurs 

V = au h- bv -+- civ, 

V' = a 1 u -+- b’v c'w. 

Nous pouvons évidemment écrire 

V . V' = a'u . V -I- b'v . V -+- c'w . V. 

Les trois produits scalaires u . V, v. V, w. V qui figurent dans 
cette formule expriment les valeurs algébriques des projections 
orthogonales de V sur les trois axes de coordonnées ; désignons- 
les par o, [3, y. Ces trois nombres déterminent le vecteur V aussi 
bien que ses composantes (*) et le produit scalaire de V et de V' 
prend maintenant la forme 

(1") V . V' = ao'-t-p 6 '-h yc'. 

« 

Elle rappelle la forme simple (I) obtenue dans le cas des coor¬ 
données rectangulaires, à cela près qu’on associe désormais les 
composantes de l’un des vecteurs et les projections orthogonales 
de l’autre. On peut écrire indifféremment 

V . V' = ot'a 4- p'6 -4- y'c. 

On aura donc en particulier 

V 2 = a a -jr p& 4- ÿc, 

et la condition d’orthogonalité prendra la forme simple 

(4") aa' 4- p6 ' -h yc ; = 0 

ou a / a4-^ / i-4y / c = 0, 

Somme toute, nous introduisons ainsi d’une manière simul 
tanée deux modes de détermination d’un vecteur : 

1 ° au moyen de ses composantes a, 6 , c; 

2° au moyen de ses projections orthogonales *, p, y 


( 4 ) En coordonnées rectangulaires, projections et composantes deviennent 
identiques. 
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Des premières, on passe aisément aux secondes. Nous aurons 
en effet 

V = au -f- bv -4- cw, 

d’où, en conservant les notations pour les faces du trièdre O xyz, 

S a = V.u = a-j-i) cos v -f- c cos |jl, 
p = v . v = a cos v h- b -f- c cos X, 

Y = V . w = a cos [jl -+- b cos X -f- c. 

En résolvant ces trois équations, on pourrait calculer a, b , c 
en fonction de a, (S, y* 

Mais nous n’insisterons pas davantage: il nous suffit d’avoir 
montré que les principes dont nous préconisons l’emploi s’ap¬ 
pliquent indifféremment en coordonnées rectangulaires ou en 
coordonnées obliques. De ce paragraphe, nous retiendrons sur¬ 
tout la forme (4") de la condition d’orthogonalité de deux direc¬ 
tions. 

6. Coefficient angulaire. — Cette notion n’intervient qu’en 
géométrie plane. Soit, dans le plan xOy , une droite A de para¬ 
mètres directeurs a, b. Puisque tout autre système de paramètres 
directeurs de A est formé de nombres proportionnels à a et b, 
il suffit pour définir la direction de A, de donner le rapport 

m = — : on l’appelle coefficient angulaire de A. Orientons arbi¬ 
trairement A et soit u 1 u l’axe obtenu. L’angle (x'x, u' u) possède 
une infinité de déterminations, qui forment une progression de 
raison it. Sa tangente est donc bien définie: on a l’égalité 

. b 

tg a == m = — 
a 

Application : calcul de tg V. — Soient deux droites A et A t 
passant par O. Orientons-les arbitrairement, et soient Ou etOu t 
leurs portions positives. Posons 

(0x7Ou) = a, (Ox70u 1 ) = a 1 et (OuTOui) = V. 

Tous les angles V diffèrent de l’un d’eux de kn\ donc ils ont tous 
même tangente : celle-ci est facile à évaluer. Nous avons 

V = (Xi — a -f- /f7T, 
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d’où 


finalement, 


tg V = tg (ai ' «) = ■ 

1 4-tgatga t 


c i 4- mnii 


En particulier, pour que A et A t soient rectangulaires, il faut 
et il suffit que le dénominateur soit nul, c’est-à-dire que l’on ait 

nirrit = — 1. 


7. Détermination d’une droite. — 1° La droite est définie 
par deux de ses points Mi (, y u zf) et M 2 ( x 2 , 1 / 2 , z 2 ). Appe¬ 
lons M (x, y, 2 ) le point de la droite tel que 

(5) MMi 4 - XMM 2 = 0 

(c'est-à-dire le barycentre de la masse 1 placée en Mj et de la 
masse X placée en M 2 ). L’égalité vectorielle (5) équivaut aux 
trois égalités ordinaires 


d’où 


x { — x 4 - X(x 2 — x) = 0, 

yi—y + Hyi — y) = o, 

z t — z-h X(z 2 — z ) —- 0, 


x, -i - Xx 2 

ï+T’ 


_ UntlUï. 

1 -t-X 


Z[ 4- Xz 2 
14-r* 


Nous verrons qu’une méthode générale pour la représentation 
d’une ligne consiste à exprimer les coordonnées d’un de ses 
points en fonction d’un paramètre. Actuellement, ce paramètre 
est X. 

Nos formules n’ont pas de sens pour X = — 1 ; lorsque X tend 
vers—1, le point M s’éloigne indéfiniment sur la droite. Pour 
X ===== i, le point M occupe le milieu de M A M 2 , lequel a pour coor¬ 
données 

Xi 4 - x 2 m 4- y 2 z x 4 - z 2 

2 ’ 2 7 2 

Tout celà s’applique indifféremment en coordonnées rectan¬ 
gulaires ou en coordonnées obliques. Ajoutons que deux valeurs 
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opposées X et X du paramètre donnent deux points M' et M" 
conjugués harmoniques par rapport à M, et M 2 . C’est ce qui 
résulte de la comparaison des deux relations 

M'M, 4- X'M'M, = 0, 

M"Mi — XM"M-2 = 0. 

Quel que soit le sens positif choisi sur la droite, il en décou¬ 
lera _ _ 

M'M, _ M'M, 

Wu 2 

Mêmes raisonnements en géométrie plane, à la suppression 
près de la troisième coordonnée. 

2 ° On donne un point de la droite et un vecteur porté par 
celle droite. — Nous allons être conduits dans cette voie à un 
autre mode de représentation paramétrique de la droite. Soient 
M, ( x u y u z t ) le point donné de la droite , a, b, c les compo¬ 
santes du vecteur M,K. Appelons M (x, y , z) un point quel¬ 
conque de la droite : nous aurons 

M,M = pM,K, 

puisque les deux vecteurs M,M et M,K ont même direction. 
Nous prendrons pour paramètre la valeur du coefiicient p, qui 
détermine la position du point M. Nous aurons, en décomposant 
suivant les trois axes, 

x — x t = ap, y — yi — b?y z — z, = cp, 

d’où l’on tire 

x = x, 4 -ap, i/= y,ùp, z = z,-f-cp. 

En prenant des coordonnées rectangulaires, et en choisissant 
pour M,K un vecteur unitaire de la droite, ses composantes l, 
m , n seront les cosinus directeurs de Taxe porté par la droite et 
orienté suivant M,K. Nous aurons alors, en représentant par p la 
valeur algébrique du segment M,M de cet axe, 

x = x t -+-lp, y = y l -\-mp t z = z, 4 - np. 

Toutes ces formules s’appliquent dans le plan : on supprime la 
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troisième coordonnée. Appliquons ceci à une droite, orientée 
suivant le sens u'u et telle que 

(x f x^iPu) = a. 

En posant toujours M'M = p, nous aurons 

x = Xi 4 - p cos a, y — y t -h p sin a. 

8 . Représentation des lignes et des suriaces. — 1° Une 
ligne plane est définie par une relation entre les coordonnées de 
l’un de ses points, qu’on nomme l'équation de cette ligne, soit 

( 1 ) y = cp(x) ou (1 bis) F(x, y) = 0 ; 

l’équation (*) définit y en fonction explicite de x , alors que (1 bis) 
la définit en fonction implicite. 

On peut encore définir une courbe plane en donnant les coor¬ 
données d’un de ses points en fonction d’un paramètre /, soit 

<2) x = f(t), y = g(i). 

Ce mode de définition ( 2 ) s’introduit tout naturellement en ciné¬ 
matique : t représente alors le temps. Le mode de définition (1) 
est un cas particulier du mode ( 2 ), puisqu’on peut substituer à 
l’équation ( 1 ) le système x~t,y — y(t). Si, utilisant des coor¬ 
données polaires, on donne p en fonction de w, 

p = t p( <ü )> 

on en déduit immédiatement, en coordonnées rectangulaires, 
une représentation paramétrique de la courbe étudiée, à savoir 

x = o((o) cos «, y — <p( w ) sin w. 

2° Un e surface est définie par une relation entre les trois coor¬ 
données d’un de ses points, qui s’appelle Véqaalion de la sur¬ 
face, soit 

(3) z = <f(x, y) ou (3 bis) F(x, y, z) = 0 ; 

la variable z se trouve définie dans (3) comme fonction explicite, 
et dans (3 bis) comme fonction implicite de x et y. 

On peut aussi définir une surface en se donnant les coordon- 



26 COORDONNÉES. — REPRÉSENTATION ANALYTIQUE 

nées d’un de ses points en fonction de deux paramètres u et r, 
soient 

(4) x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u,v). 

Le mode de défiaitioa (3) rentre dans (4), car à l’équation (3) on 
peut substituer le système x = u, y = n, s = y(u y v ). 

3° Une lùjrne de l’espace peut être regardée comme l’intersec¬ 
tion de deux surfaces 

( 5 ) K®, y . *) = 0, G(ac, y, z) = 0. 

Une parallèle quelconque à Oz rencontre cette courbe, pourvu 
qu’une même valeur de z satisfasse aux deux équations (5), 
lorsque x et y, dans ces équations, ont pour valeurs respectives 
l’abscisse et l’ordonnée de cette parallèle. Donc la projection de 
la courbe sur le plan xOy s’obtient en exprimant que les équa¬ 
tions (5) ont une racine commune en z, c’est-à-dire en éliminant 
z entre ces équations ('). 

On peut encore définir une ligne de l’espace en donnant les 
coordonnées d’un de scs points en fonction d’un paramètre. C’est 
cc que l’on fait en cinématique pour définir la trajectoire d’un 
mobile : le paramètre est alors le temps. Soient 

(fi) * = /X0, y = 9(1), = = *(<) 

les équations qui fournissent la représentation paramétrique 
d’une courbe : la projection de cette courbe sur le plan xOy est 
alors manifestement déterminée par le système 

x — /X0> y = ?(0- 

Remarque. — Soit, en géométrie de l’espace, une relation entre 
deux seulement des coordonnées d’un point, telle que 

( 7 ) f(x, y) = 0. 

Soit C la courbe du plan xOy définie par (7) : le lieu défini 

(<) C’est là, en ellet, la définition précise de l'élimination : éliminer ne 
consiste pas, comme lo croient beaucoup d’élèves, à faire disparaître une ou 
plusieurs inconnues, par des combinaisons d’équations plus ou moins hasar¬ 
deuses. 
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par (7) comprend les points de G et aussi tout point ayant même 
abscisse et même ordonnée qu'un point de C, quelle que soit sa 
cote. L’équation (7) est donc celle du cylindre dont la directrice 
est C et dont les génératrices sont parallèles à Oz. 

L’élève montrera de même qu’une relation telle que 

F(æ) = 0 , 

qui fait intervenir une seule coordonnée, représente un système 
de plans parallèles (à celui des yz dans l’exemple actuel). Don¬ 
ner également la signification d’une telle relation en géométrie 
plane. 

9. Exehcices. — 11 importe de s'accoutumer h ces divers modes de 
représentation par quelques exemples. L’élève traitera utilement les 
suivants : 

1° Représentation paramétrique de la cycloïde . — Soient deux axes 



rectangulaires et un cercle de rayon constant R tangent iiOx en un 
point variable 1. On prend sur sa circonférence un point M tel 
qu’on ait 

IM = - (U ; 

autrement dit, le cercle roule sans glissement sur l’axe x'x. Le lieu du 
point M s’appelle une cycloïde. Pour en obtenir une représentation 
paramétrique, on pose 

(wM, toi) — t. 

On obtient les coordonnées x et y du point M, par application de la 
théorie des projections. On a 

pr . OM = pr. 01 -f- pr. Iw -f- pr. a>M. 
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L’élève évaluera les angles mis enjeu pour le calcul des différentes 
projections, par une méthode indépendante *des différents cas de 
figures, basée uniquement sur la formule de Chasles. 11 écrira, par 
exemple, 

(toM, O.r) = (wM, toi) (o>I, i)x) = t -f- etc. 

On trouve finalement 

• x = R (f — sin t ), y = R(1 — cos t). 

2° Reconnaître la surface z = f( —Un plan parallèle à xOy la 

' x ' coupe suivant une ou 

plusieurs droites qui 
s’appuient sur Oz. La 
surface est donc le 
lieu d’une droite ren¬ 
contrant orthogonale- 
menl Oz et assujettie 
en outre à rencontrer 
la courbe 

x = i, z — f(y). 

Nous bornant à ces 
indications, nous lais¬ 
sons à l’élève le soin 
d’approfondir. 

3° Exprimer para - 
metriquement les coor¬ 
données d’un point d’une sphère. — Soit une sphère, dont nous sup¬ 
poserons le centre à l’origine; prenons sur cette sphère un point M 
et considérons le demi-méridien de M qui a ses extrémités sur Oz; 
soit OM t sa trace sur xOy. En posant 

u = (O^ToMi). v = zOM, (0 < v < 7 :), 
on obtiendra 

x = R cos u sin v, 
y = R sin u sin v, 
z = R co s v , 

formules que nous avons déjà données en parlant des coordonnées 
sphériques (n° 3). 

En faisant dans les formules précédentes u = u 0 ou v = v 0 , w 0 et v 0 
désignant des constantes, on obtient des courbes particulières tracées 
sur la sphère: ce sont précisément les méridiens et les parallèles. 
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9\ Représentation d’une droite ou d’un plan. — Nous avons 
déjà donné, au n° 7, deux modes de représentation paramétrique 
d'une droite. Reportons-nous au second. Il se ramène à considé¬ 
rer la droite comme le lieu géométrique des points M tels que, le 
vecteur lié MiK étant donné, le vecteur MtM ait même direction 
que lui. Il faut et il suffit pour cela que les composantes de ces 
deux vecteurs soient proportionnelles : 

x — Xj _ y ijj _ z — z t 

abc 

La droite sera donc représentée par ces deux équations du pre¬ 
mier degré en géométrie de l'espace, par une seule (obtenue en 
laissant subsister l’égalité des deux premiers rapports) en géo¬ 
métrie plane. 

Considérons maintenant un plan déterminé par un point Mt 
qui lui appartient et par un vecteur normal en ce point. Appe¬ 
lons M,K ce vecteur et a, p, y ses projections orthogonales (ce 
qui nous permettra d'obtenir un résultat valable indifféremment 
en coordonnées cartésiennes quelconques). Le plan est le lieu 
des points M tels que 

M 1 M.M 1 K = 0. 

Il a donc pour équation 

*(x — p(,v — y 0 -h y(z — z t ) = 0. 

Tout plan est donc représenté par une équation du premier 
degré. Inversement, une équation du premier degré 

Ax -h By + Cz -+- D = 0 (A, B, C non tous nuis} 

représente un plan : soit en effet un point (x u y t , z { ) dont les 
coordonnées satisfont à cette équation. Nous aurons 

Axi Bî/i —H C z^ —D == 0. 

En retranchant membre à membre, nous pourrons écrire l’équa¬ 
tion de la surface inconnue sous la forme 

* 

A(x — Xi)— i/ t )-|-C(z— z,) =0. 

Cette surface est donc le lieu des points M tels que M t M soit 
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orthogonal au vecteur de projections (A, B, G) : elle est donc 
plane. 

Pareillement, en géométrie plane, l’équation 

ol(x —^0+PCv— y0 — o 

sera celle d’une droite menée parle point (#,, yj) perpendiculai¬ 
rement au vecteur de projections (a, jü). 

9 b . Représentation d’un cercle ou d’une sphère. — Une sphère 
de centre C et de rayon R est le lieu des points M tels que l’on 
ait 

CM 2 = R 2 . 

Soient a, b, c les coordonnées du point C, x, y , z celles du 
point M. 

Nous avons 

CM = (x — a)u -f- ([y — b)v -+- (z — c)w , 

d’où 

CM 2 = (x — a)' 1 -f- (y — b)- -4- (z — c) 2 

4 - 2 (y — ù)(z — c) cos \ 4- 2(z — c)(x — o) cos p. 

4 - 2(«c — a) (y — b ) cos v. 

L'équation de la sphère en coordonnées obliques sera donc 

(S) (x — a) 2 4- (y — b) 2 4- (s — c) 2 

4 - 2 (y — b)(z — c) cos À 4- 2(z — c)(x — a) cos p. 

4- 2(x — a)(y — b) cos v = R 2 . 

Celle d’une circonférence sera de même, en appelant 9 l’angle 
de Ox et de O y, 

(r) (æ — a) 2 4- (y — b) 2 4- 2(x — a) (y — b) cos 9 = R 2 . 

En coordonnées rectangulaires, ces équations se simplifient. 
Celle du cercle se réduit à 

(y) (’x — ay 4- (y — by = R 2 

et celle de la sphère à 

(a) (x — ay 4- (y — by 4- (z — c) 2 = R 2 . 
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10. Changement de coordonnées. 1° Translation des axes. 

— Supposons que les nouveaux axes soient parallèles aux an¬ 
ciens et de même sens, c’est-à-dire que le trièdre O^iy^i formé 
par eux se déduise de Oxyz par translation. Pour déterminer le 
deuxième système, il suffit de connaître les coordonnées a, fc, c 
de son origine Oi par rapport aux premiers axes. 

Soit M un point quelconque. Appelons x , y, z ses coordonnées 
dans le premier système et x u y lf z t 
ses coordonnées dans le second ; nous 
avons 

0M = 00 1 ~h0 l M, 

d’où les formules cherchées 

x = a y b -h y i1 

Z = C —f— 3j. 

Ceci s’applique naturellement au cas 
du plan, à la disparition près d’une égalité. 

Exemple. — Soit une courbe ou une surface, rapportée à un système 
d’axes Oxyz. De tous les systèmes qui s’en déduisent par translation, 
on peut chercher celui qui donne la représentation analytique la plus 
simple de celte courbe ou de cette surface. Le lecteur est déjà familier 
avec certains problèmes de ce genre: 

1° En géométrie plane, on peut disposer des deux paramètres arbi¬ 
traires a et à (c’est-à-dire de la position arbitraire du point O,) pour 
ramener les équations des courbes 


(C) 

y — Ax 2 -+- Bx -+■ C, 


(CO 

Ax + B 
•' A'x + B'’ 


(C") 

y = A.?) 3 -h B# 2 4- Ca? 4-1) 

= AO 

aux 

formes simplifiées 


(C.) 

2 /i “ 

6 _iAC- 

4A 

(Cî) 

BA'-AB' / W 

A'i . ’ ("““A'’ 

II 

•O 

(cî) 

y, = AxJ + CjX,, ( a = ~^’ 

b=m\ 


L’élève effectue toutes ces simplifications sans effort de mémoire: 
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pour réduire l’équation de (<2), il applique la décomposition du tri¬ 
nôme du second degré ; en coordonnées rectangulaires, la courbe (@) 
est une parabole (*), le point (a, 6) pris pour nouvelle origine n’est 
autre que le sommet de la courbe. La courbe (<2') possède une asymp¬ 
tote parallèle à Ox , dont l’ordonnée b est 

lim A# -f- B A . 
x — ce A'x 4 - B' ~~ A' ’ 

elle admet aussi une asymptote parallèle à O y, dont l’abscisse a 
annule le dénominateur : 

A 'a -f B' = 0. 

On prendra ces deux asymptotes pour nouveaux axes. 

Pour(@"), la réduction s’opérera de la manière suivante : la pente 
delà tangente est un trinôme du second degré; elle variera donc 
d’abord dans un certain sens, passera par un maximum ou un mini¬ 
mum, puis reprendra sa variation en sens contraire. L’abscisse de ce 
maximum ou de ce minimum s’obtient en annulant la dérivée seconde 
de f(x\ ce qui donne 

6Aa 4- °2B — 0. 

On aura ainsi un point de la courbe pour lequel la concavité change 
de sens, c’est-à-dire un point d’inflexion . C’est ce point qu’on prendra 
pour origine. Nous proposons de montrer qu’il est centre de symétrie 
de (<2"), en utilisant la forme (@jf). 

2° En coordonnées rectangulaires, et dans le plan, l’équation 

x 2 -f- y 2 — Vax — %by 4- d = 0 

représente un cercle ou sinon ne représente pas une courbe réelle . 
Nous pouvons en effet l’écrire sous la forme 

(x — a) 2 4- (y - b) 2 = a 1 4- b 2 - d, 

ou, par la translation æ = a 4- y == 6 H— sous la forme 

#?4- y? = a 2 -4- b 2 — d. 

Si a 2 4- 6 2 — d 0, l’équation représente un cercle (qui sera de rayon 
nul si d = a 2 4- 6 2 ). Si a 2 4-& 2 — d est < 0, il n’existe aucun point 
réel satisfaisant à l’équation en question. 

3° En coordonnées rectangulaires et dafis Vespace, l’équation 

x 2 4“ y 2 4- z 2 — Vax —- %y — 4- d — 0 

représente une sphère, ou sinon ne représente pas une surface réelle . 

(*) L’équation (£*) est en effet de la forme xj = âpyi, en posant A =~ 



DES LIGNES ET DES SURFACES 33 

En effet, la translation x = a -h x t , y —b-\- y 4 , z--c-\-z l ramène 
encore l’équation à la forme 

x\ -+- y\ -h zf — a 2 -h b 2 4- c 2 — cl. 

Le centre a pour coordonnées a, 6, c et a 2 -f- 6 2 -h c 2 — r/ (qu'on doit 
supposer ^0) représente le carré du rayon. 

11. 2° Changements d’axes conservant l’origine. — Soit O l’ori¬ 
gine commune des deux systèmes d’axes. La détermination du 
point M a été ramenée à la formation d’une égalité géomé¬ 
trique 

OM = xu -f- yv -f- zw . 

On écrira cette égalité dans chacun des deux systèmes d’axes. 
On aura dans le second système 

OM — a? 1 u l H- y\Vi -f- ZiW x . 

Le problème sera résolu en égalant ces deux expressions de OM 
si l’on connaît les nouvelles unités vectorielles u u v u w { en 
fonction des anciennes u, v, w : or ce sont là, par essence 
même, les données du problème, car, pour le définir, il faut 
déterminer par rapport aux anciens axes les nouveaux, ce qu’on 
fera en donnant (exprimés en u, v , w) leurs vecteurs unitaires 
u i, v if w,. Cette méthode, qui consiste en un changement d’uni¬ 
tés pur et simple, s’applique indifféremment dans le plan et dans 
l’espace. Nous allons en donner des exemples. 


Exemple I. — On considère dans le plan deux axes obliques faisant 
entre eux Vangle 0. On prend pour nouveaux axes leurs bissectrices. 

Adoptons la disposition indiquée sur 
la figure. Nous aurons ici 



u — u. cos 




v = u, cos — + v, sin — 

1 2 * 2 

et OM = xu -f- yv = x i u l -f- y i v i . 

La première décomposition de OM, sui¬ 
vant u et v, peut se ramener à une décomposition en u t et v ly par 
Boitugand. — Géom. anal. 3 
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l'emploi des deux formules initiales, définissant le changement d’uni¬ 
tés. Nous aurons ainsi 

0 0 

XjUj + y x v x — v -f- y) cos -u x -h(y — x) sin —v x . 

Ces deux décompositions sont nécessairement identiques. Nous avons 
donc les formules cherchées 

• r i = (•* + V) œs i-, </, = (y — X ) sin ® , 

qui s’écrivent encore 



Par exemple, la courbe qui dans le système x()y s’écrit 

xy = a 2 

deviendra dans le nouveau 

_£l_ yJ __ i. 

Au- cos 2 Aa- sin 2 ~ 

‘2 2 

C’est donc une hyperbole. 

La courbe d’équation non résoluble 

x* -h i/ 3 —- 3 .xy = 0 

(mais dont la symétrie en x , y montre que (te* est axe de symétrie) 
s’écrira sous la forme 



Nous proposons l'élude de cette courbe, en résolvant son équation 
par rapport à y { , qui n’y ligure plus que par son carré (*). 


Exemple II. — On prend dans Vespace un trièdre de coordonnées 
dont les trois faces sont égales à un même angle 0. On prend pour axe 


0) En posant y = te, on obtient une représentation paramétrique ration¬ 
nelle de la courbe initiale 

31 __ 3*2 

1 + <*’ u 1 + /V 


x = 
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Oz A la demi-droite(}) faisant des angles aigus égaux avec les trois arêtes . 
pour axe Ox t la projection sur le plan perpendiculaire à Oz l de la bis¬ 
sectrice intérieure de l'angle yOz , pour axe 0 y t sa bissectrice exté¬ 
rieure. 

Désignons par a la valeur commune des angles aigus que Gz 1 fait 
avec Qxfîyfîz. Les demi-droites ().r, Oy, O z ont pour projections 
sur le plan x Ÿ Oy x trois demi-droiles faisant deux à deux des angles de 
420°. Nous pouvons donc écrire 


u — u l cos —- sin a — v { sin — sin a -|- w { cos a, 


v = u i cos ™ sin a -J- Vj sin — sin a 4- w l cos a, 
3 3 

w = — u A sin a -f- w { cos a. 

La relation qui lie 0 et a s’obtient en écrivant par exemple 

v . w — cos 0, 

ce qui donne 



d’où 


\ 

cos 2 a-sin 2 a = cos 0, 

2 ' 

2 . 0 

sin a = —- sin — 

' */3 2 


Pour avoir des calculs rationnels (il ne 
faut jamais être esclave des données d’un 
problème), nous conserverons de préférence l’angle «. 

Ecrivons encore 


OM = xu -\-yv -\- zw = x i u i -j- y { v x -f- z x w { . 
En vertu des formules initiales, nous aurons encore 


x x ~ £(# -h y ) cos — z | sin a, 

2/i = (V — æ) sin a sin y, 
z x — (x -h y 4- z) COS a. 


(i) Cette droite est poiir le trièdre un axe ternaire, c’est-à-dire qu’une 
rotation de ~ autour de cette droite superpose le trièdre à lui-même. 

O 
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Ecrivons la première et la dernière 


(x -+- y) cos J- — z = -f x > 
3 sm a 


x -f- y -f- z : 


d’où, en additionnant, 


cos a 


3 \sm a cos a/ 
écrivons maintenant l’équation jusqu’ici omise, 


x — y : 


. JL _!i._. 

y /3 si n a ’ 

nous pourrons calculer très aisément x , y, z. 

! 



yi _| 

1_ h _ f 

v— - 

,1 — . 

3 sin a 

y _ *1 _ 

y/3 sin a 

1_ Vl .. j 

3 cos a 

L_îi , 

w n • 

3 sin a 

r _ “1 

y 3 sin a 

' ‘J 

3 COS a 

,_ ^ i 

2, 

3 sin a ' 3 cos a 


Par exemple, après ce changement de coordonnées, les équations 
des surfaces 


(S) 

(S') 

(S") 

(S'") 

(S'V) 


y z + zx-\- xy — a-, 
yz zx 4- xy = — a 2 , 
xyz — a 3 , 

.r 1 -f- y 3 + z 3 = a 2 , 
x 3 -f- y 3 z 3 — 3.i'ÿz == a 3 


deviendront respectivement 
x' 


(S,) 

(S|) 

(Sï) 


Hi. 


«, . 2 — 1 ;r ~i~ a 

à sin 2 a 3 cos 2 a 


xf - 


JÜL 


3 sin 2 a 3 cos 2 a 


0 , 

— a 2 ^0. 


(SD 


/ . 


_M 1/v _ 

\ 

\sin a 

cos a/ 

sin 2 a J \eos a 

sin a / 

_ÎL_ _f 

. z i y / 

x \ | z i V] q 

V\ 

sin a 

cos a ) \ 

sin a cos a/ 

sin 2 a 



+ ( 

_ .T?? -t- î/f . 

' *, 


z, 

k COS a 


cos a 3 sir 2 i 
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On voit que les équations S,, S(, S, 1V sont de la forme 

?(*!>*? 4-y*) = 0; 

elles établissent une relation entre la distance d’un point au plan 
xfiy t sa distance à l’axe Oz i . Donc S, S', S lv sont des surfaces de 
révolution autour de Taxe Pour obtenir leurs méridiennes, il 
suffit de les couper par le plan x i Oz i (xj i — 0), ce qui donne les courbes 


*1 

_ *î 

i Q/72 — n 

sin 2 a 

x\ 

COS 2 a 

2? 

~p* üu U, 

_ Q/;2 - A 

sin 2 a 

cos 2 a 

ÜW - \7 j 


( k u lv ) ' x\z { — 3a 3 cos a sin 2 a = 0. 

On voit ainsi que les surfaces S et S' s’obtiennent respectivement en 
faisant tourner une hyperbole soit autour de son axe transversc, ce 
qui donne S, soit autour de son axe non transverse, ce qui donne S'. 
On construira aisément, en résolvant son équation par rapport à z t , 
la méridienne de Siv. 

Nous engageons le lecteur à reprendre une rédaction aulonome des 
problèmes suivants : 

Construire la section par le plan æ 4- y-h z — 0 d’une des surfaces 
définies dans le premier système par les équations S" et S w . 

Après le changement de coordonnées précédent, on a de suite 
l’équation de la courbe de section dans son plan, en faisant z { = 0. 
Cela donne pour S" la courbe 

2æ 1 (æ| — 3 y]) 4- 27a 3 sin 3 a = 0, 

ou encore, en passant à des coordonnées polaires (x\ = p cos to, 
Vi = P sin o>) 

2p 3 cos 27a 3 sin 3 a = 0, 

Pareillement, pour S w , nous aurons la section 

2,r 1 (,rf — 3yf) -f- 9a 3 sin 3 a — 0. 

Cela montre incidemment (pie les surfaces 

x 3 -h y 3 4- z 3 = a 3 , 

3 xyz = a 3 

ont même section par le plan x 4 - y 4- z = 0. Cela découle a priori de 
l’identité 

x 3 4- y 3 4- z 3 — 3 xyz = (x 4- y 4- z)(x 2 4- y 2 4- z' 2 — yz — zx — xy). 
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12. Exemple 111. — Passage d’un système de deux axes rec¬ 
tangulaires à un autre système d'axes rectangulaires qui s'en 
déduit par rotation . 

Soit (Ox, 0#i) = * l’angle de cette rotation. Les formules de 
changement d'unités sont ici 



cédentes. Nous aurons deux décompositions de OM suivant iz 
et v. En les identifiant, il vient 


(T) 


j x = Xi cos a — y t sin a, 
| y = x t sin a 4- y { cos a. 


(*) 


Ces formules étant d’un usage fréquent, il importe d’être en état 
de les écrire rapidement. Leur résolution en x u y { est facile : 
on en a immédiatement le résultat en remarquant qu’on peut 
passer du système Ox^ji au système O xy par la rotation —a. 
On à donc 


x { = x cos (— «) — y sin ( — a) = x cos x + y sin a, 
î/ t =■ x sin (— a) H- J/ cos (— a) — — x sin a 4~ y cos a. 

Notons que le principe appliqué au calcul de x , y en fonction 
de x u y x est par excellence celui de la démonstration des for¬ 
mules cos (a 4~ P), sin (a 4- p) ; en effet, supposons que M soit 
situé sur le cercle trigonométrique -et posons 

(Ox 1 ,OM)==p, d’où (Oæ, OM) == a 4- p. 

Les coordonnées de M seront cos (a 4- p), sin (a 4- p) dans le 
système xOy ; et cos p, sin p dans le système x x Oy x . 

Les formules (T) de transformation des coordonnées se réduisent 
alors à 

cos (a 4- p) = COS P cos a — sin p sin a, 
sin (a 4* P) == cos p sin a 4- sin p cos a. 
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Cette remarque donne le meilleur moyen pour retenir les for¬ 
mules (T) : les coefficients de x u y t dans leurs seconds membres 
sont précisément ceux de cos J3, sin (3.dans les seconds membres 
des formules d’addition des arcs. 

12 bi \ Exemple IV. — Soit O xyz un premier trièdre trirectangle 
de coordonnées. Prenons trois nouveaux axes Ox u Oy u Ozj 
formant un second trièdre trirectangle: demandons-nous d’abord 
s’il existe, autour d’une droite issue de O comme axe, une rota¬ 
tion amenant le second trièdre sur le premier. 

Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffît que les deux trièdres 
soient de même sens . 

La condition est nécessaire: une rotation ne saurait modifier le 
sens d’un trièdre. Elle est suffisante : avec précision, si les deux 
trièdres Irirectangles Oxyz et sont de meme sens, on peut, 

par une rotation et une seule autour d’un axe issu de O, superposer 
le premier au second, de manière que O.r vienne sur ()a? 4 , O y sur O?/,, 
et, Os sur ÜZj. Il suffit, pour établir cette proposition, de montrer 
qu’on peut simultanément faire coïncider, par une telle rotation, Ox 
avec ()x l et O y avec O y, : à cause de la communauté do sens des 
deux trièdres, Os s’appliquera sur Os t . Nous laissons au lecteur le 
soin d’étudier cette superposition par rotation, de deux angles droits 
xOy et a^Oyi de même sommet ; l’axe A de celte rotation s'obtient 
en général par l'intersection «les plans P cl Q, menés perpendiculai¬ 
rement aux plans .2:0.7* t el y()y { par les bissectrices intérieures de 
ces angles. Toutefois, il peut arriver que P et Q se confondent: Taxé 
cherché est alors la droite commune au plan dq symétrie des deux 
nngles droits et autf plans de chacun de ces angles ( 1 ). 

Si les deux trièdres 0 xyz et sont de sens opposés, le 

second a même orientation que le symétrique du premier par 
rapport au point 0. On peut dire alors qu’on déduit OxxyxZx de 
0 xyz par une symétrie suivie d’une rotation. 

Dans ce qui va suivre, nous ne nous préoccuperons pas de 
savoir si nos deux trièdres sont ou non de même sens. Les 

(*) Au lieu d’aborder directement cette question, l’élève pourra étudier 
d’abord la rotation d'un angle droit xOy autour d’un axe passant par 0 : l’axe 
est on gén’ral en dehors du plan de l’angle droit et alors de deux positions 
dé cet angle on peut déduire des plans P el Q qui déterminent l’axe. Ou bien, 
Taxe est dans le plan de l’angle droit, etc... 
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résultats que nous allons obtenir s’appliqueront en particulier 
au cas où il s’agit d’une simple rotation. 

Pour déterminer le trièdre O^ij/i z t par rapport au premier 
système, donnons-nous les cosinus directeurs de ses arêtes : à 
savoir a, 6, c pour Oa?,, a', b\ c' pour O y u a", b", c” pour Ozi. 
Si nous écrivons le tableau 



0.r 

0 y 

Oz 

O.Ti 

a 

b 

c 

Oî/i 

a' 

b' 

c' 

0=r 

a" 

b" 

i 

c" 


chaque élément représente le cosinus de l’angle des deux demi- 
droites inscrites en regard de la ligne et de la colonne qui se 
croisent sur cet élément. 

Comme l’ordre de deux demi r droites est sans influence sur le 
cosinus de leur angle, ce tableau, qui, lu horizontalement, nous 
donnait les cosinus des arêtes du second trièdre par rapport au 
premier, donne, par lecture verticale, les cosinus des arêtes du 
premier par rapport au second. 

D’après une propriété des cosinus directeurs d’un axe, nous 
avons les trois relations 

a 2 4- b 2 4- c 2 == 1, 
a' 2 6' 2 -hc' 2 = t, 
a" 2 -f- ù " 2 -h c" 2 = \. 

Nous avons en outre, en exprimant l’orthogonalité des arêtes du 
second trièdre prises deux à deux, 

a'a"-4- b'b”-hc'c" = 0, 
a"a + b"b 4- c"c = 0, 
flfl' 4- bb f 4- cd = 0. 

Les neuf nombres a, ù,.. c” ne sont donc pas indépen¬ 

dants : ils^ sont liés par les six relations précédentes, d’ailleurs 
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distinctes. Avant d’aborder le problème de la transformation des 
coordonnées, remarquons que, grâce aux propriétés du tableau 
des neuf cosinus, on peut écrire également les six relations sui¬ 
vantes : 

a 2 -h a' 2 4- a "* = 1, 6c 4- b'c' 4- b"c" = 0, 

b 2 4- b' 2 4- b" 2 = 1, ca 4~ c'a' 4- c ,f a" = 0, 

c 2 4- c' 2 4- c" 2 = 1, ab 4- a'b' 4- a"b” = 0, 

qui expriment des propriétés des arêtes du premier trièdre 
rapportées au second. Ces six dernières relations sont des 
conséquences algébriques des six premières : car celles-ci sont 
nécessaires et suffisantes pour assurer l’existence d’un trièdre 
trirectangle O x t yiz l9 dont les arêtes ont respectivement pour 
cosinus directeurs les nombres a, 6, c", par rapport au 

trièdre O xyz. 

Cela posé, les formules définissant le changement de vecteurs 
unités sont ici 

u, = au 4- bv ~f~ cw , 
v { = a'u 4- b'v 4- c'w, 

= a u 4- b v 4- c"w. 

Ecrivons encore 

OM = xu 4 - yv 4 - zw = x { u { 4 - y l v l 4 - z i w l ; 

en remplaçant dans cette dernière expression u l7 v t , tv, parleurs- 
valeurs en u, v, w, nous aurons deux décompositions de OM 
suivant u, v, w. Identifions-les. Nous aurons 

( x = ax { 4 - a'yi 4- a"z lt 
(1) < y = 6^ 4 - 6'y, 4- 6"z,, 

( z = ex, -4- c'y ! 4 - c"z,. 

La géométrie permet de prévoir le résultat fourni par la résolu¬ 
tion de ces équations en x iy y u z { ; les nouvelles formules résou¬ 
draient en effet le problème inverse du problème actuel, à savoir: 
passage du trièdre Oxiy^i au trièdre O xyz. A cause de la réci¬ 
procité du tableau des neuf cosinus, nous avons donc 

x { — ax 4- by 4 - cz, 
y v = a x 4 ™ b'y 4 - c'z, 

Zi = a"a: 4- 6"y 4- c"z. 


( 2 ) 
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13. 3° Cas général de la transformation des coor¬ 
données. — Nous passons d’un premier trièdre 0 xyz à un 
second trièdre Oi XijjiZi. Nous aurons ici 

OM = OO t 4- OiM, 

ou, en appelant x 0 , y 0 \ z 0 les coordonnées de O t par rapport au 
premier trièdre, 

( 1 ) xu -j- y v - 4 - zw = x 0 u H- y 0 v 4 - z 0 w 4 - x { u, -f- y 1^1 4 - z x w t . 

Pour connaître les directions des arêtes du second trièdre, il 
faut donner les décompositions de u t , v u w x suivant u, v, w 

u t = au 4 - bv 4 - cw, 

Vj = a'u 4 - b'v -| c'w, 
w x = a"u 4 - b n v -f- c"w. 

En portant ces valeurs dans le second membre de la relation (1), 
nous aurons deux décompositions de OM suivant u, v, w 
lesquelles nous donnent par identification 

x = x 0 4- aXi 4- a'/ji 4- a"z u 
y — yo~\-bx i \-b l y x -\-b"z u 
z = zô 4“ 4- c'y v 4- c"z v . 

11 importe de remarquer que les premiers membres sont du 
premier degré en x ly y h z x . 

En géométrie plane, lorsqu’on opère un changement d’axes 
rectangulaires, on adopte en général la même orientation pour 
les deux systèmes, et on obtient les formules 

x = A 4 -^ cos 0 — y t sin 0 , 
y = B -4 Xi sin ô 4- y x cos 0; 

L’élève cherchera comment il faut modifier ces formules pour 
les adapter à deux systèmes de sens contraires. 

Exemples. — t° Former les équations paramétriques d'une 
cyeloïde en prenant comme origine le point de moindre cour¬ 
bure, comme axe Ox la tangente en ce point et comme axe O y 
la demi-droite perpendiculaire à Ox vers la concavité de la 
courbe. (Nous apprendrons qu’il y a minimum de courbure en 
chaque point où la tangente est parallèle à la base.) 
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Soit il le rayon du cercle générateur. On sait que, en prenant 
pour axes 0^ et 0 { y u on a, pour les coordonnées x u y t d'un point 

M de la courbe, les 
expressions 

x l = R(0 — sin 0), 
y { = R(t —cos ô), 

où la signification 
du paramètre 6 est 
bien connue (*). 

Soient u, v les 
vecteurs unitaires 
surlesaxesOx,0;y 
Soient u b v { les vecteurs unitaires sur les axes Oi^, 0 4 y\. 

On a u, — — u et v { = —v, 

OM = OO t 4- OtM, OOj = Tcliu 4- 2Rv, 

OtM — x,u t -f- y x v x = — x { u — y { v, 

d’où OM — (îtR — x { )u -h (2R — y { )v , 

OM■= [ttR — R(ô — sin 0)Ju h- |2R — R(1 — cos 0)]v — xu 4- i/v, 

„ . ( x = R(7i — 0 4- sin ô), 

d ou .V v 

( y = R(t -f- cos ô). 

En posant tz — 0 = t, les équations paramétriques s’écrivent 
| x= R(i4-sinT), 

I y = R(l— cost). 

2° On considère les équations 

x = R cos cp, y = R sin cp, z = Rcp tg a 

avec R>0, ^->a>0. 

Montrer qu’elles représentent une hélice circulaire. 

On prend pour nouvelle origine un point O f de cette courbe, 
pour [ axe 0^ la demi-normale extérieure au cylindre y pour 
axe Oiî/i la demi-tangente à la courbe en O t dans le sens des cp 
croissants, pour axe OiZ t la demi-droite telle que le trièdre 

(*) Voir page 28. (Le paramèlre a été désigné par t au lieu de 6.) 
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Oi^i2/i 3 i soit égal au Irièdre O xyz. Calculer, dans le nouveau 
système d’axes, les coordonnées d’un 
point de l’hélice correspondant à la va¬ 
leur cp du paramètre initial, en fonc¬ 
tion de 

+=<p—p» 

P désignant la valeur de cp qui fournil Oi. 

La courbe, projetée sur xOy suivant la 
circonférence x 2 -h y 2 = R 2 , est tracée 
sur un cylindre de révolution d’axe O z* 
En prenant sur cette courbe un point M r 
projeté sur #0 y en M', on a cp = (Ox, OM'). 
L’équation z = Rcp tg a peut s’écrire 
M'M = AM'tga. Un développement du cylindre (fendu suivant 
la génératrice de À) transformera donc la courbe en une droite 
coupant sous l’angle a le développement d’une section droite. 
Cette courbe est donc bien une hélice. Son pas est 27rRtga. 

Les coordonnées de Oi sont R cos p, R sin p, Rp tg a. 
Exprimons les vecteurs unités u ly v t , w x en fonction de u, v , 
Soit t le vecteur unité de la tangente à la circonférence section 
droite, au point dans le sens des cp croissants. Le vecteur u* 
est parallèle au plan xOy et l’on a (u, uf) = p. Donc 

u { = u cos p -h v sin p. 

D’autre part, dans le plan orienté des y { z u nous avons 


(t, V() = a, 


(*, w,) = a 4- —, 


d’où 


Vj = t cos a -4- w sin a, 
w t — — t sin a -f- w cos a, 


d’ailleurs, en vertu de (u, t) = p(plan xOy ), nous avons 

A 

t = — u sin p 4- v cos p, 

d’où finalement 

u 4 = u cos p 4- v sin p, 

v, = — u cos a sin p 4- vcos a cos p -h wsin a, 

w t = u sin a sin p — v sin a cos p -f -w cos a. 
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Écrivons maintenant que 


ou 


OM = 00, -f- O t M, 


15 


XU -hyv -f- ZW 

= R cos [iu -f- R sin p v -4- Rjâ tga w -f- x i u l -f- y^ -}- 

Remplaçons u 4 , vj, en fonction de u, v , tv et identifions les 
deux décompositions obtenues. Il vient 

.r — R cos p = cos p -f- sin p( — y x cos a -f - z { sin a), 
y — R sin p == x { sin p -f- cos p(y t cos a —* sin a), 
z — Rp tg a = y, sin a z t cos a. 

On tire des deux premières 

x t = x cos p -f- y sin p — R, 
y i cos a — z { sin a — — x sin p H- y cos p ; 

en associant cette équation avec la troisième du groupe précé¬ 
dent, il vient 


y t = (— x sin p -f- y cos p) cos a -h (z — Rp tg a) sin a, 
Zi = (# sin p — y cos p) sin a H- (z — Rp tg a) cos a. 

Portons dans les valeurs de x u y u z t les valeurs 

x = R cos cp, y — R sin cp, z — R^ tg a. 

Il vient (en posant cp — p = 

^ — H(cos ']> — 1), 

i/i = —(sin cos 2 a A sin 2 a), 
cos a 1 r 




R 

sin « 


(| — sin ÿ). 


Il importe de remarquer que ces formules sont indépendantes 
de p*. autrement dit, en faisant varier le point Oj, la figure 
formée par les axes OjXiyiZt et la courbe demeure égale à elle- 
même ; c’est là une propriété capitale de l’hélice : pouvoir se 
déplacer sans cesser de coïncider avec elle-même. 
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COMPLÉMENTS SUR LA DROITE ET LE PLAN 


I. — La droit© en géométrie plane. 

14. Forme normale de l’équation d’une droite (axes 
rectangulaires).— Nous avons vu que toute droite est représen¬ 
tée par une équation du premier degré et inversement. Nous 
allons maintenant considérer quelques aspects particuliers de ce 
théorème, très importants dans la pratique. 

Soit la droite I). Abaissons de 0 la perpendiculaire OP sur 

cette droite et fixons sur elle un sens 
positif arbitraire, soit OX. Posons 

ÔP = p, (O^TOX) = a. 

La condition nécessaire et suffisante 
pour qu’un point M soit sur la droite D 
peut s’écrire 

OM . U = />, 

U désignant le vecteur unitaire de 
OX. Or U a pour composantes cos a et sin a; OM a pour com¬ 
posantes les coordonnées x et y de M. L’équation de D peut 
donc s’écrire 

(1) x cos a -f- y sin a == p. 

On dit que cette relation, dans laquelle la somme des carrés 
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des coefficients de x et de y est l’imité, est l’équation normale 
de la droite D. On aurait pu egalement l’obtenir en remarquant 
que, dans le nouveau système d’axes OX, O Y déduit par une 
rotation de a autour de O des axes Oæ, Oÿ, la droite D a pour 
équation X=p. Il suffit alors de remarquer qu’en vertu des for¬ 
mules (2) du n° 12, on a 

X = x cos a -f- y sin a. 

Inversement, étant donnée l’équation 
Kx -h B y -f- G =• 0, 

pour la ramener à la forme normale, on cherche à déterminer 
des nombres X, a et p tels que l’on ait 

A = Xcosa, B —X sin a, C = — \p. 

■On tire de ces équations 

(2) \ = ey/ÂMl*, cos a = -pjà=, sin « = — , 

A* -+- B 2 /A 2 + B 2 

— sC 

P = -rr—-, 

V/A 2 Hh B 2 

£ étant égal à - 4-1 ou—1 ; ce facteurs provient de la possibilité 
de choisir deux sens opposés sur la perpendiculaire abaissée de 
O sur 1). Si nous changeons le signe de s, nous changeons l’orien¬ 
tation de cette perpendiculaire, mais comme, en meme temps, 
nous changeons le signe de />, nous retrouvons la droite D, que 
le premier choix de e avait fourni. 

Remarque. — Les quantités A et B sont proportionnelles à 
cos a et sin a. Elles forment donc un système de. paramètres 
directeurs d’une normale à la droite D. On voit en outre que la 
distance de Vorigine à la droite D est mesurée par 

_|Ç|_ 

y/A 2 b 2 

15. Distance d’un point à une droite. — Soit le point 
(a? 0 , i/o). Par une translation des axes, amenons l’origine en ce 



48 


COMPLÉMENTS SUR LA DROITE ET LE PLAN 


point. D’après les formules de transformation 
,r — a: 0 4*X, y — y 0 -b X , 
la nouvelle équation de la droite est 

A(#o -b X) + B(j/ 0 -b X ) -f- C = 0. 

Le nouveau terme constant a pour valeur kx 0 ~h By 0 H-C : la 
distance de la nouvelle origine à la droite ^obtient en divisant 
| kx 0 -b By 0 -b C | par la somme des carrés des coefficients de 
a: et y. La distance cherchée a donc pour mesure le nombre 
arithmétique 

1 Aa?p -b By 0 -b L | ^ 

V/A 2 -b B 2 

Sa valeur algébrique. — Revenons à la forme normale (1) de 
l’équation d’une droite. Lorsqu’un point M (x, y ) est sur la droite, 
la quantité 

x cos a -b y sin a — p 

est nulle. Si on suppose, plus généralement, que M est un point 
quelconque du plan, projeté en Q sur X X, quelle va être la 
signification géométrique de x cos a -b y sin a — p ? Quand on se 
rapporte aux axes OX, GY, cette expression devient 

X — p = OQ — OP = PQ. 

Ainsi, étant donnée l’équation normale d’une droite, son premier 
membre a pour valeur absolue la distance du point (a?, y) à cette 
droite. Il a le signe -f- si ce point est, par rapport à la droite, 
du côté des X positifs, etc... 

Supposons maintenant que D ait pour équation 

kx -T- By -b C — 0. 

Fixons sur la perpendiculaire abaissée de O sur Dun sens positif 
OX. En utilisant les formules (2), dans lesquelles e aura un signe 
bien déterminé, nous pouvons mettre Aæ-bBy-bC sous la 
forme 

(3) kx -b B t y -b C = l(x cos a -b y sin a — p) ~ e^A 2 -b B 2 . PQ. 





LA DROITE EN GÉOMÉTRIE PLANE 


49 


On convient de dire que PQ est la valeur algébrique de la distance 
du point M à la droite D. 

L’égalité ( 3) nous montre en outre que la fonction Ax-+-By -\-C y 
qui s’annule sur la droite D, est positive d’un côté de cette droite 
et négative de Vautre . 

16. Détermination d’une droite. — Pour fixer la position 
d’une droite, il faut pouvoir écrire son équation ; si l’on recher¬ 
che celle-ci sous la forme normale, il faut connaître a et p. Si, 
restreignant un peu la généralité et supposant qu’il s’agit d’une 
droite non parallèle à O y, on résout son équation par rapport à y, 

y = mx -f- </, 

la droite sera déterminée si l’on connaît m et q ; la signification 
géométrique de ces coefficients est évidente : y se réduit à q 
pour x~-0, donc ([ est P ordonnée à l’origine . D'autre part, en 
écrivant l’équation de la droite sous la forme 

x — 0 _ y — q 

\ m 

et en remarquant que x et y q sont les projections sur les 
axes d’un vecteur porté par la droite (n° 4), on voit que les nom¬ 
bres 1, m forment un système de paramètres directeurs, donc m 
est le coefficient angulaire (n° 6). 

En résumé, la fixation d’une droite exige la donnée de deux 
paramètres ; pour les déterminer, il faudra donc deux équations 
de condition. 

Lorsqu'on écrit l’équation de la droite cherchée sous la forme 
(4) Ax -f- By G = 0, 

le problème à résoudre consiste à trouver, non pas les valeurs 
de A, B, C, mais simplement des quantités proportionnelles à 
ces coefficients. Il est clair en effet que si, dans l’équation (4), 
on substitue à A, B, C les nombres XA,XB, XC, elle continue à 
représenter la même droite. Dans ce cas, chaque équation de 
condition imposée à la droite est homogène en A, B, C, du fait 
Bouligand. — Géoin. anal. 4 
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qu’elle reste inaltérée par le changement de A, B, C en XA, XB, XC( 4 ). 
La détermination de la droite se ramène alors à la résolution de 
deux équations homogènes en A, B, C: elles permettent de cal¬ 
culer les rapports de deux de ces coefficients au troisième. 

Examinons les conditions les plus simples qu’on peut imposer 
à une droite et les problèmes qui en résultent. 

Il y a une infinité de droites qui passent par un point donne . 
Effectivement, si on assujettit la droite (4) à passer au point 
M t (x u yf) on obtient une seule condition d’égalité 

(5) Aa?4-h By 4 + C = 0. 

Celle-ci permet de tirer la valeur de C ; en la portant dans (4), 
ou, ce qui revient au même, en retranchant membre à membre 
(4) et (5), on obtient l'équation d'une droite quelconque passant 
par le point M 4 , sous la forme 

(6) A (x — ~f~ B(y — y { ) = 0. 

Pour achever de déterminer la droite, il faudra lui imposer 
une autre condition. Celle-ci pourra consister dans le fait de 
passer par un deuxième point donné ; elle pourra être aussi une 
condition de direction ; exemple : la droite cherchée est parallèle 
ou perpendiculaire à une droite donnée. 

Droite passant par deux points donnés. — Soient M,(æj, yf) et 

( 4 ) En effet, bornons-nous à étudier le cas où chaque équation de condition 
est algébrique, c’est-à-dire peut se ramener à la forme 

{{ A, B, G)- 0 , 

où le premier membre est un polynôme de degré m en A, B, C. Décomposons 
ce polynôme en groupes homogènes. Notre équation devient 

9 m (A, h, G) -f- — î (A, B, G) -f-... -h (A, B, G) -b cpo ~ h. 

Quels que soient A, B, G et X, elle entraîne 

X m 9 m (A, B, G) -4- l m ~ 1 9 m -1 (A, B, G) -f-.-f- Xçt (A, B, C) -4- 9 0 = 0. 

Particularisons A, B, G ; au premier membre, nous avons un polynôme en X 
qui doit être identiquement nul. Donc on a 

9 m (A, B, G) = 0, 9 m -1 (A, B, G) = 0, ., 91 (A, B, G) = 0, 90 — 0. 

Si donc la relation f= 0 n’est pas homogène, elle résulte de combinaisons 
par addition de relations homogènes, qui doivent être séparément vérifiées si 
elles sont de degrés différents. 

Pratiquement, quand on traduit une à une les conditions de l’énoncé, for¬ 
mulées de telle sorte que chacune fournisse une seule équation , on est donc 
certain que cette équation sera homogène. Les combinaisons non homogènes 
sont purement factices. 
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M 2 (# 2 , Jfî) ces deux points. L’équation de la droite cherchée est 
de la forme 

(6) A(i — *i)4-BCy —ÿi) = 0, 

puisqu’elle passe en M 4 . Comme elle passe en M 2 , on a, entre A 
et B, la relation homogène 

(7) k(x 2 — Xi) -h B 0 / 2 —1/0 = 0 ; 

cette équation fournit des valeurs proportionnelles à A et B. En 
les portant dans (6) ou, ce qui revient au même, en divisant 
membre à membre les équations déduites de (h) et (7) par le 
passage des termes en B à droite du signe =, on obtient l’équa¬ 
tion de la droite cherchée sous forme de proportion : 

(8) *~J^ = }Lzzl±. 
x î — x i yi — yv 

Cette manière d’écrire suppose qu’aucun dénominateur n’est nul, 
ou que la droite n’est parallèle à aucun des axes. La forme déduite 
de (8) en chassant les dénominateurs s’appliquerait d'ailleurs à 
tous les cas. 

En particulier, la droite joignant le point A de l’axe x’x au 
point B de l’axe y'y a pour équation 


(9) 



en posant a = OA etA = OB. Nous prions l'élève de traiter cet 
exemple et de noter que les équations (8) et (9) s’appliqueraient 
indifféremment en coordonnées obliques (*). 


Droite passant par un point donné et ayant une direction donnée. 
— Soit î/t) le point donné ; la condition déterminant la 

direction de la droite peut être formulée de différentes manières. 

1° En donnant le coefficient angulaire de la droite , soit m. 
L’équation de celle-ci est alors 
(10) y — y i = m(x — x t ). 

En passant, cela nous montre que le coefficient angulaire de la 


0) Sauf indications explicites, nous continuerons à supposer les axes rec¬ 
tangulaires. 
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droite qui joint deux points [voyez l’équation (8)] s’obtient en divi¬ 
sant la différence de leurs ordonnées par celle de leurs abscisses 
2° En spécifiant que la droite est parallèle à une droite 
donnée. Soit 

(11) eux \iy -t- y = 0 

l’équation de cette droite. L’équation de la droite cherchée sera 

*(* — *0 -t- Ky —2/0 = o. 

3° En spécifiant que la droite est perpendiculaire à une 
droite donnée. — Celle-ci étant représentée toujours par l’équa¬ 
tion (tt), la droite cherchée sera, en axes rectangulaires, 

2Lr_*! _ ÎL~Zli. 

« p 

17. Intersection de deux droites. — Soient, en coordon¬ 
nées rectangulaires ou obliques, les deux droites 

(I)) kx By C = 0, 

(D') V*4-B'ÿ + C' = 0. 

Les coordonnées x, y d’un point commun à ces droites vérifient 
l’équation de chacune d’elles. On est donc conduit à la résolution 
de deux équations simultanées. Ces équations admettent une 
solution et une seule, pourvu que AB' — BÂ' ne soit pas nul. 
Dire que AB' — BA' est nul, c’est affirmer le parallélisme des 
deux droites. Le système devient alors impossible et les droites 
ne se rencontrent plus, à moins que AC' — CA' ne vienne lui- 
même à s’annuler ; alors il y a proportionnalité entre les coefli- 
cients de nos deux équations: les deux droites données coïncident. 

18. Faisceau linéaire de droites. — Si les droites dont 
nous venons de trouver l’intersection ne sont pas parallèles, 
l’équation 

(12) «(Aæ -+- By -t— G) —t— p(A'cc -+- B 'y -t- C') = I) 

représente elle-même une droite passant parleur point commun: 
les coordonnées de ce dernier, annulant simultanément les pre- 
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miers membres de (D) et (D'), annulent en effet chacune de leurs 
combinaisons linéaires, et en particulier le premier membre de 
(12). Réciproquement, on peut donner à a et p des valeurs telles 
que l’équation (12) soit susceptible de représenter une droite 
quelconque issue du point de rencontre (x 0 ,yo) de (D) et de (D'). 
Une telle droite est en effet déterminée si l’on en donne un 
second point (x u yf) : elle se confond donc avec la droite 

(A 7 #! —j— B'î/i C*)(Ax -j— Bt/ -H C) 

— (Aj?! -f- Bî/i —f- G)(A / a? —f- B f y H* - 0, 

qui est bien delà forme (12). Il nous a suffi en l’espèce de prendre 
a = A'Xi B f y { -f- C', S = Ax { -f- B y t C. 

Dans le cas où (D) et (D') sont parallèles, on verra sans peine 
que l’équation (12) représente une droite parallèle à leur direc¬ 
tion commune. Enfin si(D) et (IV) se confondent, la droite repré¬ 
sentée par (12) se confond avec chacune d’elles. 

Sauf dans ce dernier cas, on dit que l’équation (12) représente 
un faisceau linéaire de droites. Elle ne contient à la vérité qu’un 

seul paramètre; si l’on pose ~ \ elle s’écrit en effet ( ! ) 

(A -f- XA')* -I- (B -f- XB')y -h C -f- XG' = 0. 

Ses coefficients dépendent linéairement du paramètre X. Toutes 
les fois que, dans un problème, les coefficients de l’équation d’une 
droite seront des fonctions du premier degré d’un paramètre, on 
sera donc averti que la droite passe par un point fixe; excep¬ 
tionnellement, elle pourra conserver une direction fixe. Elle 
demeurerait fixe si l’on avait oublié de supprimer un binôme du 
premier degré, qui se trouverait en facteur dans les coefficients 
de la droite. 

19. Familles quelconques de droites. — Le faisceau 
linéaire de droites constitue pour nous l’exemple le plus simple 

(*) Cette dernière forme est un peu moins générale que (12) : elle représente 
toutes les droites passant par Tin ter section de I) et de D', à l’exception de la 
droite D'. Lorsqu’une de ces droites tend vers I)', son croit indéfiniment 
en valeur absolue. 
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d'une famille de droites dépendant d'un paramètre. On aura 
l’idée générale d'une famille de droites à un paramètre en consi¬ 
dérant une courbe et les tangentes à cette courbe. De là le 
moyen de citer, en restant dans le cadre de la géométrie élémen¬ 
taire, des familles particulièrement simples de droites, par 
exemple : 

1° Les droites dont la distance à un poiùt fixe O a une valeur 
donnée d (tangentes à un cercle) ; 

2° Les droites telles qu’un point O fixe se projette sur chacune 
d'elles en un point situé sur une droite fixe D (tangentes à une 
parabole ayant O pour foyer, D pour tangente au sommet). 

Lorsqu’on part de la circonférence ou de la parabole, on 
reconnaît aisément que les tangentes à la première de ces 
courbes forment une famille possédant la propriété 1°, les tan¬ 
gentes à la seconde, une famille possédant la propriété 2°. Mais, 
à supposer que les indications entre parenthèses soient suppri¬ 
mées, pourrait-on retrouver ces courbes ? 

Dans chacun des deux cas cités, on pourrait raisonner géométri¬ 
quement. Soit A un point du plan, cherchons les droites de la 
famille qui passent en A, ou (cela revient au même) la projec¬ 
tion orthogonale II de O sur chacune d’elles. Le point II se 
trouvera, d'une part sur le cercle de diamètre OA, d’autre part: 

1° sur le cercle de centre 0 et de rayon d dans le 1 er exemple ; 

2° sur la droite D dans le second. 

Le point II sera donc à l’intersection d'un cercle avec un autre 
cercle ou avec une droite. Suivant le choix de A, on aura ainsi 
zéro, une, ou deux solutions. Pour n’en obtenir qu’une (ou 
mieux : deux Confondues), il faudra choisir A de manière que le 
cercle de diamètre OA soit tangent ou bien au cercle de centre O 
et de rayon r/(dans le premier cas) ou bien à la droite D dans le 
second. On retrouve ainsi, fort aisément, la circonférence et 
la parabole constituant les enveloppes respectives de nos deux 
familles de droites. Elles sépareront (dans ces cas simples) la 
région où doit se trouver le point A pour qu’il y passe deux: droites 
de la famille de celle où il doit se trouver pour qu’il n’en passe 


aucune. 
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La recherche de l’enveloppe d’une famille de droites, c’est-à- 
dire de la courbe tangente à toutes ces droites, est donc ramenée 
dans chacun de ces deux exemples à la question suivante : 

Trouver le lieu des points du plan par lesquels il passe 
deux droites confondues appartenant à la famille étudiée . 

Cette remarque fournit immédiatement l’enveloppe d’une famille 
de droites 

OX 2 4- a'X -f- a")x 4- (6X 2 4- 6 'X 4- b")y 4- cX 2 4- c'X 4- c" = 0, 

dont l’équation dépend au second degré d’un paramètre X. Cette 
équation peut encore s’écrire * 

(i ax 4- by 4 - c)X 2 4- (a'x 4- b'y 4- c')X 4- a"x 4- b"y 4 - c" = 0. 

Le lieu des points (.r, y) par où il passe deux de ces droites confondues 
est aussi celui des points pour lesquels cette équation en X admet une 
racine double, soit 

( a'x 4- b'y 4 c'y 1 — 4 (ax 4 by 4 c)(a"x 4 b"y 4 c") = 0. 

49 a . Nous allons faire connaître la méthode analytique géné¬ 
rale pour trouver l’enveloppe d’une famille de droites à un para¬ 
mètre. Nous admettrons l’existence de cette enveloppe, qui, pour 
fixer les idées, nous aura été garantie d’avance par une personne 
ou une assemblée digne de foi ( 1 ). 

Considérons, en coordonnées rectangulaires ou obliques, 
l’équation 

(t) A(X)x 4- B(X)i/ 4 C(X) = 0, 

où A(X), B(X), C(X) sont des fonctions du paramètre X, admettant 
des dérivées de tous ordres. Soit E l’enveloppe cherchée. Pour 
chaque valeur de X, l’équation (1) représente une droite D tan¬ 
gente à la courbe E. Soit X 4- AX une seconde valeur du para¬ 
mètre, infiniment voisine de la -première : elle fournit une 
seconde droite D' 

(!') A(X 4- AX> 4 B(X 4- AX)t/ 4- C(X 4- AX) = 0, 
également tangente à E. Le point d’intersection de ces deux 

( 4 ) Cette importante question sera reprise d’une manière plus systématique 
dans le développement de ce cours. Toutefois, nous tenons dès maintenant 
à mettre l’élève en possession de quelques règles, d’une application facile, 
afin de lui offrir la possibilité de traiter certains exercices. 
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tangentes a ses coordonnées x , y définies par le système des 
deux équations simultanées (t) et ( 1 '), ou encore, parle système 
équivalent formé de ( 1 ) et de 

\(X_-hAX)~AQ,) B(X+AX)-B(X) 

( ; AX X_f ÂX y 

AX 

Lorsque AX tend vers zéro, D' tend vers D, et le point d'inter¬ 
section de D' et de D (end justement vers le point de contact 
de D avec l'enveloppe. Ce dernier point sera donc défini par le 
système 

(1) A(X> 4- B(X)y -4 C(X) = 0, 

(2) A'(X)æ -4 B '(\)y 4- C T (X) = 0 , 

dont l’équation (4) est celle de la famille donnée, et l’équation 
( 2 ) [limite de (t")] se déduit de ( 1 ) en prenant la dérivée de son 
premier membre par rapport au paramètre X. 

Cela posé, des équations (1) et (2), nous pouvons tirer les 
valeurs de x et y en fonction de X : nous aurons ainsi les équa¬ 
tions paramétriques de l'enveloppe. 

Dans le cas particulier où les fonctions A(X), 13(X), C(X) sont des 
binômes du premier degré en X, le système (t), ( ù 2) sera de la forme 

((7 4" a f X)x -f- (b 4 - b'X)y ~4 c 4~ c^X 0, 
a'x -4 b'y 4- c 1 == 0 ; 

il équivaut au suivant : 

ax 4" by 4 * c 0 , 
a'.v 4 - b'y 4 - c 1 = 0 , 

qui ne contient plus X. L’équation (t) représente dans le cas actuel un 
faisceau linéaire de droites, et nous trouvons que le point obtenu en 
résolvant te système (1), (2) a ses coordonnées indépendantes de X : 
or cela est nature), puisque justement (le cas du parallélisme étant 
exclu) nous avons vu que nos droites passent par un point fixe. 

19 b . Étudions spécialement le cas où la famille de droites est 
donnée, en coordonnées rectangulaires, sous la forme normale 

x cos 0 H— 3 / sin 0 — p( 0) = 0, 

le paramètre étant ici l’angle 6 lui-mème. L’enveloppe E est 
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alors définie par le système 

(1) x cos 0 -f-y sin 8 = /)(8), 

(2) — x sin 6 -f- y cos 0 = />'(G), 

d’où, par résolution, sa représentation paramétrique ( l ) 
x = jo(0) cos 0 — p\0 ) sin 0, 
y = p(ô) sin 0 -l- //(O) cos 6. 

Attirons l’attention sur une circonstance remarquable. L’équa¬ 
tion (2) représente une droite qui passe (et pour cause) par le 
point de contact ; on peut d’ailleurs la mettre sous la forme 

(2') x cos ^0 -f- -h y sin ^8 -f- = />'(0). 

Ainsi, tandis que la perpendiculaire à la droite (1) abaissée de 
l’origine (et convenablement orientée) faisait l’angle 0 avec Ou?, 

la perpendiculaire analogue à la droite (2) fait 0 -h avec Ox. 

ml 

Les normales à (i) et (2) sont rectangulaires. Donc ces droites 
le sont elles-mêmes. Ainsi l’équation (2) représente une per¬ 
pendiculaire à la tangente menée par le point de contact. En 
définitive : 

L’èquation (2) est celle de la normale à Venveloppe . 

19 e . On tire de là d’importantes applications : les normales à 
la courbe E forment une famille de droites à un paramètre, dont 
on peut se proposer de trouver l’enveloppe. Cette enveloppe 
sera définie par les deux équations 

a; cos -H -+- y sin ^0 + ~^ = p'Q 0), 

x cos (0 -4- 7u) -h- y sin (0 -f- n) = />"(&), 
qui s’écrivent également 

— x sin 6 -f- y cos 0 = p'(0 ), 

— x cos 6 — y sin 0 = />"(8), 

(*) La résolution du système (1), (2) est facilitée par la circonstance sui¬ 
vante : les multiplicateurs à prendre devant les deux équations pour éliminer 
l’une des inconnues (par exemple y) sont justement les coefficients de 
l’autre inconnue, qui se trouve finalement en facteur devant l’expression 
cos 2 8 -h sin 2 8. 
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d’où, par résolution, la représentation paramétrique de l’enve¬ 
loppe des normales 

( x = — />'(0) sin 0 — p"(0) cos 6, 

^ ( ,V ” /> 7 00 cos 0 — //(O) sin O. 

On dit que l’enveloppe des normales à une courbe est la déve¬ 
loppée de cette courbe. Nous avons donc ici la représentation, 
en fonction du paramètre O, delà développée de E. 

Une remarque s’impose maintenant au point de vue de la no¬ 
tation. Tout au début de notre raisonnement, nous sommes par¬ 
tis de l’équation 

(1) æcosô -f-î/sinO—p(ô) = 0; 

c’était celle d’une droite quelconque de la famille, x , y nous 
représentaient alors les coordonnées d’un point indéterminé de 
cette droite. Dans les formules (3), nous avons conservé les 
mêmes lettres pour désigner le point de contact avec son enve¬ 
loppe : cela n’a aucun inconvénient pour qui a noté la double 
acception de x , y ; si l’on craint la confusion, on pourra em¬ 
ployer X, Y dans l’équation (1) pour représenter les coordonnées 
d’un point courant d’une tangente à E, réservant x , y pour les 
coordonnées du point de contact M de cette tangente [for¬ 
mules (3)]. 

Dans la seconde partie de notre calcul, nous avons encore 
conservé les lettres x, y pour représenter, d’abord les coordon¬ 
nées d’un point courant de la normale (2') qui correspond à la 
tangente (1), et ensuite les coordonnées (5) du point de contact 
de cette normale avec son enveloppe. Dans la crainte d’une con¬ 
fusion, on pourrait appeler X t , Y 4 les coordonnées d’un point 
courant de (2'), réservant x u y x pour le point de contact K delà 
normale avec son enveloppe. 

Dans le cas où la courbe E est une circonférence, toutes ses 
normales passent par le centre. Donc le point (x u y t ) coïncide 
avec le centre. Si E n’est pas une circonférence, nous dirons 
que le point K (a^, t/ t ), défini par les formules (5), est le centre 
de courbure associé au point (■ x , y), donné par les for¬ 
mules (3). 



FAMILLES DE DROITES EN GÉOMÉTRIE PLANE 


59 


Les composantes du vecteur MK sont 

Xi — x = — [/>( 6 ) -f- />"( 6 )J cos 0 , 

.7* — y = — [pQ>) +/>"(0)J Sin 6, 

en appelant U le vecteur unitaire de la demi-droite OX telle 
que (O#, OX) = 0 , on a donc 

(6) MK = -U[/>(6) 4-/(6)]. 

On voit ainsi que le rayon de courbure de la courbe E au 

point M (c’est-à-dire la 
distance du point M au 
centre de courbure) a 
pour longueur 

:p(ô)+/)"(ô)|. 

L’expose d’une question 
est toujours susceptible 
de prêter matière (sans 
sortir de la question) à 
des interrogations acces¬ 
soires. Ici par exemple, pour m’assurer que j’ai été bien compris, je 
dirai : 

1 ° Quelles sont les coordonnées du point M dans le système OX, OY? 
(Sans nouveau calcul, et par simple référence à ce que nous avons dit 
sur l’équation normale de la droite, nous voyons immédiatement que 
ces coordonnées sont p(0), p ; (0).) 

2 ° Quelles sont les coordonnées du point K dans le système OX, OY ? 
(Dans le système formé par le prolongement de OX et par OY, ces 
coordonnées sont p\0 ), p'(0 ), d’où les coordonnées demandées : 

-p"co, p'm 

. 3° Déduire de ces deux réponses la projection de MK sur O.x*. (On 
trouve absc. K — absc. M = — p" — p.) 

19 d . Exemple : développante de cercle. — Soit à chercher l’enveloppe 
des droites 

(1) x cos 0 -f • y sin 0 — a0. 

L’équation dérivée par rapport à G est 

— x sin 0 -h y cos G == a, 
ou 

(2) æcos ^0 4- y sin ^0-f- = a. 
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Los équations (1) et ("2) déterminent le point M : les droites qu’elles 

représentent ont été portées 
sur la ligure ei-eontre avec les 
mêmes numéros. 

Nous avons 

(Oi7f>X) = (()3M5Y)===0. 

Nous voyons de plus (équa¬ 
tion normale de la droite) que 
la droite (“2) est la tangente au 
cercle de centre O et de rayon 
a au point où il coupe la demi- 
droite OY. 

Donc l'enveloppe des nor¬ 
males h E est ici ce cercle, et 
le point d’intersection de O Y 
avec ce cercle est le centre de courbure K à E. Nous avons donc 
BK = a0 . D’ailleurs, dans le système d’axes OX, OY, les coordonnées 
de M sont (a0, a). Par suite, le lieu du point M peut être engendré 
de la manière suivante. Imaginons que la partie KM de la droite 
( J 2) soit le brin, libre et tendu, d’un fil inextensible indéfiniment 
enroulé sur Je cercle: on pourrait parachever l’enroulement, toutes 
les molécules du brin KM venant s’appliquer tour à tour sur l’arc KB 
et M venant s’appliquer en B (cela en raison de l'égalité entre la lon¬ 
gueur KM et la longueur curviligne KB). Donc, pour décrin* la tota¬ 
lité du lieu de M, on imaginera que ce (il est complètement enroulé 
sur le profil de notre disque, que son extrémité est située au point B, 
et qu’on effectue te déroulement de manière à maintenir tendu le brin 
déroulé. Dans ces conditions, on donne à la trajectoire de l'extrémité 
du fit le nom de développante de cercle , qui résume bien ce mode de 
génération. 

La développée de celle courbe est le cercle lui-même. On comprend 
sur cet exemple l’origine de l’appellation: développée pour désigner 
l’enveloppe des normales. Nous verrons plus tard que si l’on considère 
la développée d’une courbe, cette courbe en est toujours une déve¬ 
loppante (voyez n° 1H8). 



II. — Le plan et la droite (dans Tespace). 

20. Forme normale de l’équation d’un plan (coordon¬ 
nées rectangulaires). — Nous avons vu que tout plan est repré- 
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senté par une équation du premier degré. Nous allons étudier 
un cas particulier, qui va nous conduire à la forme normale de 
l'équation du plan. 

Les axes étant supposés rectangulaires, considérons un plan 
ttj ; sur la normale OP au plan w issue de O, choisissons un sens 
positif OX : Taxe ainsi défini aura pour cosinus directeurs /, /n, 
n . ; soit p la valeur algébrique du segment OP de cet axe. Me¬ 
nons par le point O deux autres axes OY, OZ formant avec OX 
un trièdre trirectangle ; si Ton rapporte les coordonnées à ce 
nouveau trièdre, le plan m aura pour équation 

X —p ; 

donc, dans le premier système, en faisant usage des formules ( 2 ) 
du n° 13, nous voyons qu’il aura pour équation 

(1) lx-{- my 4- nz — p — 0 ; 

celle-ci est bien de la forme indiquée, avec cette particularité 
que la somme des carrés des coefficients de x , ;//, z est égale à 
l'unité. Une telle équation s’appelle équation normale du plan m. 
Inversement, soit l’équation 

Ax 4- B y 4- Cz 4- 1) — 0 , 

dans laquelle A, B, C ne sont pas tous les trois nuis. S’il est 
possible de déterminer des nombres X, /, m, n, tels que l’on ait 

A = X/, B —Xm, C = Xn, 1 ) — À/), 

avec 

l 1 4 - ni 1 4 n 2 = 1 , 

l’équation proposée sera équivalent à l’équation ( 1 ). On pourra 
donc déterminer le plan qu’elle représente en calculant /, m, n, 
p. Or on tire des équations précédentes 

_eA m== cB 

C 2 ’ _ i/A ! 4-H ! + C 2 ’ 

_ iÇ _— eD 

V A- B 2 -+-C 2 ’ ' p v'A 2 -i- 

À = ev/À T + R- -h C-, 

c étant égal à -4 1 ou à — 1. Changer £ revient d’ailleurs à 
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changer le sens de OX, mais comme on change en même temps 
le signe de p , on obtient le même point P sur la perpendiculaire 
issue de O, et par suite le même plan ra. 

La théorie précédente nous montre que A, B, G forment un 
système de paramètres directeurs de la normale au plan. 

Nous voyons aussi que la distance de l’origine au plan cj est 
mesurée par le nombre arithmétique 

_ _ m _ 

v/A 2 -4- B 2 -+- C 2 

Comme dans la question analogue de géométrie plane, on en 
déduit que la distance au plan d'un point ( x, y } z) est mesu¬ 
rée par 

[ Ad? H— Bjy —I— Cz —b~ T) j 
y/A 2 4- B 2 -4- C 2 

21. Signe de la fonction \x -f- By -f- Cz -+- D. — Revenons à 
la forme normale (1) de l’équation d’un plan. Lorsqu’un point 
M(a:, y, z) est dans ce plan, la quantité 

Ix - 4 - my - 4 -nz — p 

est nulle. Si, plus généralement, M est un point quelconque de 
l’espace, projeté en Q sur X'X, il est facile de trouver la signifi¬ 
cation géométrique de cette expression. Quand on se rapporte 
aux a^es OX, OY, OZ, elle devient 

X-p=ÔQ~ÔP=PQ. 

Ainsi, étant donnée l’équation normale d’un plan, son premier 
membre a pour valeur absolue la distance du point (x, y, z) k ce 
plan. Il a le signe -t- si ce point est, par rapport au plan, du 
côté des X positifs, etc... 

Prenons maintenant le cas où l’équation du plan est donnée 
sous la forme générale 

Ax -+- By -4- Cz + D = 0, 

Fixons sur la perpendiculaire abaissée de O sur le plan un sens 
positif OX. En utilisant les formules (2), dans lesquelles s aura 



LE PLAN ET LA DROITE (DANS L’ESPACE) 63 

un signe déterminé, nous pourrons mettre Ax -+- By 4 - Cz 4 - D 
sous la forme 

(3) Ax 4 - By 4- Cz 4 - D = )flx 4- my -+- nz — p) 

= ey/A 2 -4- B* ■+■ C 2 . PQ. 

On convient de dire que PQ est la valeur algébrique de la dis¬ 
tance du point M au plan. 

La formule (3) nous montre en outre que la fonction 
Ax -h By 4 - Cz -+- D, qui s'annule sur le plan, est positive d'un 
côté de ce plan et négative de l’autre côté. 


22. Angles de deux plans. — Les angles formés par les deux 
plans 

Ax - 4 - By 4 - Cz 4 - D = 0, A'x - 4 - B 'y 4 - C 'z 4 - D' = 0, 


sont égaux aux angles formés par leurs perpendiculaires 
celles-ci ont pour paramètres directeurs, l’une A, B, C, l’autre 
A', B', C'. On a donc (d’après la formule (3) du n° 5) 


_ e(AA'4-BB'4 

\/(A 2 -+• B 2 4 - C*XA'*~ 


B' 2 4 - C' 2 ) 


Perpendicularité. — En particulier, pour que deux plans soient 
rectangulaires, il faut et il suffit que leurs normales le soient, 
c’est-à-dire que l’on ait 

AA' 4 - BB' 4- CC' = 0. 


Parallélisme. — Pour que deux plans soient parallèles, il faut 
et il suffit que leurs normales le soient, c’est-à-dire que l’on ait 

A' = XA, B' = XB, C' = XC, 

relations qu’on peut écrire 

_A^ _ JL jy 
A ~ B “ C 


lorsqu’aucun dénominateur n’est nul. 


23. Représentation d’une droite dans l’espace. — Nous 
avons déjà donné (n° 7) des méthodes permettant d’exprimer 
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paramétriquement les coordonnées d’un point d’une droite, con¬ 
naissant, ou bien deux de ses points, ou bien sa direction et un 
de ses points. Soient par exemple a , 6, c un système de para¬ 
mètres directeurs de la droite et Mi(x t , y t , z t ) un de ses points. 
Pour qu’un point M(æ, y , z) soit sur la droite, il faut et il suffit 
que les composantes du vecteur MjM sur les trois axes soient 
proportionnelles à a, b , c. La droite considérée est donc repré¬ 
sentée par les deux équations 

(4 \ ÎL—*1 = = 

^ abc 

C’est d’ailleurs la valeur commune p de ces rapports que nous 
avons adoptée comme paramètre dans notre second mode de 
représentation du n° 7. 

On voit immédiatement que les équations 

y — i/j _ z — z t z — z t ^ .r — _?/ J/j 

6 c c a ’ a 6 

obtenues en associant deux à deux nos rapports égaux, repré¬ 
sentent les projections de la droite sur les plans de coordonnées. 

Il suffit d'ailleurs en général, pour définir la droite, de con¬ 
naître ses projections sur deux des plans de coordonnées. Ainsi, 
une droite non parallèle au plan xOy sera déterminée par ses 
projections sur les plans xOz et yOz, soient 

(2) x = az-hp, y = bz 4- q. 

Ces équations peuvent d’ailleurs s’écrire 

£= = 

a b \ 

et rentrent ainsi dans le type précédent [équations (1)]. 

Les formes (1) et (2) de représentation d’une droite pourraient 
donner lieu à des objections : ainsi, s’il s’agit des équations(1), 
lorsque a est nul, il convient, pour représenter la droite'issue 
de Mi et de paramètres directeurs 0, 6, c, de leur substituer les 
suivantes : 

y — Vi ^ z — Zj 

b 


x — X[ = 0 , 


c 
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On se tirera d’affaire, dans tous les cas, en définissant la droite 
comme l’intersection de deux plans, qui pourront d’ailleurs être 
choisis d’une manière quelconque. 

Ainsi, soient les deux plans 

(ta) kx 4 - B y 4- Cz 4 - D = 0, 

(ta') k'x 4 - B'y 4 - C'z 4 - D' = 0. 

S’ils ne sont pas parallèles, c’est-à-dire si A', B', C' ne sont pas 
respectivement proportionnels à A, B, C, ils se coupent suivant 
une droite et une seule : on peut dire’ que cette droite est défi¬ 
nie par les équations de ces plans. (Cela subsiste en axes obli¬ 
ques.) 

24 . Faisceau linéaire de plans. — Si nous raisonnons comme 
en géométrie plane (n° 18), nous voyons que l’équation 

(3) a(Ax 4 - By 4 - Cz 4 - D) 4- P(A'a; 4 - B 'y 4 - C'z 4 - D') = 0 

représente, quels que soient a. et p, un plan passant par l’inter¬ 
section de (ta) et (te'). Réciproquement, un plan passant par 
cette droite peut se représenter, moyennant un choix convenable 
de a et p, par l’équation précédente : un tel plan est en effet 
déterminé lorsqu’on en connaît un point M,(x,, y,, z,), exté¬ 
rieur à l’intersection de (ta) et de (ta'). Le plan proposé se con¬ 
fond donc avec le suivant : 

(A Xi 4" B't/, 4- C'z, 4" D')(A;r 4- By 4~ Cz 4- B) 

(A#, 4“ By, 4 - Cz, 4- D)(A'.r 4 - B 'y 4 - C'z 4- D') = 0. 

Cette équation est bien de la forme annoncée : il nous a suffi de 
orendre 

* = A'ar, 4 - B'y, -+- C'z, 4 - D', — p — Ar, 4 - By, 4- Cz, 4- D. 

Si les plans (ta) et (ta') étaient parallèles, on verrait aisément 
que l’équation (3) représente tous les plans parallèles à leur 
direction commune. Enfin si (ta) et (ta') étaient confondus, le 
plan (3) se confondrait lui-même avec eux. 

Sauf dans ce dernier cas* on dit que l’équation (3) représente 
un faisceau linéaire de plans : elle ne contient vraiment qu’un 
Bouligand. — Géom. anal. 5 
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seul paramètre, le rapport 


^-=Ov. On peut l’écrire 
a 


(4) (A 4 - XA'^x -U (B 4 - XIV)t/ 4 - (C -4- XG ; )s —j— D --f— XD' — 0. ( l ) 

Dans les applications, le fait de rencontrer un plan dont les 
coefficients sont des fonctions linéaires d'un paramètre X indique 
qu’il passe par une droite fixe, ou, exceptionnellement, demeure 
parallèle à un plan fixe. Ce plan demeurerait fixe si tous ses 
coefficients étaient le produit de constantes par un meme binôme 
du premier degré en X. 


25. Réseau linéaire de plans. — Appelons m, m', rc" les plans qui 
ont pour équations 

Ax i \ y 4 - (] z + D = 0, 

A'x -H IV?/ 4- C'z 4- D' = b, 

A"x H- IV'y -f- C"z -h D" = 0. 

L’équation 

(5) a(Ax 4 - B y 4 - Cz 4 - D) 4- a'(A',r 4- IV y 4- C'z 4-1)') 

4 - <z"(A ,f x 4 - Wy 4- C"z 4 - »') = 0 

représenlo, lorsque ra, formcnl un trièdre, un plan passant par 

le sommet de ce trièdre, et si üt, rn', m" sont parallèles à une môme 
droite, un plan parallèle à cette droite. Supposons que ta, m', gt" se 
coupent en un point unique: tout plan passant par ce point peut être 
représenté par une équation de la forme (5). En effet, on peut trouver 
des valeurs proportionnelles à a, a', a\ de manière que le plan (a) 
passe par deux points non alignés avec le sommet du trièdre cr, try', m". 
Ce plan, ayant trois points communs avec le plan considéré, coïncide 
avec lui, ce qui établit le résultat annoncé. Si or, m', nr" sont parallèles 
A une même droite sans avoir une droite commune, tout plan paral¬ 
lèle à cette droite est encore susceptible d’être représenté sous la forme 
( 5 ) (raisonnement analogue). Lorsque m, cr', m n n’ont pas de droite 
commune, l’équation (a) est donc l’équation générale des plans qui 
passent par un point donné ou qui sont parallèles A une direction 
donnée. Un loi système s’appelle réseau linéaire de plans . 

Lorsque m, ro', m" ont une droite commune ou sont parallèles, on 
n’a pas un véritable réseau, mais un faisceau. 


(i) Toutefois P équation (4) est moins générale que (3) : si on ne donne à /. 
que des valeurs finies, elle représente tous les plans du faisceau, à l’exception 
de (né). 



67 


LE PLAN ET LA DROITE (DANS L'ESPACE) 

26. Problèmes relatils à la détermination d’un plan. 

— La fixation d’un plan exige la connaissance de trois para¬ 
mètres : un plan sera en effet bien déterminé, si nous connaissons, 
dans son équation normale, la valeur de p et celle des coeffi¬ 
cients /, m, n. Or ces derniers sont les coordonnées d’un point 
de la sphère de centre O, qui a pour rayon l’unité. Nous pourrons 
donc poser 

Z — sin a cos p, m — sin a sin p, n = cos a. 

Le plan sera connu si Ton donne p et les deux angles a et p. 

Pour déterminer un plan, il faut donc trois équations de con¬ 
dition. 

Si on écrit l’équation du plan inconnu sous la forme 

(1) Ax -4- By -f- Cz -h D = 0, 

les paramètres qui le déterminent sont les rapports de trois des 
coefficients A, B, G, D au quatrième : il s’agit alors de trouver 
des nombres proportionnels à A, B, G, Ü, et chaque équation de 
condition est homogène en A, B, C, D ( 1 ). 

Le fait, pour un plan, de passer par un point donné 
y i, zf) se traduit algébriquement par une seule condition. 
Elle est pour le plan (1), 

(2) Ax { -4- Bï/i -4- G Zi -4- D = 0. 

En retranchant membre à membre les équations (1) et (2), 
nous donnons à l’équation de tout plan passant par le point 
la forme 

(3) A(x — x t ) - 4 - B(y — yf) + G(z — Zj) — 0. 

De meme, il suffit d'une égalité pour exprimer qu'un plan 
est parallèle à une direction (a, 6, c) ( 2 ) ; cette condition équi¬ 
vaut en effet à l’orthogonalité de cette direction et de la normale 
au plan : s’il s’agit du plan (1), elle est donc traduite par l’égalité 

(4) Aa -4-* B6 Ce = 0. 


(*) Reprendre, mot pour mot, les raisonnements du n° 16. 

( 2 ) 11 suffit de même d’une égalité pour exprimer qu’un plan est orthogonal 
à un autre plan. Dans tout ceci, nous supposons les axes rectangulaires. 
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Par contre, il faut deux égalités pour exprimer qu f un plan 
est perpendiculaire à une droite donnée (*)• Ce sont, en appe¬ 
lant toujours a, 6 , c les paramètres directeurs de cette droite, 

A B^ 

a b c y 

égalités quon remplacerait par 

A = la, B — 1b, C = Xc, 

si l’on redoutait de voir l’un des dénominateurs s’annuler. 

Écrire qu’un plan contient une droite donnée conduira à 
deux relations entre ses coefficients ; on les obtient en expri¬ 
mant que le plan contient : 

ou bien deux points de la droite ; 
ou bien un de ses points et sa direction. 

Par exemple, pour que le plan (t) contienne la droite 

x — x { g— y A z z x 

abc 9 

il faut et il suffit que l’on ait simultanément 

kx x —f— —f— G Z\ -f- D — 0, 

ka -f- B 6 -h Ce = 0. 

Ces indications nous mettent en mesure de résoudre les pro¬ 
blèmes les plus usuels relatifs à la détermination d’un plan. 

Un plan sera défini si l’on en donne trois points, à condition, 
bien entendu, que ces points ne soient pas en ligne droite. Soient 
yu z i )> M a («a, 3 / 2 , Z 2 ) et M 3 (a? 3 , j/ 3 , z 3 ) ces points. L’équa¬ 
tion de ce plan sera 

(3) AO — æ x ) -h B( t y — 3 /O -f- C (z — z x ) = 0, 

pourvu qu’on donne à A, B, C des valeurs satisfaisant aux deux 
équations 

k(x-i — xf) -4- B (y 2 — 3/0 + C(z 2 — z0 = 0, 

AO 3 — - 4 - B(i /3 — 3/0 + C(z 3 — z x ) = 0. 


(*) Il faut deux égalités pour exprimer qu’un plan est parallèle à un autre 
plan. 
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On en tire des valeurs proportionnelles à A, B, C qui, portées 
dans (3), conduisent à l’équation du plan cherché. 

Nous avons déjà résolu, au n° 24, le problème qui consiste à 
trouver le plan passant par une droite donnée et par un point 
M 1 (a? 1 , y u Zi) extérieur à cette droite . 

Par une méthode analogue, nous obtenons le plan passant 
par une droite donnée et parallèle à une direction donnée . 
Supposons toujours la droite définie par l’intersection des deux 
plans 

(to) Xx 4- Bÿ -h Cz -f- D — 0, 

(W) ' A'x -h B'y H- Gz -f- D' = 0, 

et soit la direction (a, b , c)non parallèle à cette droite : l’un au 
moins de nos deux plans, ( m'Jpar exemple, n’est pas parallèle 
à la direction (a. 6, c). Le plan cherché passe par l’intersection 
de (m) et de (m'), et il est distinct de (tu'). On peut donc l’écrire 

(A -f-U> -h (B h- XB ')y -f- (C -f- XC ')z + D+ XD' = 0. 

On détermine la valeur de X en exprimant que ce plan est paral¬ 
lèle à la direction (a, b , c). On obtient finalement l’équation 
cherchée sous la forme : 

(A 'a -h B 'b -f- GcX^x -h B y -+- Cz -f- D) 

— (A a -h B6 -f- Ce)(A'a; -4- B'ty + C'z -h D') = 0. 

Ce résultat est d’ailleurs indépendant de la restriction appa¬ 
rente (*) intervenue au cours du raisonnement; l’élève le mon¬ 
trera, et, à titre d’exercice, reprendra le raisonnement en recher¬ 
chant l’équation du plan sous la forme 

a(Ax (îÇA'a? = 0, 

qui ne donne lieu à aucune objection de ce genre. 

Si nous imposons à un plan d’être parallèle simultanément à 
deux directions (a, 6, c) et (a', b\ c'), les paramètres directeurs 
A, B, C de la normale au plan satisferont aux conditions 

A a B6-|- Ce = 0, 

Aa'-t- B6' H- Ce' = 0, 


(*) A savoir que le plan cherché est distinct de (ro). 
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d’où l’on tire (*) 

_A_ = _JB_ = _C_ 

bc' — cb' ea' — ac' ab 1 — ba f 

Le plan sera alors déterminé si nous en fixons un point (x u y u z { ). 
Il aura pour équation 

(bc' — cb')(x — x t ) 4- (ca' — ac')(y — y x ) 

4- (ab' — ba')(z — Zj) = 0. 

Notons enfin, en vue des applications, que l’équation du plan 
mené par un point (x u y j, perpendiculairement à une direction 
(a, ft, c ) est 

a(x — Xt) -f- b(y — y x ) 4~ c(z — z,) = 0. 

27. Intersection d’une droite et d’un plan. — Soient la 
droite, intersection des plans 
(i) Ax -+- Ity -4- C z +IJ=0, 

(î) A'x -h B 'y -t- ( V z -f-1)' = 0, 

et le plan 

(3) A"x 4- Wy 4- C "z 4- D f = 0. 

Si la droite n’est pas parallèle au plan, c’est-à-dire si la quantité 

A"(BC' - €B') 4 - B'^CA' — AC') 4 - C"(AB' - BA') 

n’est pas nulle, la droite coupe le plan en un point et un seul. Sinon, 
les plans parallèles aux plans (!), (2), (3), menés par l’origine, appar¬ 
tiennent alors à un même faisceau linéaire et l’on a 

/ A" — a A 4“ 

(4) B" ^ aB 4- [fil', 

( (7 = aC 4- |ÎC'. 

En général, O" ne sera pas égal à al) 4 - pD' ; c’est le cas du parallé¬ 
lisme. Si l’on a, en même temps que les égalités (4), la suivante: 

D" = aD+ (dV, 

la droite considérée est tout entière contenue dans le plan (3). 

Remarques. I. — Nous laissons à l’élève le soin de discuter l’inter¬ 
section des trois plans (i), (2), (3) : cette question ne diffère pas essen¬ 
tiellement de la précédente. 


0) Cf. l’application 11 du n° 30 bis. 
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11. — Si la droite donnée est 

^ — _ y — Ui — 

a b * c 

pour chercher son point de rencontre avec le plan (3), il est com¬ 
mode- de prendre pour inconnue auxiliaire la valeur commune p des 

rapports , ... etc. Faire le calcul et retrouver ainsi la con- 

a 

dition du parallélisme. 

28. Problèmes relatifs à la détermination d’une 
droite. — Au n° 7, nous avons déjà résolu des problèmes de 
cette espèce. Par exemple, nous avons appris à représenter para- 
métriquement la droite qui passe par deux points donnés 
M^a^, y u ét M 2 (^ 2 , y 2 i s 2 ). Pour qu’un point M(æ, y, z) soit 
sur cette droite, il faut et il suffit que les projections sur les trois 
axes des vecteurs M t M et MjMa soient proportionnelles : nous 
obtenons ainsi les équations de la droite M,M 2 sous la forme 

X —- X A. = M.~ZllL = ±=Jl. 

x % — Xi y 2 — y i z, — Zi 

Avant d’aborder tout autre problème, cherchons le nombre de 
conditions d’égalité que nécessite la détermination d’une droite. 
Soit une droite quelconque D rapportée aux axes Ox , Ch/, O z. 
Compliquons la figure en choisissant sur D deux points M t et Mo : 
le nombre des paramètres indépendants mis en jeu dans sa dé¬ 
termination est ainsi augmenté de deux unités. Or pour fixer les 
points Mj et M 2 , il faut connaître les coordonnées de chacun 
d'eux, ce qui fait six paramètres. Donc la droite D elle-même 
dépend de quatre paramètres. 

On retrouve d’ailleurs ce résultat en remarquant qu’on peut, 
en général, représenter une droite par des équations de la forme 

(1) x = az-+-p, y = bz -4- q. 

Les quatre paramètres sont alors a, 6, p, q. Ce mode de repré¬ 
sentation suppose seulement que la droite n’est pas parallèle au 
planæOy. Comme il y a au moins un des plans de coordonnées 
qui n’est pas parallèle à la droite, on pourra toujours utiliser ce 
mode de définition, à un échange près de #, y, z. 
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En résumé, la détermination d'une droite exige la connais 
sance de quatre paramètres : tout problème de géométrie dont 
l'inconnue est une droite devra, pour admettre un nombre fini de 
solutions, être formulé de manière que son énoncé conduise à 
quatre équations de conditions. 

Imposer à une droite de passer par un point donné, c’est l’as¬ 
sujettir à deux conditions ; supposons en effet qu’il s’agisse de 
la droite (I). Pour qu’elle passe pâr le point M^, y u z t ), il 
faut et il suffit que l’on ait simultanément 

— az i -4 -p, j/i = bzi -f- q. 

Une seule égalité suffit par contre pour exprimer qu'une 
droite est dans un même plan avec une droite donnée. Pour que 
les deux droites 

x = az + p, ( x = a'z -±- p', 

CD') 

y = l)Z -f q, ( y = b'z 4- q’ 

soient dans un même plan, il faut en effet et il suffit que le plan 

W — C /X x — az—p ) — (p 1 — pXf/ - bz — q) = 0, 

déterminé par (D) et la trace de (D') sur xOy, contienne la 
direction a 1 , b\ t, de D', c’est-à-dire que l’on ait 

(?' - qX°' - à) - ( p 1 —/>)(*' - b) = o. 

Si a' — a et 6' — b sont simultanément nuis, les droites (D) 
et (D') seront alors parallèles ; sinon, elles seront sécantes. 

Ainsi que nous l’avons indiqué à propos de la détermination 
d’un plan, imposer aune droite d’é^re parallèle à un plan donné 
(ou, ce qui revient au même, orthogonale à une direction donnée) 
équivaut à une condition ; être parallèle à une droite donnée 
(ou bien perpendiculaire à un plan donné) équivaut par contre 
à deux conditions. 

Ces indications nous permettent, étant donné un problème 
relatif à la recherche d’une droite, de vérifier si son énoncé 
contient bien les quatre conditions requises. Pratiquement, on 
s'attache d’ailleurs rarement à déterminer la droite au moyen 
des nombres a, 6, p, q mis en jeu dans les équations (t) ; cela 
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alourdirait inutilement la discussion, car, adoptant cette forme 
de représentation, on renonce d’emblée aux solutions fournies 
parles droites parallèles à xOy : on se trouverait alors dans l’obli¬ 
gation de diviser la rédaction en deux parties : 

1° recherche des droites non parallèles à xOy ; 

2° recherche des droites parallèles à xOy ( 1 ). 

On se contente donc de donner les équations de deux plans pas¬ 
sant par la droite cherchée. Nous allons préciser cette idée au 
moyen de quelques exemples. 

1° Droite passant par un point donné et s'appuyant sur deux droites 
données. — Soif à trouver une droite issue d’un point M t et s’appuyant 
sur deux droites 1) et D'. La droite cherchée est contenue dans le 
plan uj déterminé par la droite I) et le point M, ; elle est aussi dans le 
plan or' de la droite D' et du point M t . L’intersection des plans gj et 
m ! est la droite cherchée, pourvu qu’elle ne soit parallèle ni à la droite 
I), ni à la droite D', c’esl-A-dire pourvu que ne soit dans aucun 
des plans menés par une de nos droites parallèlement A l’autre. 

Nous savons d’ailleurs écrire les équations de ci et or' (voir n° 24). 

°2° Droite de direction donnée s'appuyant sur deux droites données 
I) et D'. — On la détermine par l’intersection des [dans menés par 
chaque droite parallèlement A la direction donnée (n° 2H, page 69). 

3° Perpendiculaire abaissée d y un point donné sur une droite donnée. 
— Soit la droite I) et le point y { , z v ). Menons de M t le plan 

perpendiculaire A D. Il coupe D en un point M 2 . Ayant calculé les 
coordonnées de M 2 , nous sommes ramenés ( 2 ) A trouver la droile joi¬ 
gnant les points M x et M 2 . 

La distance M t M 2 es( celle du point M t A la droite I). 

4° Perpendiculaire commune à deux droites. — Lorsque nous impo¬ 
sons à une droite de couper A angle droit deux droites données, nous 
•soumettons Lien cette droite A quatre conditions. Soient a, 6, c et 
a\ c' les paramètres directeurs des deux droites données (non 
parallèles). Les paramètres directeurs ?/, r, w de la perpendiculaire 
commune satisfont aux deux équations 

au -f- bv cw — 0, 
a'u -f- b'v -f- c'w = 0. 


( 4 ) Une telle droite serait définie par sa cote et sa projection sur xOy : 
z = h, A# H-B?/-+ G = 0. 

( 2 ) On pourrait aussi définir la droite cherchée comme intersection du plan, 
perpendiculaire à D mené par M t et du plan déterminé pir D et Mt. 
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On peut donc prendre 

ii = bc f — c6', v = ca' —- ac 1 , tr == ab' — ba‘ ; 

on esl alors ramené à trouver une droite de direction connue et ren¬ 
contrant deux droites données. 

La longueur de la perpendiculaire commune constitue, comme on 
suit, le minimum de la distance d’un point d’une droite à un point de 
l’autre. On calcule celle plus courte distance en évaluant la distance 
d’un point de la première droite au plan parallèle à celle-ci mené par 
l’autre, ou inversement. 


Exemple 0). — Soient les deux droites 


('I 


abc 
x = 0, y ~ mz~+~p. 


La première a pour paramètres directeurs «, />, c et la seconde 0, m, i. 
La direction de leur perpendiculaire commune a donc pour para¬ 
mètres 

b — cm y — a, am. 


Elle est l'intersection des deux plans 


a(c f mb)x 4- | bc — m(c* -h a 1 )]*/ 4- | bem — (a 2 4- è 2 ) jz = 0, 
a( 1 4- m 2 )x 4 - (mz 4 - p — t/)(cm — 6) = 0. 


La plus courte distance des deux droites est la distance de l’origine 
au plan mené par la seconde droite parallèlement k la direction 
(a, 6, c) ; il a pour équation 

(6 — mc).r — ay 4 - tfwz 4~ ap = 0. 

La plus courte distance cherchée esl donc 


_ JflPl _ 

\/(6 — wie)- 4- u 2 (l 4 - m 2 ) 

29. Orientation «l’un trièilre ( 2 ). — Supposons qu’il s’agisse 
du trièdre OM 1 M 2 M 3 obtenu en joignant l’origine aux points 

Vu z i), M 2 (x 2 , y 2 , z 2 ), M 3 (.r 3 , î/ 3 , z 3 ), 

dans l’ordre indiqué. L’expression 

W M,W 4 M a ™ ,7 *lCî/‘2 2 a ?/3 2 2) 2/t( 2 2 ,r 3 Va) * 1 (^ 2 ?/3 — ^aî/a) 

0) L’élève s’exercera à traiter de nombreux cas particuliers des problèmes 
précédents. 

( 2 ) Dans une première lecture on peut omettre ce numéro ; le résultat 
essentiel en est retrouvé par une autre voie au n° 3L 
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s’annule quand le point M t est dans le plan OM 2 M 3 et change de signe 
quand la droite OM { traverse ce plan. 

Substituons à un autre point z, ; )et formons w M , M M ; 

les deux trièdres OM 1 M 2 M 3 et OM{M 2 M 3 seront de meme sens ou de 
sens contraires selon que **> M M M cl fo M , M M sont de même signe ou 
de signes contraires ; en effet, pour que deux trièdres ayant en commun 
deux arêtes OM 2 et OM 3 soient de meme sens, il faut et il suffit qu’ils 
soient situés d’un même côté du plan de la face commune OM 2 M 3 . 
Substituons maintenant au point M 2 un point M£ et remarquons que 
P° Ul S ’ éC1 ' in ' 

x 2 (y,z[ — z 3 y\) +- y*(z 3 x[ — .r,s{) + z 2 (.v 3 y[ — y 3 x[). 

Nous verrons, par un raisonnement analogue, que les deux trièdres 
OM(M 2 M 3 et OMJM 2 M 3 sont de même sens ou de sens contraires sui¬ 
vant que les quantités w M , M M et m , m sont de même signe ou 
de signes contraires ; enfin, en substituant de même au point M 3 un 
point Mo, et en raisonnant après avoir ordonné o> M , M , M par rapport 
aux lettres affectées de l’indice 3, nous verrons que les deux trièdres 
OM[M'M 3 et OM[MoM 3 sont de même sens ou de sens contraires sui¬ 
vant (jne w M , M , M et w M , M , M . sont de même signe ou de signes con¬ 
traires. 

De tout ceci résulte immédiatement l’énoncé suivant: 

Pour que les doux trièdres OM|M a M 3 et OMJM 2 M 3 soient de même 
sens, il faut et il suffit que les quantités o> M M M et u> M , M , M , soient 
de même signe. 

Choisissons alors pour M[, M',, M 3 les points situés h funilé de dis¬ 
tance de O sur les portions positives O.r, O y. Os des axes. La quantité 
m m P ron( l valeur -k1. 

Donc, pour que le trièdre ()M 1 M 2 M 3 soit , comqie celui des axes, de 
sens direct , il faut et il suffit que la quantité r.> M M M soit positive. 

30. Produit vectoriel. — On appelle produit vectoriel de deux 
vecteurs libres V et V', et on représente par la notation V A V', un 
vecteur W orthogonal è V et à V 7 , tel qu’un trièdre, dont les arêtes 
sont parallèles à V, V', W et de même sens, soit lui-même de même 
sens qu’un trièdre fondamental O xyz, et tel enfin que l’on ait 

I W| = | V|| V'| sin (V/V 7 )* 

en convenant de désigner par |V|, |V'|, |W| les longueurs respectives 
de V, V 7 , W et par (V, V 7 ) l’angle compris entre 0 et n formé par 
les directions de V et de V 7 . A cause de la convention relative au 
sens du trièdre V, V 7 , W, le produit vectoriel n’est pas commutatif, 
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nais alterné, c’est-à-dire qu’on a les égalités géométriques 
W = V A V'= - V' A V. 

W s’annule lorsque V' = mV, c’est-à-dire lorsque V et V' sont 
colinéaircs. 

""Théorème. — Le produit vectorièl est distributif par rapport à l’ad¬ 
dition géométrique. Autrement dit, on a l’égalité géométrique 

VA(V' + V’) = VAV' + VAV'. 

Pour le démontrer, nous établirons d’abord le lemme suivant : 

Tæmmk. — Le produit vectoriel de V et de V' est égal à celui de V 
et de v'. projection orthogonale de V' sur un plan perpendiculaire à V . 

En effet, si nous confondons par commodité les origines purement 
arbitraires de V et de V', la coincidence des plans V, V' et V, v' 
entraîne pour les deux produits vectoriels considérés la communauté 
de direction. D’ailleurs les angles (V, V') et (V, v') ont même orien¬ 
tation. Donc les vecteurs V A V' et V A v' ont même sens. Quant à 
l’égalité de grandeur, elle résulte de l’équivalence des parallélo¬ 
grammes construits sur V et V' d’une part, V et v' d’autre part. 

Ce lemme étant établi, projetons V', V", V' •+■ V" sur un plan per¬ 
pendiculaire à V. Nous obtenons respectivement les vecteurs v', v", 
v'-t- v". D’après le lemme, il subit de prouver l’égalité 

v A(v'H-v") = V Ar'+V Av». 

Or celle-ci est évidente si l’on prend pour unité de longueur la lon¬ 
gueur de V et si l’on remarque que l’opération V A v équivaut àune 
rotation d’un angle droit de v, dans un sens bien déterminé, autour 
de V (pourvu que v soit perpendiculaire à V). 

30 bü. Composantes du produit vectoriel en coordon¬ 
nées rectangulaires. — Soient trois axes rectangulaires Oæ, 
O y, Oz formant un IrièdreOxyzdont le sens nous servira à fixer le sens 
du produit vectoriel de deux vecteurs, ainsi qu’il a été dit plus haut. 
Soient V et V' ces deux vecteurs tels que 

V = Ax —t— By - 1 - Cz, V' — A'x - 4 - B'y 4- C'z. 

La distributivité va nous permettre d’obtenir aisément V A V' 
Dans les seconds membres, l’accouplement des termes de mêmi 
rang, qui sont des vecteurs colinéaires, donne zéro, et on a simple¬ 
ment 

W = ltC'(y A *)-+- CA '(2 A *)-+- Ab'(x a y) 

+ CB'( 2 a y) + AC'Cx'a *) + BA'(y A *)• 
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En tenant compte de la propriété d’alternance du produit vectoriel 
de deux vecteurs, et des relations évidentes 

y A* = *. *A*=y> *Ay = *, 

nous avons finalement 

V A V' = (BC' — CB')X 4- (CA' — AC')y + (AB' - BA')z. 

Application I. — Identité de Lagrange. — Soient deux vecteurs V 
et V', de composantes X, Y, Z et X', Y', Z'. Soit W. = V A V'. 

Nous savons que les composantes de W sont 

YZ' - ZY', ZX' - XZ', XY' - YX'. 

Formons 

w . w = (V A vo. (V a V'). 

Le premier membre représente le carré de la longueur du vecteur 
W, soit 

(YZ' — ZY') 2 -F- (ZX' - XZ') 2 -h (XY' - YX/) 2 

et le second membre représente le carré de la longueur du vecteur 
V A V', c’est-à-dire V 2 xV /2 Xsin 2 0, en appelant G l’angle des 
deux vecteurs V et V', ou encore 

V 2 V' 2 — V 2 V' 2 cos 2 0 = Y 2 V' 2 — (V . V') 2 

= (X 2 -F Y 2 -h Z 2 )(X' 2 -f- Y' 2 -F- Z' 2 ) — (XX' -h YY' -F- ZZ') 2 . 

Ainsi se trouve établie l’identité 

(X 2 + Y 2 + Z 2 )(X /2 -F- Y' 2 -F- Z' 2 ) — (XX' -h YY' -h ZZ') 2 

= (YZ' — ZY') 2 4- (ZX' - XZ') 2 -F- (XY' - YX') 2 , 

dite identité de Lagrange. 

Application IL — Soit la droite définie comme intersection des deux 
plans 

As + By + Cz -h D = 0, A'x -F- Wy -F- C'z + D' = 0. 

Trouver un système de paramètres directeurs de cette droite . 

Soit w, v, w un tel système. Le vecteur (w, v y w) est orthogonal à 
chacun des vecteurs (A, B, G) et (A', B', G'), puisque ces vecteurs sont 
respectivement normaux aux deux plans donnés. Donc 

(4) Am^ 4-Br-F-Cte —0, A'u -|- B'ü -F- C'w = 0. 

Le vecteur ([u , r, w ) est colinéaire au produit vectoriel de (A, B, C) 
et (A', B', C'). On a ainsi la solution générale des équations (1) sous 
la forme 

u _ v _ w 

BC' - CB' ” GA' - AG' ~~ AB' - BA'* 
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31. Calcul du volume du parallélépipède construit 
sur trois vecteurs OA, OB, OC. — La valeur arithmétique de 
ce volume est égale au produit de la hase par la hauteur. Or l’aire de 
la hase est égale à la grandeur du produit vectoriel OB A OC. La hau¬ 
teur est la projection de OA sur la perpendiculaire au plan OBG, 
c’est-à-dire sur la direction du produit vectoriel précédent : soit 0 
l’angle que fait ce produit vectoriel avec OA. J 

Le volume cherché est donc, en valeur absolue, le produit ordinaire, 
arithmétique, 

| OA | X | OB A OC| X | cos 01, ou encore | OA . (OB A OC)|. 

Soient a, a\ a" les composantes de OA; 

/>, 6', 6" — OB ; 

c, c', c" — OC. 

Le volume cherché est donc, en valeur absolue, 

| a(6'c" — c'b’') -f- a'(b"c — c"6) 4- a"(bc< — cV) |. 

Supprimons maintenant le symbole valeur absolue, c’est-à-dire con¬ 
sidérons l’expression OA . (OB A OC) prise en grandeur et en signe. 
Par définition, elle sera la valeur algébrique du volume du parallélépi¬ 
pèder construit sur les trois vecteurs OA, OB, OC, considérés dans 
l'ordre indiqué ; nous posons donc 

(OA, OB, OC) = OA . (OB A OC) (’). 

Cette expression change de signe : 

1° quand on permute OB et OC ; 

2° quand OA traverse le plan de la face OBC, ou, plus brièvement, 
quand le trièdre (OA, OB, OC) change de sens. 

Pour qu’elle soit positive, il faut et il subit que l’angle de OA et de 
OB A OC soit aigu (définition du produit scalaire), ou encore que 
OA soit du même côté que OB A OC par rapport au plan OBC, ou 
encore que les triedres (OB, OC, OA) et 

(OB, OC, OB A OC) 

soient de même sens. Le second étant direct par définition, le pre¬ 
mier doit l’être également. Or son sens est aussi celui du trièdre (OA, 
OB, OC), qui s’en déduit par permutation circulaire ( 2 ). Finalement, 
nous pourrons énoncer les résultats suivants : 


(0 Cette expression s’écrirait <*) ABC dans la notation du n” 29. 

(2) Dans le cas d'un trièdre trirectangte, une permutation circulaire des 
arêtes est une conséquence d’une rotation de ^—^==120 degrés autour 

de la bissectrice du trièdre, c’est-à-dire de la droite dont les équations 
(rapportées aux arêtes de ce trièdre prises pour axes) sont x = y = z. 
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1° Le signe du volume du parallélépipède construit sur OA, OB, 
00 (ordre fixé) est -h si le Irièdrc OA, OB, OC est direct, et — 
dans le cas contraire. Il change par la permutation de deux arêtes (*). 
2° Représentons par (OA, OB, OC) ce volume algébrique; on a 

(OA, OB, OC) = OA . (OB A OC) = OB . (OC A OA) 

= OC . (OA A OB) 

== — OA . (OC A OB) = — OB . (OA A OC) 

=.— OC . (OB A OA). 


32. Détermination d’un vecteur glissant. — Lorsqu’on 
statique on étudie la réduction des forces appliquées ù un corps solide, 
on est conduit à regarder comme équivalentes deux forces repré¬ 
sentées par des vecteurs équipollents et de même ligne d’action; il 
est donc utile d’apprendre à déterminer un vecteur, à un glissement 
près le long de sa ligne d'action (d’où le nom de vecteur glissant). 
Cette étude va d’ailleurs nous conduire à un nouveau mode de déter¬ 
mination d’une droite, précieux pour les recherches théoriques ;Y 
cause de sa grande généralité et de la symétrie des notations qu’il 
met en jeu. 

Supposons toujours les coordonnées rectangulaires cl partons d’une 
droite I), issue d’un point MjOej, ?/,, z { ) et de paramètres directeurs 
a, b , c. Ses projections sur les plans de coordonnées ont pour équa¬ 
tions 

( cy — bz — cy , — 6j,, 

(1) < az — ex = az { — cx { , 

( bx — ay = bæ i — ay x . 

Considérons le vecteur M 4 P d’origine M t , dont les projections sur 
les axes sont a, b; c. Sa ligne d’action est D. Construisons d’autre pari 
le vecteur OG, d’origine 0, dont les trois composantes sont 

l — cy i — bz { , m~az x — cx { , n~~bx i — ay x . 

D’après ce que nous avons vu au n° 30, on a précisément 

OG — 0M t A MiP. 

Le vecteur OG s’appelle le moment par rapport au point 0 du 
vecteur MjP. Les équations (4) expriment que tout vecteur déduit de 
M 4 P par glissement le long de D a même moment par rapport àO que 
le vecteur MiP lui-même. L’élève pourra d’ailleurs s’exercer h vérifier 
qu’un tel glissement n’altère ni la direction, ni la grandeur, ni le 


0) En géométrie plane, on pourrait définir de même Paire algébrique du 
parallélogramme construit sur deux vecteurs. 
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sens de OG, en faisant appel aux considérations géométriques qui 
précèdent. 

Supposons donnés les nombres a, 6, c et /, m, n, et essayons d'en 
déduire le vecteur M t P, à un glissement près. La détermination d’un 
vecteur glissant fait intervenir un paramètre de plus que celle de sa 
ligne d’action ; elle exige donc la donnée de cinq paramètres. Donc 
les six nombres a, 6, c et /, m, n, lorsque le problème est possible, ne 
sont pas indépendants. Effectivement, puisque OG est orthogonal à 
M,P, nous devons avoir 

(2) la -h mb -{-ne ~ 0. 

Cette condition est nécessaire. Inversement, si elle est remplie, les 
trois équations 

cy — bz = Z, 
az — ex = m, 
bx — ay — n 

représentent trois plans qui appartiennent h un meme faisceau 
linéaire; l’origine (a?, y, s) du vecteur cherché est alors arbitraire sur 
la droite commune A ces plans. 

En définitive, le vecteur glissant dont il s’agit est donc défini par 
les six nombres a , 6, c, Z, m, n, liés par la relation (2). 

Géométriquement, on peut dire qu’étant donnés deux vecteurs rec¬ 
tangulaires OQ et OG, le vecteur équipollent à OQ, dont le moment 
par rapport à O est OG, est connu à un glissement près. 

Bien souvent, pour déterminer une droite, on place sur cette droite 
un vecteur glissant, et on donne les six coordonnées a, 6, c, Z, m, nde 
ce vecteur, liées par la relation (2). Si au vecteur a, 6, c porté par D 
on substitue le vecteur Xa, X6, Xc, les composantes, de son moment 
deviennent X/, Xm, Xn. Il en résulte que toute propriété géométrique 
de I) qui se traduit par une seule égalité de condition, fournira une 
relation homogène entre a, è, c, Z, m, n . 


Remarque. — Soit un vecteur dont l’origine a pour coordonnées #, 
y, z et dont les projections sont a, 6, c. Une translation d’axes montre 
immédiatement que son moment par rapport au point (.xq, y,, z { ) a 
pour projections sur les axes 

c(y — Vi) — b(z — 2 ,), 

û(i %i) C(jJC 

&O — x\) - a(y — y,). 

Distance d’un point a une droite. — La droite D dontles trois pro- 
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jections sont 

c(y —y t ) — f>(z — z { ) = 0, 
a(z — z,) — c(x — Xi) = 0, 
h(x — xJ — a(y — yj = 0 

peut être regardée comme le lieu de l’origine d’un vecteur équipollent 
A QQ et ayant un moment nul par rapport au point M,. Supposons 
plus généralement que x , y, z désignent les coordonnées d’un point 
M, en dehors de la droite, à une distance d de ‘celle-ci. Le moment 
par rapport à M, du vecteur d’origine M et de composantes a, 6, c a 
pour carré, d’une part, 

d\a 2 -f- A 2 -f- c 2 ) 

et, d’autre part, 

\c(y — Vi) — b(z — z,)] a + \a(z — z,) — c(x — x,)] 2 

+ \b(x — x ,) — a(y — 

On a donc, en se servant des notations /, m, n précédemment intro¬ 
duites, 

<p --- (c?/ — bz — l) 2 -h (az — ex — m) 2 -f- ( [b x — ay — n) 2 
a 2 -f- 6 2 -f- c 2 

32 /us. Moment axial d’un vecteur c,lissant. — En chaque point M 
d’un axe, prenons le moment d’un vecteur donné AB : tous les moments 
ainsi obtenus ont même projection sur l’axe. Car, en appelant M, un 
point fixé de l’axe, on a 

MA AAB- (MM, -f- M,A) A AB — MM, A AB -f- M,A A AB. 

Donc MA A AB est la somme géométrique de M t A A AB et d’un 
vecteur orthogonal A l’axe, d’où résulte le théorème. 

Soient a, A, c les composantes de AB, /, m, n celles de son moment 
par rapport A l'origine. Soient a, (3, y les composantes du vecteur uni¬ 
taire de l’axe (autrement dit ses cosinus directeurs), X, k u, v celles du 
moment de ce verdeur par rapport A l’origine. Nous avons, en appelant 
*.r, y, z les coordonnées du point A, 

l~ cy — bz, m — az — cæ, n — bx — ay, 

x = m — P* 1 , (A = az, — yx t , v^pr, —a y t . 

La valeur du moment axial sera 

*Ky — Vi) — b(z — z t ) ] -f- p|a(z — z,) — c(x — a:,)] 

-t- ï[6(-t — æ,) — a(y — y,)], 

ou encore 

olI -f- —f— yn —f— a\ -J - —f- cv. 

Pour que le moment d f un vecteur (non nul) par rapport à un axe soit 
nul , il faut et il suffit que le vecteur et Vaxe soient dans un même plan. 

Bouligand. — Géom. anal. 6 
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La condition est nécessaire. Soient le vecteur AB et l’axe X'X; si 
le moment de AB par rapport à cet axe est nul, c’est que son moment 
OG par rapport à un point O de X'X est orthogonal à X'X 0). Donc 
X'X et AB sont dans le plan perpendiculaire en O à OG. 

La condition est suffisante, car si X'X et AB sont dans un plan P, 
le moment de AB par rapport à un point O de X'X est orthogonal à 
P, donc aussi à AB. 

Gomme application «de cette proposition et de la formule qui nous 
a permis d’évaluer le moment d’un vecteur par rapport à un axe, 
nous proposons à l’élève de montrer que la condition pour que deux 
droites soient dans un même plan peut s’écrire 

la ' -f- mb' -4- ne' -4- l'a -4- m'b - 4 - n'c = 0, 

en appelant a, 6, c, l , m, n et a', 6', c', m', n' les coordonnées de 

deux vecteurs glissants, portés l’un par la première droite et l’autre 
par la seconde. 

33. Remarques sur l’emploi des axes obliques. — 
Dans le chapitre 1 , nous avons développé des méthodes dont le 
principe s’applique indifféremment en axes rectangulaires ou en 
axes obliques. Cependant, pour la simplicité des calculs, il y a 
lieu de donner la préférence aux axes rectangulaires dans tous 
les problèmes où interviennent des éléments métriques, c’est-à- 
dire où l’on doit évaluer des angles ou des distances. 

Par contre, dans les problèmes où n’interviennent que des 
relations du genre suivant : 

propriété pour des points d’appartenir à une même droite ou 
à un même plan, 

propriétés de parallélisme, 

relations entre des rapports algébriques de segments paral¬ 
lèles, 

l’usage d’axes obliques n’introduira aucune complication d’écri¬ 
ture. 

Ainsi, quels que soient les axes, les formules 

x = m ' Xl - - h m " x,> , y _ UhË » d - t ÜH&2. 

m, H-+- w„ ’ y m ( +- }-m n ‘ 

_ _ m t z t H-h m n z n 

m, H-)-m, 

(*) Ou encore que OG est nul, c’est-à-dire que AB passe par O. 
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donnent le barycentre des masses m h . m n disposées aux 
points ayant respectivement pour coordonnées 

Ou y il ^i)» •• • *t On» y ni %n)> ■ 

En faisant n — 3, on en déduirait la représentation bipa ,,Q ™*- 
trique d’un plan donné par trois points, sous la forme 

__ x i ~f" X #2 __ y \ H- H- txy â 

1 —K ^ "4“ 1 “4~ X -4- {j. 

_ %i ~4~ Xgg ~4 - 

_ 

En géométrie plane, il n’est pas sans intérêt de noter que les 
propriétés dont l’étude s’accommode d’axes obliques (sans com¬ 
plication d’écriture) sont aussi celles qui sont conservées par 
projection cylindrique : un tel mode de projection conserve bien 
en effet les relations d’alignement, de parallélisme, en meme 
temps que le rapport algébrique de deux segments parallèles. 



CHAPITRE IÏI 

ÉLÉMENTS A L’INFINI. ÉLÉMENTS IMAGINAIRES 


I. — Classification des lignes et des surfaces. Lignes et 
surfaces-algébriques. 

34. Nous avons donné au n° 8 le principe de la représentation 
analytique des lignes et des surfaces. Les nombreux avantages 
de ce mode de représentation nous apparaissent déjà : nous 
serons maintenant en mesure de résoudre, au moyen de méthodes 
bien définies, maintes questions de géométrie, dont la recherche 
nous semblait hasardeuse tant que nous n’avions à notre dispo¬ 
sition que les propositions de la géométrie pure; ces problèmes 
seront en effet ramenés à l’étude de certains systèmes d’équa¬ 
tions, au moyen de règles invariables. La part de l'imagination 
se trouvera donc notablement diminuée dans la tâche du cher¬ 
cheur. 

En outre, la méthode analytique nous fournit le moyen d’établir 
une classification rationnelle des courbes et des surfaces. Par 
raison de simplicité, elle nous conduit à étudier d’abord les. 
courbes et les surfaces algébriques (*). 


(*) Les courbes et les surfaces qui ne sont pas algébriques, sont dénommées 
transcendantes . 
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Dire qu'une courbe du plan xOy est algébrique, c’est dire 
qu’il existe entre les coordonnées x, y d’un de ses points une 
relation de la forme 

/(«, y) — 0, 

où f désigne un polynôme entier en a; et y. 

Dire qu’une surface est algébrique, c’est dire de même qu’il 
existe entre les coordonnées d’un de ses points une relation 

f{x, y, z) = 0, 

dont le premier membre est un polynôme entier en x, y, z. 

Enfin, dans l’espace, on appelle courbe algébrique une courbe 
qui appartient à l’intersection de deux surfaces algébriques. 

La théorie de ces courbes et de ces surfaces n’est en somme 
que la traduction, en langage géométrique, des propositions 
relatives aux systèmes d’équations algébriques. 

Or ces dernières ne peuvent s’énoncer en toute généralité 
, i’cn faisant intervenir des solutions infinies et des solutions 
imaginaires. En particulier, l’introduction des nombres com¬ 
plexes est de toute nécessité pour donner à l’algèbre la simplicité 
et l’unité : elle s’impose au même titre que celle' des nombres 
négatifs et des nombres irrationnels. Mais au point de vue de la 
géométrie, la notion de nombre complexe présente un caractère 
nouveau : les éléments qu’elle conduit à définir sont purement 
fictifs ; la figure, si maladroite fût-elle, qui guidait le débutant, 
même s’il devait raisonner sur des points à coordonnées néga¬ 
tives ou irrationnelles, lui refuse maintenant la représentation 
des éléments dont nous parlons. Ceux-ci sont définis algébrique¬ 
ment, et cependant nous parviendrons à conserver aux raisonne¬ 
ments qui les concernent la forme géométrique ordinaire, 
moyennant des conventions appropriées. Il importe maintenant 
d’examiner en détail les notions nouvelles que nous venons 
d’annoncer et de donner à l’élève une entière confiance dans la 
valeur des raisonnements où elles interviennent ; nous serons 
à même d’en reconnaître la fécondité dans toute la suite de ce 
cours. 



ÉLÉMENTS A L INFINI. ELEMENTS IMAGINAIRES 


8i> 


II. — Éléments à l'infini (*). 

35. Coordonnées homogènes d’un point. — Restons, 
pour le moment, dans le domaine réel et proposons-nous de 
caractériser un point à l'infini. 

Pour y parvenir, définissons d’abord les coordonnées homo¬ 
gènes d'un point M, qui, rapporté à trois axes rectangulaires, a 
pour coordonnées cartésiennes a?, y, z . Considérons les équations 

X Y Z . 

^ - ij 1 5 y y y % fp 1 

si quatre nombres X, Y, Z, T les vérifient, ils constituent, par 
définition, un système de coordonnées homogènes de M. Il est 
clair qu’il y a une infinité de tels systèmes : si nu premier répond 
à la question, tous les autres sont formés de nombres propor¬ 
tionnels. 

Quel est le bénéfice de la complication de notations précé¬ 
dente? Supposons que le point M s’éloigne indéfiniment sur une 
droite D de paramètres directeurs a , b, c, de sorte que ses coor¬ 
données cartésiennes auront des expressions telles que 

. x = y = ifo *4~ àp, s = 2 0 -f cp. 

Alors que l’une au moins de celles-ci croit au delà de toute 
limite, lorsque M s’éloigne indéfiniment sur D, nous pouvons 
attribuer à ce point un système de coordonnées homogènes, par 
exemple 

#o yo bp Zq cp \ 

P P P p’ 

qui, dans les mêmes conditions, tendront vers des limites finies : 
a, 6, c, Ü. 

Ces quatre nombres a, 6, c, 0 sont, par définition , les coordon- 

(*) Dans cette section, on peut raisonner inditïéreminent en coordonnées 
rectangulaires ou obliques. 
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nées homogènes du point à l’infini sur D. D’après cela, on voit 
que deux droites parallèles ont même point à l’infini. 

Inversement, grâce à cette fiction du point à l’infini d’une 
direction, nous pouvons dire maintenant que tout système de 
nombres X, Y, Z, T non tous nuis constitue les coordonnées 

homogènes d’un point. Ce point est à distance finie si T n’est 

X Y Z 

pas nul ; ses coordonnées cartésiennes sont alors —, Y H 

est à l’infini si l’on a T = 0 ; il correspond alors à la direction 
de paramètres directeurs X, Y, Z. 

Tout plan est maintenant représenté par une équation homo¬ 
gène du premier degré 

(t) AX -4- BY -t- CZ -H DT = 0, 

et la réciproque est exacte en toute généralité, lorsque A, B, C, D 
ne sont pas nuis tous les quatre, à la condition d’introduire une 
nouvelle fiction, celle du plan de l’infini ; supposons que A, B, C 
soient nuis sans que D le soit. L’équation (1) se réduit à 

(2) T = 0. 

Gomme elle est du premier degré et qu’elle caractérise les points 
à l’infini, nous dirons qu’elle représente le plan de l’infini. 

On convient que les équations 

(t) AX + BY -+- CZ ■+■ DT = 0, (À* -4- B* -+- C* =£ 0) 

(2) T = 0, 

représentent une droite : on l’appelle la droite de l’infini du 
plan (1). 

Grâce à ces nouvelles notions, les énoncés relatifs aux inter¬ 
sections de droites et de plans sont affranchis des restrictions de 
parallélisme. 

Ainsi, nous pouvons maintenant affirmer que deux plans 
distincts ont une droite commune et une seule. Nous l’avons 
déjà établi lorsqu’ils ne sont pas parallèles. S’ils sont parallèles, 
leurs équations peuvent s’écrire 


AX-|-BY + CZ-t-DT = 0, 


AX -+- BY-t- CZ + D'T = 0 
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D et D' sont différents, puisque les plans sont distincts. Nous 
voyons alors qu’ils ont en commun la droite à l’infini du plan 

AX -f- BY -f- CZ = 0. 

Nous voyons en même temps que plusieurs plans parallèles ont 
la même droite de l’infini. 

Étant donnés trois plans, ils pourront avoir ou bien un point 
commun, ou bien une droite commune, ou enfin être confondus . 
L’élève le montrera en passant en revue tous les cas possibles, 
que voici : 

\° Les plans forment un trièdre : un point commun unique à 
distance finie ; 

2° Ils forment une surface prismatique : un point commun à 
l’infini sur les arêtes ; 

3° Les plans passent par une même droite à distance finie ; 

4° Les trois plans sont parallèles : une droite commune à 
l’infini ; 

5° Les trois plans sont confondus. 

36. Relations des notions précédentes avec la perspective. — La 

théorie précédente s’applique, en supprimant une coordonnée, à la 
géométrie plane. Soit un point M qui, par rapport à deux axes ox, oy, 
a pour coordonnées cartésiennes x, y . Considérons le trièdre de coor¬ 
données OXYZ, dont les arêtes OX et OY sont respectivement paral¬ 
lèles h ox et oy, dont l’arête OZ passe par o, et qui est tel que l’équation 
du plan xoy par rapport h ce trièdre soit z=- f- 1. Considérons alors 
un point quelconque de la droite OM ; ses coordonnées X, Y, Z par 
rapport à notre trièdre sont liées à x, y par les relations 

x_ = jr ==?. 

x y 1 

Donc les trois nombres X, Y, Z forment justement un système cle coor¬ 
données homogènes du point M. 

Prenons pour point de vue le point O et pour plan du tableau un 
plan (T) non parallèle à XOY. Chaque droite du plan (T) pourra être 
considérée comme la perspective d’une droite du plan xoy : il y a 
cependant exception pour la trace du plan (T) sur XOY : deux droites 
qui se coupent sur cette trace sont les perspectives de droites parallèles 
du plan xoy. Quand un point se rapproche de cette trace en suivant dans 
le plan (T) une droite déterminée, le point dont il est la perspective 
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s’éloigne indéfiniment dans xoy sur la droite correspondante. Pour 
ces raisons, on convient encore de considérer la trace de (T) comme 
la perspective d’une droite fictive du plan xoy , qu'on nomme la droite 
de l’infini de ce plan. 

Cette notion, introduite au moyen de la perspective, est identique à 
celle de meme nom que nous avons définie à l’aide des coordonnées 
homogènes. En effet, comme coordonnées homogènes, nous pouvons 
attribuer au point M les coordonnées cartésiennes X, Y, Z du point 
du plan (T) dont il est la perspective. Or la trace de ce plan (T) sur 
XOY correspond à Z = 0, ce qui montre bien l’équivalence de nos 
deux définitions. 


37. Coordonnées homogènes du point .qui divise un segment dans 
un rapport donné. — Soient les deux points M t et M 2 dont les 
coordonnées cartésiennes sont respectivement 

x u yu *i et x 2l y 2 , z 2 . 

Considérons le point M (x,y,z) de la droite M 2 tel que l’on ait 
MM t -hXMM 2 = 0. 

Nous avons trouvé au n° 7 


x i ±2^2 _ Ul __ gi + \ z 2 

1 Hr X ’ y ~ tH-X ’ i -+-X * 


Soient maintenant X t , Y t , Z t , Ti et X 2 , Y 2 , Z 2 , T 2 deux systèmes 
de coordonnées homogènes relatifs le premier à M t , le second 
à M a . Nous pouvons écrire 


y + X.-t-X^X* 

11 12 *2 


1 +À 


T t n\ ’ 


posons 

il vient 

de même, nous aurons 


X y = A ; 
T, 


x — 


XhkAX ,. 
T, + AT a ’ 


.._Y t + AY, ._Z,H-AZ, 

y — 7F——> z 


AT. 


T, + AT,. 
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En définitive, nous pouvons donc prendre, pour coordonnées 
homogènes de M, 

(3) X = X, 4 -AX 2 , Y = Y, 4-A Y,, Z = Z, 4 -AZ 2) T = T, 4 -AT,. 

La démonstration que nous venons de donner fait intervenir 
l’hypothèse suivante : M, et Mo sont à distance finie. On peut 
s’affranchir de cette restriction, Reportons-nous à la signification 
actuelle du mot droite. Il ne s’agit plus de l’image d’un fil tendu : 
une droite est pour nous l'ensemble des points, c’est-à-dire des 
systèmes de nombres X, Y, Z, T non tous nuis, qui satisfont à 
deux équations distinctes telles que 

(4) AX 4 - BY 4 - GZ 4 - DT = (), A'X 4 - B'Y 4 -C'Z 4 -D'T = 0. 

Les formules (3) sont exactes quand T, et T, ne sont pas nuis ; 
on peut donc considérer qu elles sont alors des conséquences 
algébriques des deux équations (4) jointes aux suivantes : 

AX, 4 - B Y, 4 - CZ, -h DT, = 0, A'X, 4 - B'Y, -h C'Z, 4 - D'T, = 0, 
AXj 4- BY, -4- CZ, 4 - DT, = 0, A'X, 4 - B'Y, 4 - C'Z 2 4- D'T, = 0. 

Or il est clair que les conséquences de ces relations subsisteront 
quand on annulera T, ou T, ou ces deux quantités. Le fait que 
X, et X, s’annulent ne soulevait pour nous aucune difficulté. Il 
n’y en a pas davantage à annuler T, et T,. Les formules (3) sont 
donc vraies en toute généralité. 


Remarque. — Quand M, et M 2 sont à distance finie, des valeurs 
opposées de A proviennent de valeurs opposées de X : elles four¬ 
nissent donc des points conjugués harmoniques par rapport à 
M, et M,. En prenant T, 4 - AT, = 0 (ou X = — 1), on obtient 
le point à l’infini sur M,Mi. Nous continuerons à dire qu’il est 
conjugué harmonique du point obtenu en prenant T, — AT,= 0 
ou X = 4- 1, c’est-à-dire du milieu de M,M 2 . Plus généralement, 
si l’un des points M, ou M 2 , ou même les deux, sont rejetés à 
l’infini, nous étendrons la définition des points conjugués har¬ 
moniques par rapport à M, et M, en disant qu’ils sont fournis 
par des valeurs opposées de A. 
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38. Conclusion. — Considérons une figure dans laquelle 
certains points y l} Sj), M 2 (æ 2 , y 2 , z 2 ), etc... sont suscep¬ 

tibles de s’éloigner indéfiniment. Supposons que cette figure 
possède, quand tous ces points sont à distance finie, une pro¬ 
priété qui se traduise par une relation algébrique entre les coor¬ 
données de ces points ; en passant en coordonnées homogènes, 
on obtient une relation 

F(Xi, \i, Z 1? 1 i ; X 2 ,\ 2 , Z 2 , T 2 ; ...) = 0, 
homogène par rapport aux quatre lettres de chaque groupe. Cette 
relation est vérifiée, moyennant certaines conditions, pourtoutes 
les valeurs non nulles de T t , T 2 , ... . D’après la théorie de 
l’identité des polynômes, elle reste vraie, dans les mêmes con¬ 
ditions, lorsque certaines des quantités Ti,T 2 , etc... s’annulent. 

Ainsi, grâce aux conventions précédentes, si nous avons établi 
une propriété algébrique d’une figure quand tous ses points sont 
à distance finie, nous pourrons continuer à l’appliquer, avec la 
même forme d’énoncé, quand certains d’entre eux s’éloignent 
indéfiniment. 

Cette idée trouvera son application dans la théorie des courbes 
et des surfaces algébriques. Pour donnera celle-ci toute sa géné¬ 
ralité, il nous reste à introduire les éléments imaginaires et à en 
justifier l’usage. 


III. — Éléments imaginaires. 

39. Le nombre complexe se présente, en algèbre, comme un 
élément de calcul nouveau, plus étendu que le nombre algé¬ 
brique ordinaire ou réel (*) : plus étendu, disons-nous, car, alors 
que les nombres algébriques sont représentés parles points d’un 
axe x'x, les nombres complexes ont leurs images réparties dans 
un plan. Soient deux axes rectangulaires x'Ox et y'Oy ; à tout 
point de leur plan correspond, par définition, un nombre com- 

(*) Il ne s’agit pas ici de reprendre entièrement la théorie des nombr^p 
complexes, mais d’en souligner quelques caractères, indispensables à la com¬ 
préhension do cette délicate question. Pour l’exposé de ces principes, voir la 
note 11 de VInitiation aux méthodes vectorielles, par Bouligand et Kabaté. 
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plexe qu'on nomme Yaffixe de ce point. On peut, chose remar¬ 
quable (*), définir sur ces nombres les mêmes opérations que sur 
les nombres algébriques, en conservant à ces opérations leurs 
propriétés formelles ; ainsi, l'addition et la multiplication donne¬ 
ront lieu encore aux identités 

U ~f~ V = V -f- U , UV — vu, 

(u —h v) -f- 10 = U -f- (y -f- w), (uv)io = u(vw), 

z(u ~hv) = zu-h zv, etc... 

En un mot, toutes les identités fondamentales du calcul algé¬ 
brique subsisteront. La forme des calculs sera entièrement con¬ 
servée; en fin de compte, les nombres algébriques ordinaires 
apparaissent comme un cas particulier des nombres complexes, 
celui où l’image est sur x'Ox. 

Non seulement les nouveaux nombres rendent toujours pos¬ 
sible l'extraction d'une racine carrée, mais encore ils permettent 
la résolution de n’importe quelle équation algébrique. Voici en 
effet l’énoncé de la proposition connue sous le nom de théorème 
de d'Alembert : 

Toute équation algébrique entière de degré m, 

f(z) = A 0 z m -f- A l z m “ 1 -f- ... -f- A m —\Z -f- A m = 0, 

dont les coefficients sont des nombres complexes quelconques, 
admet m racines. 

En désignant ces racines par z ly z 2 , z m , on peut mettre le 
polynôme f(z) sous la forme 

f(z) = A 0 (z — Z,)(z — z.) ... (z — z,„). 

Ces nombres z u z 2 , ..., z m ne sont pas forcément tous distincts. 
En rassemblant les facteurs égaux, on peut donner à f(z) la 
forme 

/•(z) = Ao(z — z,)*< (z — z 2 )“*.. 

en supposant cette fois que z t , z 2 ... soient différents. L’expo¬ 
sant a t s’appelle alors l’ordre de multiplicité de la racine z,, etc... 

*) C’est bien là un fait remarquable : cette possibilité disparaîtrait si on 
essayait d’étendre la théorie au cas de trois dimensions. 
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Lorsque tous les coefficients A 0 , A lf ..., A m sont réels , les ra¬ 
cines z u z 2l ... sont ou bien réelles, ou bien deux à deux imagi¬ 
naires conjuguées; si deux racines sont imaginaires conjuguées, 
elles ont, dans cette hypothèse, le même ordre de multiplicité. 

Ces notions étant rappelées, montrons comment elles condui¬ 
sent à élargir les définitions de la géométrie ordinaire ; nous 
allons être amenés à appeler points, plans, droites, de pures 
abstractions analytiques. Nous ferons voir néanmoins qu’on peut 
raisonner sur ces éléments comme sur les éléments de la géo¬ 
métrie réelle, sans faire le moindre calcul, alors qu’ils sont dé¬ 
finis algébriquement. 

40. Cela va résulter du procédé uniforme que nous emploie¬ 
rons pour donner nos nouvelles définitions. 

Étant donnés trois axes rectangulaires Ox, Oiy, 03, nous avons 
vu que trois nombres réels a, b , c déterminent un point et un 
seul. Nous appellerons point l’ensemble de trois nombres com¬ 
plexes a x -f- ia 2 , b t -+- ib 2 , c, 4- ic 2 . Pour avoir encore plus de géné¬ 
ralité et englober en même temps le cas des points à l’infini, nous 
utiliserons des coordonnées homogènes et nous appellerons point 
l’ensemble de quatre nombres complexes non tous nuis, soient 

A t -f- iA), Bi -f- iBo, Ci -f~ 1 C 2 , Di ~f~ ïD-2* 

Nous appellerons plan l’ensemble des points (au sens précé¬ 
dent) qui vérifient une équation de la forme 

(1) AX4-BY-4-CZ4-DT = 0, 

et droite l’ensemble des points qui vérifient deux équations de 
cette forme, distinctes l’une de l’autre. 

L’idée qui préside à ces généralisations est bien apparente, et 
il nous est maintenant facile de l’étendre. Considérons en géo¬ 
métrie réelle une ligne ou unfe surface d’un type déterminé et écri¬ 
vons les équations de cette ligne ou l’équation de cette surface. 
Si, conservant la forme de ces équations, nous affranchissons les 
coefficients de la condition d’être réels ou de satisfaire à certaines 
inégalités qui résultaient de la définition géométrique delà ligne 
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ou (3e 1 a surface ; si, en même temps, nous laissons aux coor¬ 
données lalatitude d’acquérir des valeurs complexes quelconques, 
nous continuerons à dire que notre ou nos équations représentent 
une surlace ou une ligne fictive, à laquelle nous conserverons le 
nom qui la désignait en géométrie réelle. 

Ainsi, dans tous les cas, nous dirons maintenant, en prenant 
des coordonnées non homogènes, que l’équation (cf. n° 9 b ) 

(2) x 1 h- y* h- z 2 — 2ax — 2 by — 2cz -f- d = 0 

représente une sphere ; on peut en effet l’écrire sous la forme 

O _ a y -4- ( ; y — by - 4 - (z — c y = r 2 , 

en posant 

II 2 = a 2 -4- h* -4- c 2 — d. 

Lorsque la sphère est réelle, a, />, c, d sont réels et satisfont 
manifestement à l’inégalité 

a 2 -4- b 2 -h c 1 — </> 0. 

Uraee à nos conventions, nous nous affranchissons de cette res¬ 
triction d’inégalité, et même nous permettons à a , b , c, d de 
prendre des valeurs complexes quelconques. 

De même, nous donnerons maintenant le nom de cercle h l’en¬ 
semble des points x, y y z qui vérifient simultanément l’équation 
d’une sphère et celle d’un plan, lin particulier, l’équation géné¬ 
rale des cercles du plan xOy est 

-h y 2 — 2 ax —- 2 by -fc = 0; 

pour que le cercle soit réel, il faut et il suffit que a, b, c soient 
réels et vérifient l’inégalité 

a 2 - 4 - h 2 — c > 0. 

Pour généraliser les notions de distances (distance de deux 
points, distance d un point a un plan ou à une droite, plus courte 
distance de deux droites), celles de puissance d’un point par 
rapport à un cercle ou à une sphère, nous prendrons les expres¬ 
sions analytiques qui représentent ces divers éléments en géo¬ 
métrie réelle, et nous conviendrons de leur conserver leurs 
désignations respectives lorsque les points^ lignes ou surfaces 
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considérés deviennent imaginaires. Nous procéderons de meme 
pour étendre la définition de tout élément mélrique (*). 

Supposons, en particulier, qu’il s'agisse de la puissance d'un point 
par rapport à une sphère. Plaçons-nous d’abord en géométrie réelle. 
Évaluons la puissance du point M 0 (æ- 0 , y 0 , z 0 ) par rapport <\ la sphère 

(2) f(æ, ?/, z ) — x 2 -h y 1 -p- z 1 — 2ax — 26?/ — 2c z -h d — 0 ; 

soit M 0 PQ une sécante issu e de M 0 et rencontrant la sphère en P et (J. 
Pour calculer le produit M 0 P. M 0 Q, orientons arhitrairemenl celte 
sécante. Un point M de l'axe ainsi déterminé aura pour coordonnées 
x {) -h ap, lio~h Pp, z b -h Yp, en appelant a, (3, y les cosinus directeurs de 
l’axeet p la valeur algébrique de M 0 M. L'é(juation du second degré qui 
admet pour racines M 0 P el M 0 Q s'obtient on écrivant (pie p doit être 
choisi de manière A fournir un poinl de la sphère. Kilo esl donc 

f( r o ap, Va “h Pp> z o TP) = fi* 

Le coefficient de p 2 est a 2 -h p 2 -t-y 2 , c'est-A-dire l’unité, et le (orme 
indépendant est f'(x {) , yo^z 0 ). Il ne contient pas a, p, y, el par suite 
la valeur du produit MP. MQ est bien indépendante de la sécante ; 
nous avons 

MP . MQ — /(.?■„, ?/ 0 , z 0 ~). 

Dans tous les cas, nous appellerons puissance d'un point, réel ou 
imaginaire, par rapport à une sphère, réelle ou imaginaire, dont 
l’équation a été écrite sous la forme (2), le résultat de la substi¬ 
tution des coordonnées non homogènes de ce point dans le premier 
membre de (2). 

Les éléments métriques de la géométrie réelle (distances, 
angles, puissances, etc...) ont, cela va sans dire, des valeurs 
indépendantes du système de coordonnées qu’on adopte pour 
leur calcul, et qui n’intervient que comme un simple auxiliaire. 
Il est facile de montrer que cette propriété indispensable s’ap¬ 
plique aux éléments abstraits de même nom. En effet, un chan¬ 
gement de coordonnées correspondra désormais pour nous aune 
substitution de la forme 

S x = A - 4 - ax x -t- a'y x -4- a"z u 
y = B -4- bxi -4- b , y i b"z u 
z = C -h- exi -+- c'î/j -q- c"z { , 

(*) L’évaluation des angles se ramène toujours, par la trigonométrie, à celle 
de rapports de distances. 
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où les lettres A, B, C et a, b, ...., c" peuvent représenter main¬ 
tenant des nombres complexes. En nous en tenant à ne consi¬ 
dérer que des axes rectangulaires, les neuf quantités a, b, ..., c" 
satisfont toujours aux six relations du n° 12 1,is , page 41. Raison¬ 
nons, pour fixer les idées, sur la distance d’un point au plan qui, 
dans le premier système, a pour équation 

ux -b vy -f- wz -4- h = 0. 

Le carré de cette distance est, en appelant æ, y , z les coordon¬ 
nées du point dans le premier système, 

a \ (u x -±- vy -f wz -f- h ) 2 

^ u 2 -h v 1 -f- 10 2 

Dans le second système, nous obtiendrons une autre expression 


(u 1 æ i v { y { h- w i z l 


qui a la même valeur que (4) lorsque le point, le plan et le chan¬ 
gement de coordonnées sont réels. Ce résultat étant exact, il est 
donc possible de le vérifier algébriquement : les équations (3) 
permettront d’exprimer u,, v u w l9 h x en fonction de u, v,w, h ; 
en tenant compte des six relations entre les a y b, ...., c", nous 
en déduirons, par un jeu de calcul algébrique, l'identité des 
expressions (4) et (5). Mais ce calcul, qu’il n’est d’ailleurs pas 
nécessaire d’expliciter, gardera toute sa valeur lorsque certaines 
des quantités qui y interviennent deviendront imaginaires : l’iden¬ 
tité des expressions (4) et (5) subsiste donc encore. On pourrait, 
pour tout élément métrique, renouveler le raisonnement qui pré¬ 
cède. On voit le rôle essentiel que joue ici la conservation de la 
forme , sur laquelle nous avons insisté au début. 


41. C’est encore grâce ô elle qu’il est possible d’appliquer aux notions 
abstraites que nous venons de définir des raisonnements en tout point 
analogues à ceux que l’on ferait s’il s’agissait d’une figure réelle, et, 
par suite, affectant la forme purement géométrique, précieuse à cause 
de sa simplicité. 

Pour être mieux compris, nous traiterons d’abord un exemple 
simple. 
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A une circonférence (0), menons, par un point A extérieur, les tan¬ 
gentes AB et AC: la corde des contacts BC rencontre AO en I), et une 
sécante AEF issue de A, en G. En vertu des égalités 

AE . AF = Alt 2 — AO . AD, 


le cercle circonscrit au triangle EDF fiasse par le point 0 : ce dernier, 
sur ce cçrcle, étant le milieu de Tare EF, la droite DO est la 

bissectrice extérieure de 
l'angle EDF, qui admet 
par suite DB comme 
bissectrice intérieure, si 
bien que les points A et 
G sont conjugués har¬ 
moniques par rapport 
il E et F. En appelant 1 
le milieu de AG, nous 
avons donc 

Ta 3 = (E. if. 



La tangente menée de I h la circonférence O a donc pour longueur 
IA ; par suite cette circonférence est orthogonale av cercle de 
diamètre AG. 

Nous allons nous proposer d’établir que cette propriété subsiste si 
le point G, au lieu d’ètre, comme dans le raisonnement précédent, 
entre B et G, est sur le prolongement de cette droite. La différence 
entre les deux cas apparaît immédiatement : dans la nouvelle hypo¬ 
thèse, nous ne pouvons plus considérer sur la figure les points E et F. 
Au point de vue de la géométrie ordinaire, notre premier raisonne¬ 
ment est donc complètement en défaut. 

Grâce aux conventions de langage précédentes, nous pouvons 
cependant considérer que ce raisonnement établit encore la propriété 
énoncée. En effet, celle-ci est exacte lorsque G est entre B et G: dans 
ces conditions il est donc possible de la vérifier par le calcul. On peut 
même agencer cette vérification de manière que chaque équation, qui 
constitue un chaînon de ce calcul, exprime la propriété qui intervient, 
avec le même numéro d’ordre, dans l’enchaînement du raisonnement 
précédent. Mais ce jeu de calculs conservera sa valeur lorsque les 
points de rencontre de la droite AG cl du cercle deviendront imagi¬ 
naires. Le raisonnement géométrique, qui menait au môme but que 
la vérification algébrique dans un cas particulier de figure, peut donc 
être regardé maintenant comme embrassant tous les cas. 

Ainsi, la validité des raisonnements, de forme géométrique, que 
nous entreprendrons sur les éléments fictifs précédemment introduits, 

Bouligand. — Géom. anal. 7 
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so trouvera garantie par une suite de calculs, dont ces raisonnements 
no* constituent au fond (prune interprétation, valable au point de vue 
réel dans un cas particulier, mais pouvant embrasser tous les cas, 
grûec aux conventions qui précèdent. 


42. Éléments isotropes. — Ces conventions conduisent par 
contre à énoncer, pour certains de nos éléments géométriques 
fictifs, des propriétés qui nous paraissent paradoxales, à cause de 
l'habitude que nous avons de penser aux figures réelles. Hàtons- 
nous de dire que ces paradoxes ne sont qu’apparents, et qu’ils 
n’infirment nullement la théorie que nous venons d’exposer. 

En géométrie réelle, il faut et il suffit que la distance de deux 
points soit nulle pour que ces points soient confondus. Dans la 
géométrie généralisée, cette condition ne suffit plus, car une 
somme de trois carrés peut être nulle sans que chacun le soit, 
s’il s’agit de carrés de nombres complexes. La distance M t M 2 sera 
nulle, si l’on a entre les coordonnées de M t et M 2 la relation 

0*2-Æl) 2 -L (,*/2 —• J/i) 2 -i- (£o-Cj) 2 = 0. 

En remarquant que x 2 — x u iy 2 — y u s.> — forment un système 
de paramètres directeurs de M,M a , on peut encore dire : 

Pour que la distance de deux points soit nulle , il faut et il 
suffit que les paramètres directeurs a, b , c de la droite qui les 
joint soient liés par la relation 

(1) a 2 H- b 2 -H c 1 = 0. 

Une telle direction se nomme isotrope , et il est clair qu’après 
un changement de .coordonnées rectangulaires, à cause de la 
conservation de la forme d’une distance, elle restera encore iso¬ 
trope. Entre ses nouveaux paramètres directeurs a t , b u c u nous 
aurons la même relation 

aî+6î-+-c? = 0. 

En particulier, par chaque point du plan xOy il passe deux droites 
isotropes, ayant pour coefficients angulaires, l’une -4- i, l’autre — i 
[faire, dans la relation (1), a = 1 et c = 0J. Par chaque point de 
1 espace, on peut mener une infinité de droites isotropes qui 
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forment une famille à un paramètre ; nous dirons, par la suite, 
qu’elles forment le cône isotrope ayant pour sommet ce point. 

Le lieu des points à l'infini des droites isotropes est la ligne 
fictive représentée par les deux équations 

X 2 4 Y 2 4 - Z 2 = 0, T = 0, 

et que Ton nomme cercle imaginaire de l'infini. Cette ligne est 
en effet la section du plan de l'infini par la sphère de centre O 
et de rayon zéro. Toute sphère a une équation homogène, de la 
forme 

X 2 4- Y 2 4- Z 2 4- 2T(aX 4- b Y 4- cZ) 4- r/T 2 = 0, 

et par suite passe par le cercle de l'infini. Les équations de ce 
cercle sont conservées dans toute transformation de coordonnées 
rectangulaires. 

De meme, dans le plan xOy , tout cercle 

X 2 4- Y 2 4- 2T(aX 4- b\) -4 dp = 0 
coupe la droite de l'infini en deux points fixes > définis par 
X 2 4- Y 2 = 0, T = 0. 

On peut leur attribuer respectivement pour coordonnées homo¬ 
gènes (1, i, 0) et (1, — i, 0). Ces points s’appellent les points 
cycliques : ce sont les points à l’infini communs à toutes les 
droites isotropes du plan. Leurs coordonnées homogènes sont 
conservées dans une transformation d’axes rectangulaires. 

En prenant la formule qui donne l’angle de deux directions et 
supposant que ces deux directions viennent se confondre avec 
une direction isotrope, on obtient ce résultat, choquant au pre¬ 
mier abord, que l’angle d’une droite isotrope avec elle-même est 
indéterminé. Il ne faut voir là que la traduction, dans un lan¬ 
gage conventionnel, de l’indétermination d’une forme algébrique. 

Loin de nous gêner en quoi que ce soit, les éléments isotropes 
joueront un rôle essentiel dans de nombreuses et importantes 
questions. Le fait d’établir qu’une certaine droite fictive est per¬ 
pendiculaire à elle-même nous permettra en particulier d’affirmer 
qu’elle est isotrope (c’est là une réciproque que l’élève démon- 
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trera), et pourra, dans certains raisonnements, nous apporter un 
précieux secours ( 4 ). 

43. Rôle des éléments réels et des éléments imaginaires con¬ 
jugués. — Soient quatre nombres complexes X, Y, Z, T et les 
quatre nombres conjugués X', Y 1 , Z', T'. Si on les considère 
comme les coordonnées homogènes de deux points M et M', on 
dit que ces points sont imaginaires conjugués. En supposant, 
bien entendu, que les axes sont réels, il est facile de voir qu’il 
s’agit là d’une propriété de M et M' qui subsiste lorsqu’on prend 
de nouveaux axes (réels). 

La droite qui joint deux points imaginaires conjugués est 
réelle . 

En effet, si ces points sont M et M', la droite qui les joint est 
l’ensemble des points de coordonnées homogènes 

X -h AX', Y -{- AY', Z-hAZ', T -b AT', 

où A est une quantité complexe quelconque. En faisant À =-f-1, 
ces quatre quantités sont réelles; en faisant A = — 1, elles sont 
imaginaires pures et leurs rapports sont réels. Notre droite, con¬ 
tenant deux points réels, est donc elle-même réelle. 

Si un point M appartient à une courbe plane ou à une surface 
algébrique représentée par une équation à coefficients réels, il 
en est de meme de son conjugué M', puisque si dans un poly¬ 
nôme f (X, Y, Z, T) à coefficients réels, on substitue aux valeurs 
initiales des variables leurs conjuguées, la seconde valeur de f 
est conjuguée de la première. Si la première est nulle, il en est 
donc de même de la seconde. 

Par contre, si le point M décrit une ligne ou une surface dont 
l’équation contient des coefficients imaginaires, le point M' dé¬ 
crira une autre ligne ou une autre surface, qui est dite imagi¬ 
naire conjuguée de la première. 


(*) En axes obliques, l’introduction d’éléments imaginaires s effectue con¬ 
formément aux mêmes principes. Toutefois, il importe de remarquer, que tout 
ce que nous avons dit concernant les éléments isotropes suppose exclusive¬ 
ment les axes rectangulaires 
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Ainsi, si le point M est dans le plan imaginaire 
A X -h BY -f- CZ -f- DT == 0, 
le point M' se trouve dans le plan 

A'X -f- B'Y -f- C/Z -h D'T = 0, 

dont les coefficients sont conjugués de leurs correspondants dans 
la première équation. Ce plan est dit plan imaginaire conjugué 
du premier. 

En considérant le faisceau linéaire déterminé par les deux 
plans précédents, 

(A + ÀA')X -f- (B -h A B') Y +(C + AC')Z (D + AD') = 0, 

on voit qu’il renferme deux plans réels correspondant, le premier 
à A = -h 1 et le second à A = — 1 . Ainsi, la droite d'intersec¬ 
tion de deux plans imaginaires conjugués est réelle . 

L’élève définira de même la conjuguée d’une droite du plan j;0 y 
et montrera que ces droites se coupent en un point réel. C’est 
dire que sur toute droite imaginaire du plan asOy, il existe un 
point réel. Cette propriété ne s’étend pas d’ailleurs en toute 
généralité aux droites de l’espace : l’élève démontrera que ce 
n’est qu’à titre exceptionnel qu’une droite de l’espace et sa con¬ 
juguée peuvent être situées dans un même plan. 


IV* — Ordre d’une courbe plane ou d’une surface algébrique. 
Faisceaux de droites. Cônes (*)• 


44. Soit 

f( x > = ?*»(#, y) -f- <p m — 1 (#> y) -+-••• Hh <pi(*r, y) -t- ço =■= 0 

l’équation d’une courbe algébrique du plan xOy, dont le premier 
membre est un polynôme de degré m en a; et y, dans lequel 
les termes d’un même degré ont été rassemblés de manière à 
former des groupes homogènes <p m , cp m _ 4 ... Si l’on passe en coor- 


(*) Dans cette section, les axes peuvent être supposés indifféremment rec¬ 
tangulaires ou obliques. 
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données homogènes, son équation deviendra 

F(X, Y, T)sT»/(i ~) » ? „(X, Y) -+-T-f m _,(X, Y) 

X ' -+-••• +T»-‘ ?1 (X, Y)-t-T> == 0. 

Son premier membre se présentera donc sous la forme d’un 
polynôme homogène et de degré ni en X, Y, T. 

Si l’on a de même une surface algébrique 

f ( X > y ’ Z ) == y » S ) *+" y , 2 ) -4 --h Cp t (.T, y , z) -f- Cf 0 = 0, 

son équation deviendra, lorsqu’on passe en coordonnées homo¬ 
gènes, 

F(X, V, Z, T) = ŸW (X, Y, Z) + r IWi(X, Y, Z) v 

-I-f-T"- l Ÿ1 (X f Y,Z)4-T> = 0. 

Son premier membre sera encore homogène et de degré m en 
X, Y, Z , T. 

Nous allons montrer que le nombre m indique une propriété 
importante de la courbe et de la surface. C’est d’ailleurs la con¬ 
sidération des points imaginaires ou à l’infini qui permet 
d’énoncer cette propriété en toute généralité. La voici : 

Toute droite (sous-entendez du plan xOy, s’il s’agit de la 
courbe) rencontre la courbe ou la surface en m points , réels ou 
imaginaires y distincts ou confondus , à distance finie ou à 
l'infini . 

Supposons, par exemple, qu'il s’agisse de la surface repré¬ 
sentée par 

(1) F(X, Y, Z, T) = 0, 

équation dont le premier membre est homogène et de degré m. 
Prenons la droite qui joint deux points Mt(X t , Y 4 , Z 4 , T,) et 
M 2 (X 2 , Y 2 , Z 2 , T 2 ) ; supposons que ce dernier point soit en dehors 
de la surface. Un point de la droite précédente a des coordon¬ 
nées homogènes de la forme 

X = Xj -t- ax 2 , y = y, h- ay 2 , Z = Z t -h AZ 2 < T — ï 4 ~h at 2 . 

Pour qu’il soit sur la surface, il faut et il suffit que A soit choisi 
de manière que l’on ait la relation (1), c’est-à-dire que À soit 
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racine de l’équation 

(2) F(X, -p- AX a . Y, AY 2 , -f- AZo, T t -h AT a ) = 0. 

Si nous la développons, nous voyons qu’elle est de degré m en A ; 
son terme de plus haut degré s’obtient en effet en négligeant 
dans chacun de nos binômes X t -f- AX.>, ... , les termes X t , ... , 
indépendants de A. Donc le terme de plus haut degré est 

a-f(x s , \: 2 , z 2 , t 2 ). 

Son coefticient n’est pas nul, puisque M 2 n’est pas sur la surface. 

La proposition énoncée nous apparaît donc comme une consé¬ 
quence immédiate du théorème de d’Alembert ( A ). 11 est entendu 
que chaque point d’intersection fourni par une racine A de 
l’équation (2) doit compter dans le bilan final pour autant 
d’unités qu’il y en a dans l’ordre de multiplicité de cette racine. 
Nous voyons également que l’introduction des points à l’infini et 
celle des points imaginaires sont absolument nécessaires pour 
assurer la généralité de cette proposition. 

On fait un raisonnement identique pour établir la constance 
du nombre des points d’intersection d’une droite et d’une courbe 
algébrique plane. 

Remarque. — La démonstration précédente suppose que M 2 ne soit 
pas situe sur la surface ; si la droite n’appartient pas tout entière à la 
surface, elle la rencontre en un nombre fini de points (conséquence 
delà théorie de l’identité) et alors ce choix de M 2 est toujours possible. 
Pour que la démonstration précédente soit valable, il sulïit donc de 
supposer que la droite ne fasse pas entièrement partit» de la surface ou 
de la courbe. Remarquons enfin que la théorie de l’identité des 
polynômes nous conduit encore au résultat suivant : 

Pour qu'une droite appartienne entièrement à une surface algébrique, 
ou à une courbe algébrique dont le plan la contient, il suffit que le 
nombre de ses points communs avec la courbe ou la surface dépasse 
d'une unité le degré de l'équation représentant cette courbe ou cette 
surface. 

Au degré de cette équation, on donne le nom d'ordre de la courbe 


( 4 ) Pour une racine A de l’équation (2), les quantités X t -h AX 2 , ..., ne 
sont pas nulles toutes les quatre, car nous avons implicitement supposé que* 
Mj et M 2 sont distincts. 
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plane ou de la surface. A cause de la signification que nous venons 
d’indiquer, il est clair que ce degré reste inaltéré lorsqu’on fait une 
transformation d’axes fie coordonnées. Cette propriété peut d’ailleurs 
se vérifier directement ; nous invitons l’élève à faire cette vérification, 
à titre d’exercice, en parlant de ce fait que les formules de transfor¬ 
mation sont linéaires. 

11 est manifeste que la notion d’ordre nous fournit le point de départ 
d’une classification naturelle des courbes planes et des surfaces algé¬ 
briques. Lorsque l’ordre est 1, on obtient la droite et le plan. On 
éludiera ensuite les courbes d ordre % puis 3, 4, ... etc... 

45. Cas de décomposition. — Nous avons vu qu’un polynôme 
à une variable, de degré m, est le produit de m facteurs linéaires. 
La même propriété n’est pas vraie, en général, pour des poly¬ 
nômes à plusieurs variables. Étant donné un polynôme à deux 
variables f(x, y ), ou à trois variables f(oc , y, s), ayant pour 
degré m, il est en général impossible (*) de l’écrire sous la forme 
d’un produit de polynômes de degrés moins élevés : on dit alors 
que le polynôme donné est indécomposable, et on applique la 
même épithète à la courbe ou à la surface algébrique obtenue en 
l’annulant. Supposons, par contre, qu’à titre exceptionnel, le 
polynôme donné puisse s’écrire 

/O. y) — iï( x < y)fï. x , y) ••• /î (*, ,y)> 

OU 

/■(*. y> z ) = f°( x > .y- *)/§(*» .y. s ) iï( x > y. z ). 

étant entendu que f u f ly ... , f q sont des polynômes indécompo¬ 
sables. 

Pour qu’un tel polynôme soit nul, il faut et il suffit que l’un de 
ses facteurs le soit. Donc nous pouvons dire : en l’annulant, nous 
obtiendrons une courbe ou une surface décomposée, en 

fi = 0, à l’ordre de multiplicité oc, 

h = o, - P, 


Ne pourrait-on pas exclure ces courbes et ces surfaces décom- 


(*) L’élève verra immédiatement que a* 2 -f- y/ 2 — R 2 ne peut pas être égalé 
au produit de deux facteurs du premier degré. 
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posées, dont l’étude se ramène à celle d’un certain nombre 
d’autres courbes ou surfaces indécomposables ? 11 convient de les 
conserver, si l’on veut conserver toute la généralité de certaines 
théories. Donnons-en dès maintenant un exemple : 

Toute section plane dune surface d'ordre m est une courbe 
d'ordre m . 

Pour établir ce théorème, on peut se borner, d’après ce qui 
été dit au n° 38, à considérer le cas où le plan est à distance 
finie. Prenons-le alors pour plan xOy. Il suffit de faire Z = O 
dans l’équation homogène de la surface pour obtenir le résultat 
annoncé (*). Mais il est clair que la nouvelle équation 

F(X, Y, 0, T) = 0 

pourra représenter une courbe, formée d’un certain nombre 
d’autres lignes, de degrés moins élevés, et intervenant chacune 
avec un certain ordre de multiplicité. La considération de telles 
courbes algébriques est donc indispensable à la généralité du 
théorème actuel. 

Ces considérations nous conduisent à regarder deux courbes 
algébriques comme identiques si une droite quelconque les coupe 
aux memes points, avec le même ordre de multiplicité. Il est 
clair, en effet, qu’au point de vue où nous nous plaçons, il nous 
est impossible de dire que les deux équations 

fi(x, y)[£x, y) = 0 et f%x, y)f>(x, y) = 0, 

où fi et /à sont supposés indécomposables, représentent la même 
courbe : cela serait absolument contraire à la notion d'ordre. A 
partir de la définition qui précède, démontrons maintenant un 
théorème important : 

Théorème. — Pour que deux équations algébriques 
f(x, y) = 0 et g(x } y) = 0 

O Si l’on néglige de prendre des coordonnées homogènes dans ce genre de 
questions, on peut très bien être conduit à des résultats qui semblent mettre 
le théorème précédent en défaut. C’est ainsi qu’on trouverait une droite pour 
section par le plan xOy de la surface du second ordre x = yz. Ceci montre 
une fois de plus la nécessité de considérer Jes éléments à l’infini 
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représentent la même courbe, il faut et il suffit qu’on ail, en 
désignant par X un nombre constant, l’identité suivante : 

g(x, y)~lf(x, y). 


La condition os! évidemment suffisante. Montrons qu’elle est néces¬ 
saire. Si f = 0 et o = 0 représentent la même courbe, en coupant par 
la droite a? = «r 0 , nous obtenons, quel que soit # 0 , deux équations en y 

ri) — o. i/Oo» y) — o, 

qui doivent avoir les mêmes racines. Donc, quel que soit x 0 , le 

quotient tS OUs i-J Ü sera indépendant de y. Nous aurons donc nécessai¬ 
re V) 

rernenl une identité de la forme 


r, y ) _ 

/'(•T, ?/) ' 


f(.r) ; 


en donnant à y une valeur ?/ 0 , nous démontrerons de même que 
^ no dépend pas de .??, et, par suite, se réduit à une constante X. 

(C. q. f. d.) 

La théorie cjue nous venons de développer pour les lignes planes 
s’étend immédialement au cas des surfaces algébriques. Deux surfaces 
décomposées ne sont identiques que si les différents facteurs sont 
affectés des mêmes exposants dans les décompositions des premiers 
membres. 


Remarque. — Si une droite fait tout entière partit' d’une courbe 
algébrique plane représentée par l’équation homogène 

F(X,Y,T) = 0, 

celle-ci se décompose, et, en supposant que la droite ait pour équation 
AX -b RY-f- CT = 0, 
on peut écrire une identité de la forme 

F(X, Y, T) (AX -q- RY 4 - CT)f.(X, Y, T). 

Nous laissons au lecteur le soin d’établir cette identité, en se plaçant 
dans le cas, auquel on peut toujours se ramener, où la droite consi¬ 
dérée est Y = 0. 

Par contre, le fait qu’une droite est tout entière sur une surface 
n’indique pas que celle-ci se décompose. La surface définie en coor¬ 
données non homogènes par 

.r — yz = 0 
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est indécomposée. Tout plan parallèle A xi)y ou xi)z la coupe suivant 
une droite. 

46. Cônes. Faisceaux plans de droites. — Un cône est, 
par définition, le lieu des droites issues d’un point fixe et 
s’appuyant sur une courbe fixe. 

Théorème. — Toute équation 
(0 y, z)=r-0 

dont le premier membre est homogène en y, z représente un 
cône ayant pour sommet Vorigine . 

En effet, considérons la section (G) de cette surface par le 
plan z = -f-1. Elle est définie par les deux équations 

(G) z = F(a?,y, 1) = 0. 

Soit m(x, y, 1) un point de la courbe (C). A cause de l’homo¬ 
généité, tout point M(X, V, Z) de la droite O m est sur la surface. 
Inversement, si un point M est sur la surface, la droite OM perce 
le plan z = -b 1 en un point de la courbe (G). La surface est 
donc le lieu d’une droite, issue de O, et assujettie à rencontrer 
une courbe du plan s = ~f 1. C’est donc bien un cône de 
sommet O. 

Dans le raisonnement précédent, nous avons regardé X, Y, Z 
comme les coordonnées non homogènes du point M, mais il est 
évident que l’équation (1) reste la meme en vertu de son homo¬ 
généité, que les coordonnées adoptées soient elles-mêmes homo¬ 
gènes ou non. 

Suivant les cas, nous pourrons regarder l’équation (1) comme 
l’équation d’un cône, ou comme l’équation homogène d’une 
courbe plane : si nous l’écrivons alors 

(l bl8 ) F(X, Y, Z) = 0, 

Z jouera le rôle de variable d’homogénéité. 

Chaque proposition de la théorie des courbes algébriques 
planes donne par suite naissance à une proposition relative aux 
cônes algébriques, qui est un second mode d’interprétation géo¬ 
métrique du même fait algébrique. Associons à l’équation (1) 
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celle d’un plan passant par l’origine 

(2) \x -f- Ry -hC: = 0. 

Si nous écrivons cette équation sous la forme 

(2 1>is ) AX -f- BY H- CZ = 0, 

elle représente une droite (en coordonnées homogènes) coupant 
la courbe (l bis ) en n points. Nous en déduisons le résultat sui¬ 
vant : 

Le cône (1), d’ordre n, est coupé par un plan passant par 
son sommet suivant un système de n droites . 

Les nombres qui nous représentaient les coordonnées homo¬ 
gènes d’un point commun a la courbe et à la sécante, sont deve¬ 
nus les paramètres directeurs d’une droite commune au cône et 
au plan sécant mené par son sommet (comparez n° 36). 

Toute autre section plane de ce cône sera, d’après une propo¬ 
sition plus générale relative à toute surface algébrique d’ordre n, 
une courbe d’ordre n. Inversement, le cône ayant pour sommet 
un point O et pour base une courbe algébrique au plan de 
laquelle O est extérieur, a meme ordre que cette courbe. De tout 
cela il résulte que l'ordre d’une courbe algébrique plane se 
conserve par perspective : ce fait est extrêmement important, il 
met en lumière l’identité de propriétés de ces courbes aux points 
à distance finie d’une part, aux points à l’infini d'autre part ; ou 
du moins des propriétés qui se conservent par la perspective, et 
auxquelles nous donnerons plus tard le nom de propriétés pro¬ 
jectives : l f ordre est donc lui-même une propriété projective. 

Revenons à la section d’un cône de sommet O par un plan 
contenant ce point et supposons que ce plan soit justement xOy. 
En faisant z = 0 dans l’équation (1), nous obtenons une équation 
algébrique homogène en x , y , et inversement toute équation 
homogène en #, y peut être regardée comme provenant de l’an¬ 
nulation de 2 dans une équation algébrique homogène en x,ÿ,s. 
D’où le théorème suivant : 

Toute équation algébrique 

A*. y) = U, 



ORDRE d'ïJNE COURBE PLANE OU D ? UNE SURFACE ALGÉBRIQUE 109 

homogène et de degré n en x et y, représente , dans le plan 
xOy, un faisceau de n droites passant par l'origine. 

Comme exercice, l’élève retrouvera cette proposition directe¬ 
ment. Nous le prions également de traiter la question suivante : 

On donne l’équation 

(3) A# 2 - 4 - ù 2B.t jy -h O y 2 — 0, 

qui représente deux droites issues de O. Former l'équation aux coeffi¬ 
cients angulaires t', t" de ces droites, et montrer que la condition 
d’orthogonalité est A-f- C = 0. Former aussi l’équation donnant les 
coefficients angulaires O 7 , 0" des deux bissectrices des angles formés 
par ces droites, en partant de la relation 

0 7 0 f = — 1 

et de la relation qui exprime l’harmonicité des points de rencontre 
delà droite x — -t-1, avec ces bissectrices d’une part et les droites 
du faisceau (3) d’autre part, soit 

2(Û 7 0" -h Vf) = (t* -h fX0' ~h 0"). 

Former l’équation du faisceau de ces bissectrices. 

On trouvera 

(A — C )xy -+- B(?/ 2 — x 2 ) = 0. 

Quand A, B, C sont réels, ces bissectrices le sont elles-mêmes, alors 
que les droites du faisceau (3) pourraient être imaginaires conjuguées. 



CHAPITRE IV 


PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES LIGNES ET DES SURFACES 
DE LA GÉOMÉTRIE RÉELLE (’) 


I. — Courbes planes définies par une équation 

.y - /•(*)• 

47. Tangente en un point. — Soit la courbe y — f(x), et M ( x y y) 
un point de cette courbe; si f(x) a une dérivée , la courbe ad¬ 
met en M une tangente, dont le coefficient angulaire est f'(x). 
L'équation de cette tangente est donc 

0) Y -y = # y'(X — x), 

en appelant X et Y les coordonnées courantes d'un de ses points. 
Nous nous bornons à rappeler l’énoncé de cette proposition, qui 
a été établie en algèbre dès que la dérivée a été définie. A titre 
d’exercice, nous proposons à l’élève de démontrer le résultat sui¬ 
vant, commode dans certaines applications : 

Si la courbe y = f(x) passe par l’origine, le coefficient an¬ 
gulaire de la tangente en ce point est la limite vers laquelle 

tend lorsque x tend vers zéro. 

Normale. — De ce qui précède, il résulte que le coefficient 

0) Tonies les formules de ce chapitre, h l’exception de celles qui font inter¬ 
venir la normale à une courbe ou à une surface, s’appliquent inditïéremnient 
en coordonnées rectangulaires ou obliques. 
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\ 

angulaire de la normale en M est-- Nous pouvons donc 

y 

écrire l’équation de cette droite sous la forme 
(2) X — æ-hy'(X — y) = 0. 


Sous-tangente, sous-normale. — 


y 

M 

yf 


T 0 

F 

» N x 


La valeur de PT est celle que 
quantité’X —-x lorsqu’on fait Y = 
le même mécanisme, au moyen de 



Soient T et N les points de 
rencontre de la tangente et 
de la normale en M avec O# ; 
P la projection de M sur cet 
axe. Par définition, nous 
donnerons à PT le nom de 
sous-tangente , à PN celui 
de sous-normale. 
prend dans l’équation (1) la 
0. Celle de PN s’obtient par 
l'équation (2). On trouve 

P N = y g'. 


48. Concavité, convexité, inflexion. Théorème. — Si 
en tout point dam arc AjA 2 de ta courbe, la fonction f(x) ad¬ 
met une dérivée seconde positive, cet arc est, par rapport à 
chacune de ses tangentes, situé tout entier du coté des y positifs. 
Ln effet, soient M 0 ( t r 0 , yf) un point de l’arc A t A, et M 0 T 0 la 

tangente correspondante. 
La fonction f'(x) — f(xf) 
a pour dérivée f"(x ), qui 
est positive dans tout 
l’intervalle a A a 2 . Donc 
cette fonction est crois¬ 
sante; s'annulant poura* 0 , 
elle est négative avant, 
positive après. Donc la 
fonction 

b (x) = f(x) f(x 0 ) (x — x 0 )f'(xo), 
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qui admet pour dérivée f'(x ) — f'(x 0 ), est décroissante avant x Q 
et croissante après. Comme elle est nulle pour x or elle est posi¬ 
tive avant et après cette valeur dans tout l'intervalle Géo¬ 
métriquement, cela signifie que, par rapport à la tangente M 0 T 0 , 
l’arc A j A .2 est entièrement situé du côté des y positifs (C. q. 

r. d.). 

C’est ce qu’on exprime en disant que l’are AiA 2 tourne sa con¬ 
cavité vers les y positifs. On démontre de meme que si f"(x) 
est négatif en tout point de l’intervalle a t a 2 , l’arc A t A 2 est situé, 
par rapport à chacune de ses tangentes, du côté des y négatifs; 
on dit qu’il tourne sa concavité vers les y négatifs. 

On appelle point cV in flexion un point où la concavité change 
de sens. Supposons que, le long de la courbe y = f(x), il existe 
une dérivée seconde continue et n’admettant que des zéros isolés. 
Les points d’inflexion seront ceux pour lesquels f"(x) s’annule 
en changeant de signe. 

Supposons que pour x 0} f"(x) s’annule. Pour savoir s’il y a 
changement de signe, supposons que la fonction f(x ) soit déve¬ 
loppable par la formule de Taylor, et que l’on ait 

f"(x 0 ) — f'"(x 0 ) = ••• = f (p ~'\x o ) = 0, avec f w (x 0 ) ¥= 0. 

Nous aurons 

Pour des valeurs de x voisines de x 0 , le second membre a le 
signe de son premier terme. Donc dans ce cas, pour qu’il y ait 
inflexion, il faut que f"(x 0 ) soit nul et que parmi les dérivées 
d’ordre dépassant deux, la première qui ne s’annule pas pour x 0 
soit d’ordre impair. 

49. Branches infinies, — On dit qu’une branche infinie de 
courbe admet une direction asymptotique A, si la droite AM, qui 
joint un point fixe À à un point M de cette courbe, tend vers une 
parallèle à A quand M s’éloigne indéfiniment sur la branche. 
C’est là, manifestement, une propriété de la branche, indépen¬ 
dante de la manière dont le point A est choisi. 
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Ou dit qu’une branche infinie de courbe admet pour asymp¬ 
tote une droite D si la distance d’un point M de la courbe à cette 
droite tend vers zéro quand M s’éloigne indéfiniment sur la 
branche. L’existence d’une asymptote implique celle d’une direc¬ 
tion asymptotique, mais l’exemple de la courbe y — sin x, qui 
admet pour direction asymptotique Ox, nous montre déjà que la 
réciproque n’est pas vraie. 

Pour obtenir une branche infinie d’une courbe y = f(x ), il 
faut supposer qu’une au moins des deux coordonnées devienne 
infinie. Distinguons deux cas. 

l tr cas : Une seule des coordonnées devient infinie. — Suppo¬ 
sons, par exemple, que y 
croisse indéfiniment quand 
x tend vers une valeur 
finie x 0 : la courbe est 
alors asymptote à la 
droite x = x 0 . En effet, le 
segment 

x — x 0 z= NM, 

de l axe x x x { mené par M parallèlement à Oæ et dans le meme 
sens, tend vers zéro quand M s’éloigne indéfiniment, ce qui est 
bien conforme à la définition de l’asymptote. 

Réciproquement, si une branche de la courbe est asymptote 
à x = x 0l le point M s’éloigne indéfiniment quand x tend 
vers #o et, par suite, la valeur absolue de f(x) augmente indé¬ 
finiment. 

En résumé, pour obtenir les asymptotes parallèles à Oy, on 
cherche les valeurs finies de x qui rendent f(x ) infinie. Le signe 
de f(x) dans le voisinage d’une telle valeur fournit la disposition 
de la courbe par rapport à l’asymptote correspondante. 

De même, pour voir s’il existe une asymptote parallèle à O#, 
on cherchera si, x croissant indéfiniment, f(x) tend vers une 
limite finie y 0 . Il est manifeste que la courbe sera alors asymp¬ 
tote à la droite y = y 0 . Si f(x ) n’est pas une expression ration- 

Bouligànd. — Oéom. anal. q 
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nelle, il pourra y avoir lieu de distinguer le cas où x croît indé¬ 
finiment par valeurs positives et celui où il croît par valeurs 
négatives. 

2 e cas : x et y deviennent simultanément infinis. — 1° pour 

que la courbe possède une direction asymptotique de coefficient 

angulaire c, il faut et il suffit que ^ tende vers le nombre e, 
quand \x\ croit indéfiniment. 

Supposons que la courbe admette la direction asymptotique 
y = ex. Soit M un point de la courbe, de coordonnées x et y. 

Le coefficient angulaire de OM est^-- Si la droite OM tend vers 

x 

la droite y = ex , c’est que tend vers e . Réciproquement, 

x 

si IL. tend vers c y OM tend vers y = ex , qui nous représente bien 
x 

une direction asymptotique. 

Remarquons que si ^ augmente indéfiniment, nous en con- 

x 

cluons que OM tend vers Oy, ou que la courbe admet Oy comme 
direction asymptotique. 

2° Pour qu’une branche de courbe , admettant la direction 
asymptotique y = ex, possède une asymptote, il faut et il suffit 
que y — ex tende vers une limite finie d quand\x\ croît indé¬ 
finiment; l’asymptote est alors la droite 

y = ex + d. 

En effet, dire que la droite y—ex — d — 0 est asymptote, 
c’est dire que la distance à cette droite d’un point de la courbe 
tend vers zéro quand |æ, croît indéfiniment. Or, cette distance 
est 

f(x) — ex — d 

vT+c* 

11 faut donc que le numérateur tende vers zéro, ou encore que 
y — ex tende vers d. 

Réciproquement, si f(x ) — ex possède une limite finie </, la 
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différence f(x ) — ex — d tend vers zéro ; il en est donc de même 
de la distance précédente. 


Remarques. — I. D'après l’élude, faile au n° 45, du signe du premier 
membre de l’équalion d’une droite, on déduira la position de la courbe 
par rapport à l’asymptote du signe de 

f(x) — ex — /. 


II. — Si 
poser 


la courbe y = f(x) admet l’asymptolc y = ex - 4 - d, on peut 
ex —f— d —{-■ ü)(x). 


<»(x) étant une fonction de x qui (end vers zéro lorsque |a?| croît 
indéfiniment. Supposons plus généralement que, pour des valeurs 
de x de très grand module, on puisse écrire 

f(x) = \\x) - 4 - o>(.T), 

P(æ) étant un polynôme entier et t»(x) une fonction tendant vers 
zéro, comme précédemment. Généralisant la notion d’asymptote, 
nous dirons que la courbe y = f(x) est asymptote à la courbe y = V(x) ; 
en général, la seconde pourra être rapidement construite et permettra 
de préciser le tracé des parties éloignées de la première. 

Dans de nombreuses applications, il est possible de développer 

4 

w(.r) en une série oui 1 ère en -, sans terme constant: 

x 


*>(*) = 



a 2 

x~ 


_l_ . . . 


Exercices. — 4° Etudier le cas où f(x ) est une fraction rationnelle 
Appelant p et q les degrés du numérateur et du dénominateur, 
justifier les résultats du tableau suivant : 
p < q : l’axe ().c est asymptote, 

p r= q : une asymptote parallèle à (),??, j effectuez 

p -- q ~ f- 4 : une asymptote rectiligne non parallèle à O.r, f la division 

p > q -4- 4. : pas d’asymptote rectiligne non parallèle k ()y. 

Les asymptotes parallèles à Oy sont fournies par les zéros du déno¬ 
minateur. 

2° Étudier les branches infinies de la courbe 


?/ =j[/.r* - 4 - -h 2 — [/x 2 - 4 - 2 .r -b 3. 
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On cherche un développement de y valable pour les grandes valeurs 
de \ x\. Supposons d’abord x > 0. Nous avons 



La parenthèse se ramène, pour \x\ 1res grand, à une série entière 

en—, qu’on calcule en appliquant la formule du binôme, ce qui 
x 

donne * 


1 4- i + 


2 \i_ 




JL. 

3,?; 3 


d’où 






X 


X 2 


; ~f~ ' 


y = —. 1 4 - 



La courbe est donc asymptote à la droite ?/ = — 1. tën outre, pour 

q 

des valeurs très grandes de y-4-1 est du signe de c’est-à-dire 

3,r 2 

positif, donc pour ces valeurs, la courbe es! au-dessus de son 
asymptote. 

Si x est négatif, il faut écrire 


y ^ 


x 


3_ 

X 2 



3\f 
*7 \ 



ce qui donne, pour les pre¬ 
miers termes du développe- 
ment de y, 

y'= ±t + 1 + A 4- 

X 

Du côté des x négatifs, la 
courbe est donc asymptote à 
la droite y — ^x- 4-1 et au- 
dessous. Comme exercice l’é¬ 
lève parachèvera l’étude de 
la courbe, et montrera, en 
particulier, qu’elle est tout 
entière au-dessous de Oæ. 
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II. — Courbes planes définies paramétriquement. 


50. Deux équations 


«=/( 0 . y = 

définissent dans le plan xOy une courbe, qui est le lieu des points 
tels que ces équations admettent au moins une racine commune 
en t . Donc, Véquation de celte courbe s'obtient , sous la forme 
F(pc 7 y) = Q, par l'élimination du paramètre t. En posant 
t = cp(0), où cp désigne une fonction continue quelconque, on ob¬ 
tient une autre représentation paramétrique de la meme courbe ; 
en particulier, un cercle de centre ( x 0y t/ 0 ) et de rayon R pourra 
se représenter indifféremment sous l’une des deux formes 


eu 


rj l —P , 21 il 

R y=y »ï+p - 


.r = ,r 0 -f~ R cos ô, y = t/ 0 R sin 0. 


La signification géométrique des paramètres t et 0 est donnée, 

dans cet exemple, par 



Ô = (O*, wM), 


t= = tg 


_ 6 _ 
2 ‘ 


Lorsque x et y sont 
des fonctions finies, con¬ 
tinues et périodiques du 
paramètre /, le lieu du 
point (r, y ) est une 
courbe fermée . 


51. Tangente et normale en un point. — Soit M 0 le point fourni 
par la valeur t 0 du paramètre ; lorsque h tend vers zéro, le 
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point M, fourni par / 0 -4- h, tend vers M 0 . L’équation delà droite 
MM 0 peut s’écrire 

X — /(/ o)_ = _ y - jgr(/o)_ 

T — AMJ \ fsrC'o -+- h) - g(J 0 )\ 

Si, pour t„, / et g ont des dérivées, les dénominateurs de nos 
rapports, qui représentent les paramètres directeurs de M 0 M ten¬ 
dent vers f'(t 0 ) et g\i^) ; si ces deux dérivées ne sont pas simul¬ 
tanément nu lies, nous pouvons dire que M 0 M tend vers une posi¬ 
tion limite. Il y a donc alors une tangente en M 0 , dont les 
paramètres directeurs sont / v (f 0 ) et <7.'(/ 0 )- 
L’équation de cette tangente peut donc s’écrire 

x / _ y y(,t o) 

fV«) 9V0) 

Celle de la normale en M 0 sera par suite (en axes rectangulaires) 

f ,x ' — -i- [.y — flf(*o)]gr'(M — <>• 


Remarque. — Quand on a simultanément 


/'(<<») = </'('«) = «, 

il convient, dans chaque cas particulier, d’étudier soigneusement 
la forme de la courbe au voisinage du point M 0 . 

Supposons que / cl g soientdéveloppables suivant les puissances de 
t — < 0 , et soit en général 

* ~ Kl o) = «p(< — <o) p -H <’r - ,(/ - <„)'> ' 1 H-, 

V !)(.t o) — b fit <„)e H- bp h- — t 0 )P + 1 -|- • • •, ( p 2) 

I un au moins des nombres o,, cl 6 P n’étant pas nul. Lorsque t — t 0 
tend vers zéro, les quantités ,e - /(*„) et y — g(t„) sont «tes infiniment 
petits, dont le rapport tend vers zéro, vers une limite finie ou croit 
indéfiniment. 11 y a donc une tangente en M # , et elle admet a,, et b p 
pour paramètres directeurs. 

Coda posé, si pour nouveaux axes nous prenons la tangente et la 
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normale en M 0 , les formules de transformation seront 

X = a ^ X — 1^-°! 1 M y ~~ g( to) I 

[/ af> H- bp 

Y __ y* —'VXO] —_«/)[y - gOfo)j. 

H - 

le cas le plus fréquent est celui de p = 2. Alors, X commence par un 
terme en (£ — l 0 ) 2 : il y a un minimum pour £ = t Q . La courbe repré - 
sentative présente, alors un rebroi'&sement (‘)- H en est de même toutes 
les fois que p est pair, X conservant son signe lorsqu’on franchit £ 0 . 
Par contre, si p est impair, X change de signe lorsqu’on dépasse t 0 : 
il n’y a donc pas rebroussement. 

52. Points multiples. — Si par un point il passe deux 
branches de courbe, on dit que ce point est un point double. De 
tels points, s’il en existe, s’obtiennent en cherchant les systèmes 
de nombres distincts t i et / 2 , tels qu’on ait à la fois 

(0 /•(/,) = ACO, <700 = ffOù- 

Inversement, soit t [, t’, une solution du système (1), telle (juc l’on 
ait 

t\-t\¥- 0; 

deux cas peuvent se présenter: 

1° Lorsque h tend vers zéro, les deux équations 

(-2) M + /0 = /(0, 9 (t[ + k) = g{i) 

n’ont de racine commune en £, autre que £[-f-//, que pour h = 0, 
valeur pour laquelle elles admettent une autre racine commune t',. 
Le point considéré est effectivement un point double ( 2 ). 

2° Dans les mêmes conditions, si les équations (2) possèdent, pour 
toutes les valeurs de ft de valeur absolue inférieure h un nombre 


( 4 ) Toutefois, il pourrait arriver ceci : lorsque t franchit en croissant la 
valeur / 0 , le point correspondant rebrousse chemin sur Tare même qu’il vient 
de décrire pour les valeurs de l précédant t 0 . On a un exemple de cette cir¬ 
constance en prenant 

x — cos t, y — cos 2/, t 0 = 0. 

( 2 ) Si pour h = 0 les équations (2) admettaient n — 1 racines communes 
< 2 , U distinctes de t ly le point considéré, croisement de n branches de 
courbe, serait un point multiple d’ordre n. 
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fixe, une racine distincte de c’est que Parc entourant 

le point considéré et fourni par les valeurs du paramètre qui avoisi¬ 
nent t[ est décrit au moins une autre fois: en effet, cet arc est encore 
obtenu par les valeurs du paramètre qui avoisinent ti ( 4 ). 


Exemple. — La courbe 

x = sin f, 


y 


_sin t 

\ -h cos t 


nous offre la réunion des deux circonstances précédentes. Formons 
sur cet exemple le système (1). 

Si nous choisissons arbitrairement t { , nous pouvons trouver une 
infinité de valeurs t 2 , distinctes de t i et vérifiant le système (1). Toutes 
ces valeurs t 2 sont de la forme en appelant n un entier qui 

n’est pas nul. Ceci ne nous fournit pas de point double, mais nous 
montre que, t variant de — oc à q- oo, notre courbe est décrite une 
infinité de fois; on la décrit entièrement, une fois en faisant varier 
t dans un intervalle (l'amplitude iiz. 

Cherchons alors si le système (1) du cas actuel admet des solu¬ 
tions telles que t i — t 2 ne soit pas multiple rie °2~. Les quantités sin t i 
et sin t 2 étant égales, il devient nécessaire que cos t i diffère de eos t 2 . 
En vertu de la deuxième équation, il faut donc que l’on ait 

sin == sin t 2 = 0. 

On'pcut prendre = 0, = rc, et on reconnaît que ces valeurs four¬ 

nissent bien un 
point double de la 
courbe, situé à l’ori¬ 
gine. 

Comme exercice, 
nous proposons à 
l’élève de construire 
cette courbe, en 
étudiant les varia¬ 
tions simultanées de 
x et y en fonction 
de t : nous deman¬ 
dons aussi de déter¬ 
miner les tangentes 

en O, en recherchant ce que devient le rapport lorsque t tend, 
soit vers zéro, soit vers n . 



0) Nous laissons ici de côté le cas où le point fourni par les valeurs t{ et 
t» serait un point limite d une suite infinie de points doubles. 
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53. Branches infinies. — Elles proviennent des valeurs, 
finies ou infinies, de t, pour lesquelles l’une au moins des deux 
coordonnées devient infinie. Une seule des deux coordonnées 
peut devenir infinie, l’autre tendant vers une limite finie ; on ob¬ 
tient alors une asymptote parallèle à l’un des axes. Sinon, on 

forme le rapport ^ : s’il a une limite c, la branche considérée 
x 

admet une direction asymptotique de coefficient angulaire c. 
On forme alors y — ex : suivant qu’il possède ou non une limite, 
il y a ou non une asy mptote correspondante. Lorsque cette limite 
existe et a pour valeur g?, l’asymptote est 

y — ex — d = 0 ; 

le signe de la fonction 

9(0— c f(.0— d 

fait connaître la disposition de la courbe par rapport à l’asymp¬ 
tote. 


Exemple. — Appliquer celte méthode à la courbe 


J 3 — t 2 -f- 2 


Lorsque l lend vers — i, x tend vers zéro et | y | croît indéfiniment. 
La courbe est donc asymptote à Taxe ( )y . La valeur t = 0 fournit de 
meme l’asymptote y = — t. Enfin, lorsque | t | croît indéfiniment, il 
en est de même de | x | et | y |. Nous avons 


y_ _ t 3 — 1 t 

x t 3 — f 2 + °2 t -h 1 


«Cette quantité tend vers 4. Formons 

v _ x ^ t 2 - 4- SX*- K l ) = t 2 -‘M — S . 

*(* + !) *(* + î) ’ 

le second membre tend aussi vers 1. Donc nous avons l’asymptote 

y = x- 4 - 1 . 

A titre d’exercice, l’élève construira la courbe, qui a la forme indi- 
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quée par la ligure ci-dessous. 11 montrera que le point à l’infini sur 
l’asymptote y = x -f-1 est un point de rebroussement. 



III. — Courbes planes, en coordonnées polaires. 

54. Lorsqu’une courbe est définie par son équation en coor¬ 
données polaires 

p=/■<«). 

on en possède immédiatement une représentation paramétrique 

x — f(<n) cos (o, y = f(i co) sin to. 

On pourrait donc se dispenser d’une étude nouvelle ; cependant, 
nous présenterons, relativement aux propriétés et à la construc¬ 
tion de ces courbes, quelques résultats très importants pour les 
applications. 

Pour diverses questions, il est utile de savoir écrire l'équation 
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polaire d’une droite . Cette équation est de la forme w = c te 


lorsque la droite passe par le pôle 



Sinon, abaissons du pôle la 
perpendiculaire OP sur la 
droite et appelons (a, p ) un 
système de coordonnées po¬ 
laires du point P. L’élève 
établira que l’équation de la 
droite est 

p COS (o> — a) = p . 

Inversement, nous lui pro¬ 
posons de montrer que toute 
équation de la forme 


- = A cos t») -I- B sin (o (A 2 ~f~ B 2 ^ 0) 
P 


représente une droite qui ne passe pas par le point O. 


55. Tangente à une courbe : sous-tangente et sous-normale 

polaires. — Soit la courbe 



P -=/■(«), 

et le point M 0 de cette courbe 
dont les coordonnées po¬ 
laires sont (o) 0 , p 0 ). Consi¬ 
dérons l’axe OX tel que 

( [Ox, OX) = (o 0 . 

Menons un deuxième axe 

OY tel qu'on ait ) 

^ -- T 

(OX, OY)’== ; 

mi 


cet axe rencontre la tangente et la normale en M 0 en des points 
T et N. Par définition, on appelle sous-tangente et sous-normale 
polaires les ordonnées des pointsT et N dans le système d’axes 
OX, OY: 

OT = sous-tangente polaire, ON = sous-normale polaire. 
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Pour les obtenir, cherchons d’abord l'équation de la tangente 
en M 0 . Laissons au lecteur le soin d’établir que toute droite issue 
de M 0 a une équation de la forme 

11 , 

(1) — = — cos (io — o>o) -4- X sin (w — (o 0 ). 

P po 

Si nous remplaçons dans cette équation p par nous obtien¬ 

drons l’équation donnant les angles polaires qui correspondent 
aux points de rencontre de la droite et de la courbe. Celle-ci doit 
admettre (o 0 pour racine double. Or pour <o = <o fl , la dérivée du 

premier membre se réduit à 
à X. Donc, nous avons 



Pour avoir ÜT, faisons alors, dans l’équation (1), 


[>> /•(«)]-: 


celle du second 



0) -ü)() = 

7T 

2 

il vient 




1 _ 

t 

J&L, 

et, par suite, 

ÔT 

d l 

r'o 

On en déduit aisément 

OT = - 

Â. 

_/ 

ro 


on = 


Remarque. — Si p 0 est nul, la courbe passe par le pôle. Il 
résulte de la définition de la tangente que la tangente au point O 
à l’arc de courbe fourni par les valeurs de to voisines de w 0 est 
le rayon vecteur w = w 0 . 


56. Directions asymptotiques et asymptotes rectilignes. — 
Pour que le rayon vecteur w = t*> 0 fournisse une direction 
-asymptotique de la courbe 
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il faut et il suffît que |p| croisse indéfiniment lorsque <*> tend vers 
(Oq, Ceci s’aperçoit immédiatement en se reportant à la définition 
d’une direction asymptotique (n° 49). 

Supposons cette condition remplie : s’il existe une asymptote 
parallèle à la droite w = io 0 , nous la déterminerons en faisant 
connaître la valeur algébrique de OP, comptée sur l’axe 

w = o) 0 H-~-> P désignant le point où l’asymptote rencontre cet 

axe. Appelons OX l’axe fourni par w — w 0 , OY celui qui corres¬ 
pond à 

7C 

co = co 0 -f- 2 • 


Dans le système d’axes OX, OY, les coordonnées cartésiennes 

d’un point de notre courbe sont 

X = f(i o) COS (to — co 0 ),' 

Y — /■(*>) sin (<o — co 0 ). 

Pour savoir si la courbe admet 
une asymptote parallèle à OX, il 
suffit de chercher si Y possède une 
limite quand jX| croît indéfiniment, c’est-à-dire lorsque <o tend 
vers t») 0 . Ainsi, nous pouvons énoncer la proposition suivante : 

Pour qu’il y ail une asymptote parallèle à <o = <o 0 , il faut 
et il suffit que le produit 



p sin (w — (♦>(,) 

tende vers une limite quand <o tend vers (»> 0 . Si elle existe , elle 
donne la valeur de OP et , par suite , détermine l’asymptote. 


57. Généralités sur la construction des courbes en 
coordonnées polaires. — Tout se ramène à l’étude des varia¬ 
tions de la fonction 

p=/"(“)• 


Si elle n’est pas périodique, il faut en général faire varier to de 
— oo à - 4 - oo : la croissance indéfinie de l’angle polaire donne 
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alors naissance à des courbes d’aspect nouveau pour nous. Les 
plus remarquables sont les spirales, qui aiïectent des formes 
extrêmement variées : en s’enroulant, elles peuvent s’éloigner 
indéfiniment du pôle. 

Exemples : la spirale d’Archimède, p — ato + b ; 

la spirale logarithmique, p = ae mw (pour les va¬ 
leurs de to qui sont du signe de m). 

Elles peuvent aussi se rapprocher indéfiniment du pôle. 

Exemple : la spirale logarithmique , pour les valeurs de to du 
signe de — m. On dit alors que le pôle est un point asymptote. 



Au lieu de s’enrouler autour d’un point, la spirale pourra, dans 
certains cas, s’enrouler autour d’un cercle de centre O ou, plus 
généralement, autour d’une courbe fermée (extérieurement ou 
intérieurement). 

Exemples : c = a — —> p = \ -4- cos to -f- e— w , etc... 

‘ to" r 

Nous conseillons à l’élève d’étudier avec soin la forme de la 
courbe dans chacun de ces exemples. 


58. 1 jorsque p est une fonction périodique de to, appelons a sa plus 
petite période; en faisant varier o> entre deux valeurs qui diffèrent de 
a, nous obtenons un arc qui, en subissant autour de O toutes les rota¬ 
tions multiples de a, engendre la totalité de la courbe. Lorsque a est 
incommensurable avec 2 t:, il est indispensable d’envisager toutes ces 
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rotations : la courbe 

p — cos 

constituée par une rosace d’une infinité de branches, nous offre un 
exemple de cette particularité. 

Par contre, lorsque a est coimnensurable avec °2 t:, un nombre fini 
de ces rotations suffira pour donner toute la courbe. Ainsi, supposons 
que l’on ait a = u 2t: et en outre que la fonction f(r») satisfasse è la 
relation 

/*(7o- \-7z) = — /(<•>); 

dans ces conditions, lorsqu’on augmente <«> de tt, p se change en — p; 
nous obtenons un second système de coordonnées polaires du meme 
point. (l’est dire qu’il suffit de faire varier *> dans un intervalle d’am¬ 
plitude r,. 

Enfin, ici, comme dans tout problème (te construction de courbes, 
on pourra profiter de considérations de symétrie pour obtenir des 
simplifications. Cela permettra, le cas échéant, de restreindre encore 
l’intervalle de variation de w. Nous ne pénétrons pas davantage dans 
le détail, considérant que nous nous écarterions de notre but en pro¬ 
diguant à l’élève des procédés qui s’oublient assez rapidement, mais 
qu’on a vite fait de trouver, par un raisonnement simple, dans chaque 
cas particulier. 


IV. — Courbes de Pespace définies paramétriquement. 

59. Trois équations telles que 

x = fi 0. y = .7(0- 3 ^ KO 

définissent une courbe de l’espace : pour que cette courbe soit 
plane , il faut et il suffit qu’on puisse déterminer des constantes 
A, B, C, I) telles qu’on ait entre les trois fonctions /’, g , h 
l’identité 

kf(t) -hKg(t) 4- C/<0+D = 0; 

s’il est impossible de réaliser une telle identité, la courbe est 
gauche . 

60. Tangente, plan normal. — En raisonnant comme en 
géométrie plane, on établit que si au point M 0 les trois dérivées 
f'Q 0 )> 9* (^o)> A'(/ 0 ) ne sont pas toutes nulles, il y a en ce point 
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une tangente, de paramètres directeurs 

fV o), *Vo), hVo)- 

Les équations de cette droite peuvent s'écrire en général 

g —m = y ~ g(*o) ^ z — K 1 *) 

m ~ 9V o) A'('o) * 

Par suite, le plan normal en M 0 a pour équation (axes rectangu- 
laires) 

[ x /X^OJ/X^O H* [.y gWjg'Oo) -+- [s — WW = o. 

Lorsque les trois dérivées de æ, y , z par rapport à £ s’annulent au 
pointM 0 , il faut prendre les mêmes précautions qu’en géométrie plane. 
Supposons que f, g , A soient développables 4 par la formule de Taylor 
et appelons p le plus pelit entier tel que leurs dérivées d’ordre p ne 
s’annulent pas simultanément pour t~t 0 . On démontre, comme 
en géométrie plane, que la courbe admet encore au point M 0 une tan¬ 
gente ayant pour paramètres directeurs 

Wo), P^o), h(P\t 0 ); 

le point M 0 est ou non un point de rebroussement suivant que p est 
pair ou impair. 

61. Plan oscillateur. — Soit un point M 0 , pour lequel 
f r Qo)i O' (^o)> *'('o) ne s’annulent pas simultanément. Le plan 
déterminé par la tangente M 0 T 0 en M 0 et un point M de la courbe 
infiniment voisin de possède en généralune position limite 
quand M tend vers M 0 : elle constitue, par définition, le plan 
osculatear en M 0 . 

Pour en établir l’existence, supposons que /*, g, h admettent 
par rapport à l des dérivées secondes continues pour la valeur / 0 . 
Le plan de la droite M 0 T 0 et du point M a pour équation 

(1) A(x — x 0 ) -f- B(t/ — y 0 ) C(z — z 0 ) = 0, \x 0 — f(l 0 ), etc...] 

A, B, G étant liés par les deux relations 

(2) A f' ( f o)' -4- Bgr ' ( t o) ~f- Ch'(to) = 0, 

(3) A[/-(0 - /•(<„)] -4- B[sf(0 - g(ti] -+- C[A(/) - fc(/ 0 )J = 0, 

qui expriment que la direction M 0 T 0 et le point M appartiennent 
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•au plan. Appliquons aux fonctions /*, g, h la formule de Taylor. 
Il vient 

[ m - m =o -to)fv o)+ 

•'<3') | g(0 -9(0) - (t - 0)g'(0) 4- g"(0\ 

( KO - KO) = (t- 0)h'(0) + h\to, 

t u 4, k désignant des nombrescompris entre t 0 et l. En portant 
•ces valeurs dans (3) et en tenant compte de (2), on voit que les 
coefficients A, B, C de notre plan vérifient la relation 

(3") kf\t x ) + B g\k) 4- Ch"(k} = 0. 

En définitive, on peut considérer le plan de M 0 T 0 et de M comme 
déterminé par deux vecteurs d’origine M 0 et de composantes 
respectives 

f'(0), gV o), i'W, 

fVù, g"(o), h\o ); 

quand M tend vers M 0 , ce second vecteur tend, en vertu de la 
continuité des dérivées secondes,, vers un vecteur M 0 r 0 de com¬ 
posantes 

m)> gV o). 

Sous les conditions indiquées, nous trouvons donc bien une 
position limite. C’est le plan déterminé par le vecteur M 0 r 0 et le 
vecteur M 0 V 0 ayant pour composantes 

fV o). g'(o), h'(o)- 

Ceci implique toutefois une nouvelle condition : c’est que ces 
vecteurs aient des lignes d’action différentes; en supposant qu’il 
en soit ainsi, l’existence du plan osculateur est établie en toute 
rigueur. Son équation est 

(x — x 0 )( t yX — <y") -4- (y .Vo)OX — «) 

-f- (z — z 0 )(x' y" — t/X) = 

en appelante, y', z', x\ y\ z les dérivées premières et secondes 
de x , y, z par rapport à t. 

Bouligand. — Géom. anal. 


9 
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Lorsque M 0 V 0 et M 0 F 0 ont leurs lignes d’action confondues, 
les trois coefficients 


•Vu 2 0 * 0 ?/(O 


• K* 1 Z*' 


x *y o — y o^o 


de l’équation précédente s’évanouissent. L’existence d’une posi¬ 
tion limite du plan M 0 T 0 M en de tels points dépend des pro¬ 
priétés des dérivées d’ordre supérieur. 


62. Remarque. — L’équation aux t des points de rencontre du 
plan 

Kx -|- \ïy -h Cz -f- D = 0 

avec la courbe est 

(4) A/•(/) B£(0 -F C h(t) h- D = 0. 

Pour que ce plan soit oscillateur en M 0 , il faut et il suffit, en 
général, qu’il contienne les deux vecteurs M 0 V 0 et M 0 r 0 » c’est- 
à-dire qu’on ait 

Wo) Ch(t 0 ) D — 0, 

A/X'o) -d- H~ CA'(V) — 0, 

A/*"(7o) 4- o) 4~ CA'(/ 0 ) = 0. 

Or ce sont là les conditions pour que t 0 soit une racine triple de 
l’équation (4). Dire qu’un plan est oscillateur à la courbe revient 
donc à dire qu’il la coupe en trois points confondus ( 4 ). 


Application. — Ecrire l'équation générale des 'plans oscillateurs à la 
courbe 


1 > 
t — a 


r 


î 


1 — p 


\ 

t — Y 


Soit un plan quelconque 


ux -f- vy -f- wz -f- h — 0 ; 

l’équation aux t des points où il rencontre la courbe est 





1 ———|- /t = 0. 

t — y 


( 4 ) Toutefois, en se reportant à la définition du plan osculateur, on voit que 
la réciproque cesse d etre vraie pour les points M 0 où les vecteurs M 0 V 0 et 
M 0 r 0 ont la meme direction. " 
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Écrivons que cette équation admet une racine triple X, c’est-à-dire- 
qu’on a une identité de la forme 

» , » . w h h(t — X) 8 . 

t-* t-p t — T * (i _aX<-pX‘-ï)’ 

on en tire, en identifiant, 

= _à(a-XX_ r = 

(« — fï)(« — t) (P-tXP-«) 

lv= = K ï- >-) 3 . 

(r — *Xr — P) 

Donc, le plan oscillateur au point de la courbe de paramètre X a 
pour équation 

, (P—X) 3y ( T -X )»Z_ 4 = 0 

(a — fi)(a — y) ((B — y)(p — a) ( T — «Xy ~ P) 

63. Signalons une propriété qui caractérise le plan osculateur 
et qui est commode pour quelques raisonnements. Elle s’énonce 
par le théorème suivant : 

Théorème. — Le pian osculateur est la limite du plan mené 
par M 0 T 0 parallèlement à la tangente MT en un point M de 
la courbe infiniment voisin de M 0 (memes hypothèses qu’au 
n° 61). 

En effet, un tel plan a pour équation 

' A(x — Xo) -f- B (y — y 0 ) -h G (z — z 0 ) = 0, 

A, B, G étant liés par les relations 

A/X/o) -4- Bÿ'(^o) GA'(G) = 0, 

A/ ,, (0 + % , (0+CA / (0 = 0. 

La formule de Taylor nous donne 

gX 0 = jW ■+■ 0— f o)9"(*ù> 

A'(o=A y (/«)+((-/,m 

Ti, x 2 , t 3 désignant des nombres compris entre t 0 et t. Nous 
aurons donc 


A/-"(t,)+ B/(t 2 ) + C/i"(v 3 ) = 0. 
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Le plan considéré est donc celui du vecteur M«V 0 et d’un vecteur 
de composantes 

A* 0> h'fr), 

qui, en vertu de la continuité des dérivées secondes, tend vers 
le vecteur MolY supposant la direction de ce dernier distincte 
de celle de M 0 V 0 , le théorème annoncé est donc établi. 

64. Normales. — En chaque point, une courbe de l’espace 
admet une infinité de normales ; celle qui est contenue dans le 
plan osculateur s’appelle la normale principale , celle qui est 
perpendiculaire à ce plan s’appelle la binomiale. Ces appellations 
tirent leur origine du cas où l’on considère une courbe plane : en 
chaque point de celle-ci, le plan osculateur se confond avec le 
plan de la courbe elle-même ; il est alors naturel d’attribuer plus 
d’importance à la normale à la courbe qui se trouve dans son 
plan et de la dénommer principale. Celle qui est perpendiculaire 
au plan est normale à la fois à la courbe et à son plan, ce qui 
explique alors la désignation de binormale. 

65. Disposition de la courbe par rapport à l’un de ses plans oscu- 
lateurs. — Nous prendrons pour origine le point particulier envisage 
sur la courbe et pour plan æ()y le plan oscillateur en ce point, Taxe 
O# étant précisément la tangente: ()y sera par suite la normale prin¬ 
cipale et Oz la binormale. Bornons-nous ù traiter le cas où x , y , z 
sont développables, par rapport au paramètre t , en sériés de Mac- 
Laurin, valables dans le voisinage de l’origine, que nous supposerons 
obtenue pour t = 0. Soient 

x = a { t -f- a 2 t 2 4- a.J* 4- .. 

y==6 1 r-+-6 a £ 2 + M 8 H----, 

Z —— c^t -j— “t~ —f— . . .. 

Du fait que Ox est la tangente en 0, il résulte immédiatement que 
l’on a 

6i — c t = 0. 

De même, xOy étant le plan oscillateur, on démontre aisément que 
l’on doit avoir c 2 = 0. En définitive le développement de z est de la 
forme 

z = c 3 f 3 -t- .. .. 

En général, c 3 sera différent de zéro : z changeant de signe en même 
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temps que t, la courbe traverse son plan osculaleur. Il en est ainsi A 
chaque fois que z commence par un terme en t dont l'exposant est 
impair. Si, au contraire, cet exposant est pair, z possède un signe 
constant dans le voisinage de l’origine: la courbe ne traverse pas son 
plan osculateur. 

Remarque. — La projection de .la courbe sur le plan des yz y définie 
par les équations 

y = b%t 2 -h -f- ..., z — c 3 t 3 -f-..., 

possède en général (6 2 0) un point de rebroussement ; c’est là la cir¬ 

constance qui se produit le plus souvent lorsqu’on cherche la pro¬ 
jection orthogonale d’un arc de courbe sur un plan perpendiculaire à 
l’une de scs tangentes. 


V. — Surfaces définies par une équation 

z = /"O*, y )• 


66. Kappel de propriétés des fonctions de deux 
variables. — La théorie des fonctions de deux et de plusieurs 
variables joue, dans les questions que nous allons maintenant 
étudier, un rôle prépondérant. Sans la reprendre entièrement, 
nous en rappellerons quelques points importants en nous plaçant 

dans le cas de deux 
variables et en nous 
attachant à interpré¬ 
ter géométriquement 
les résultats énoncés. 
Soit f(x , y) la fonc¬ 
tion considérée ; nous 
serons amenés à en¬ 
visager la surface 

* = f(?, y )• 

Soit M un point de 
cette surface ; sur 
celle-ci le lieu des points qui ont même ordonnée que M est une 
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courbe (C), le lieu des points qui ont même abscisse que M est 
une autre courbe (D) ; ces courbes se croisent en M. Les tan¬ 
gentes en ce point à chacune d’elles ont respectivement pour 
paramètres directeurs 

1, 0, f' x , 

l’élève, après avoir relu la définition des dérivées partielles pre¬ 
mières de f(x, y ) pour un système déterminé de valeurs de x 
et ?y, en comprend donc maintenant la signification géométrique. 
Nous le prions instamment de revoir, dans son cours d’algèbre, 
la définition des dérivées partielles d’ordre supérieur, ainsi que 
le théorème de Vindépendance de l'ordre des dérivations , et les 
notations qu’il permet d’adopter pour représenter une dérivée 
d’ordre quelconque; toutefois, en géométrie, on pose souvent, 
pour abréger, 

/> = A> <7 = fU r = fU » = t = fyi. 

Nous allons maintenant revenir sur la notion de fonction 
composée, en en rattachant l’origine à la considération d’une 
courbe tracée sur la surface. Pour définir une telle courbe, il 
suffit de donner une représentation paramétrique de sa projec¬ 
tion sur le plan xX)y, soit 

= A(/), y B {t). 

La cote du point de cette courbe qui correspond au paramètre t 
sera alors la fonction composée de t 

* = fH h(oj. 

Pour déterminer la tangente en un point d’une telle courbe, il 
est indispensable de savoir calculer la dérivée de cette fonction 
composée. Tous les cours d’algèbre fournissent la manière 
d'effectuer cette dérivation : il est cependant utile pour l’élève 
de reprendre le raisonnement qui conduit au résultat, en en sui¬ 
vant pas à pas l’interprétation géométrique. 

Nos hypothèses sont les suivantes : 

1° Les fonctions À(J) et B (l) possèdent des dérivées A'(0 
et B'(0 ; 
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2° La fonction f(x, y) admet des dérivées partielles pre¬ 
mières continues . 

Dans ces conditions, nous allons montrer que noire fonction 
composée admet une dérivée, donnée par 

J=a[a(o> b(oj • m + n[m bcoj • m - 

Kn effet, donnons h t une valeur / 0 ; x acquiert alors la valeur x 0 , y 
la valeur y 0 ; il en résulte pour 2 une valeur z 0 donnée par 

™ /G' c 0 ' 2/o)- 

Nous appelons M 0 le point de la surtare admettant- pour coordonnées 
Zq, 2/ce -o- Donnons à t un accroissement 0 : il en résulte pour x un 
accroissement £ et pour ?/ un accroissement tj, d’où pour z un accrois¬ 
sement u, de sorte que nous avons 

C = f‘(x {) 4* Ç, y 0 -t- yO — f(x 0 , t/o). 

Soit M le point de la surface qui a pour coordonnées .r 0 4 Ç, ?/ 0 4 7 j, 

z 0 4 - Ç. Au lion d’aller 
directement de M 0 en 
M, sur la surface, en 
suivant la courbe con¬ 
sidérée, nous pouvons 
d’abord passer du point 
M 0 au point M t (dont la 
projection m t sur x()y 
a pou r coordonnées 
x 0 4- ç, Vo) en suivant 
une courl>e ((1) d’ordon¬ 
née constante, puis du 
point M, au point M en 
suivant uni' courbe (I)), 
d’abscisse constante. Cela nous amène A écrire ï sous la forme 

Z = f(x 0 -f- ï, //o 4- r t ) — f(x 0 4- Ç, 7/ü) 

-b 0 £* y») — /‘Ou, ?/n)* 

Dans le second membre, la première ligne représente la différence 
de cote de deux points de la courbe (D); écrivant qu’il existe sur l’arc 
M t M de cette courbe un point où la tangente est parallèle à la corde 
M t M, nous obtenons 

f( r Q “b î, I/o “b 7 i) — f(x () -h 5, ?/ 0 ) = 7 </î(^o “b ï, ?/o -b 7 ii), 
ï)j représentant un nombre compris entre 0 et De même, la seconde 
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ligne représente la différence de cote de deux points de la courbe (C) ;; 
en opérant d’une manière analogue, nous obtenons 

o 4- Ç, V 0 ) — f(x o, y 0 ) = Ç/æ(^ 0 + 2/o)> 

Ç 4 étant compris entre 0 et Ç. En définitive, nous avons donc 

y “ y f*C æ o 4- îi, ?/ 0 ) 4- ~ /î(a? 0 4 Ç, 2/o 4 t)i) ; 

quand G tend vers zéro, --- et — possèdent, par hypothèse, des limites 

A'(tf 0 ) et B'(f 0 ) : en outre Ç, yi, Ç t , r lt tendent vers zéro. Donc possède 

une limite; par suite, z a bien, par rapport à t , pour la valeur £ 0 , une 
dérivée égale à 

A'(*oYi(>o, 2/o) 4 B'(f 0 )/SCr 0 , I/o)* (C. q. f. d.) 


67. Plan tangent en un point. Théorème. — Sipourx 0l> y 0 , 
la fonction f(x, y ) possède des dérivées premières continues, 
les tangentes en M 0 à toutes les courbes qui passent en ce point 
sur la surface 

z = f(x, y) 


sont contenues dans un meme plan, qu y on appelle le plan tan¬ 
gent en M 0 . 

En effet, d’après ce qui précède, les paramètres directeurs de 


la tangente en M 0 à l’une de ces courbes sont les valeurs 


(f ); (£). 


dx 

dt 


% 


que prennent pour t = t 0 les dérivées des trois 


fonctions x , y, z de la variable /(*). Or nous venons de voir 
qu’elles sont liées par la relation 




Cette égalité exprime l’orthogonalité d’une quelconque de nos 
tangentes, à la direction du vecteur de projections ( 2 ) 


fx(x 0 ,y 0 ), fy(x o, t/o), — 1, 


(*) Nous supposons, ce qui est permis, que la représentation paramétrique 
de chaque courbe issue de M 0 sur la surface soit telle que la même valeur 
du paramètre fournisse, sur ces différentes courbes, le point M 0 . 

( 2 ) Ce recours aux projections (et non aux composantes) a pour intérêt d’être 
indifféremment valable en axes rectangulaires et en axes obliques (cf. n°5 bis).. 
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ou, en abrégé, 

p<h (Jo) — 1 • 

Le lieu des tangentes considérées est donc bien le plan 
z —z 0 = Po(x — a?o) -4- q 0 (y — y 0 )- 

Non seulement nous avons établi l'existence du plan tangent, 
mais encore nous avons là son équation. 

Normale, — 11 résulte de ce qui précède que la normale en M 
à la surface est définie par les équations, en axes rectangulaires, 

x — x 0 __ y —1 / 0 _ z — 

Po qo — t 

67 bis . Dérivée dans une direction. Deux axes rectangulaires 
Oæ, Oy étant donnés, on peut dire que /‘(«r, y) est une fonction du 
point m(.r, y ). Il arrive qu’une fonction de point soit donnée sans 
recours aux axes; ex. : la densité superficielle d’une plaque matérielle 
en chaque point, la somme des distances d’un point m à plusieurs 
points donnés du plan, etc... 

Soit m 0 (.v 0 , y 0 ) un point particulier du plan. Sur une demi-droite A 0 , 
de cosinus directeurs a, (3, issue de w? 0 , f(x , y) se réduit à une fonc¬ 
tion composée f(x 0 -]~aLt, y 0 [U), dont la dérivée par rapport A ta 
distance t “ m 0 ?n, pour t = 0, a pour valeur (rr* 60) : 

O o> ’/o) 4- ?fX x oi Vo) — lim — — - --■ 

mm 0 

* 

Adoptant une définition qui parle d’elle-môme, nous dirons que (1) 
est la dérivée de f, au point m 0 , dam la direction A. L’intérêt de cette 
notion est d’être indépendante des axes. 

Or (1) est la projection sur A du vecteur (/*, /£), dont la signification 
est donc aussi indépendante des axes : c’est le gradient de /(.t*, y ). 
Supposons que cette fonction donne la cote d’un certain terrain projeté 
(en réduction) sur la carte d’État-Major. La demi-droite issue de 
l’origine m 0 du gradient et passant par son extrémité fournit la 
dérivée maximum de la cote en m 0 : elle donne donc la direction de 
plus grande pente, dans le sens des cotes croissantes. Cette direction 
est aussi celle de la normale aux lignes de niveau. 

Là où le terrain présente un sommet ou un fond (maximum ou 
minimum de la cote), la dérivée est nulle dans toute direction, et il 
en est de même du gradient. Mais cette éventualité se présente égale¬ 
ment aux cols ; exemple : l’origine pour la surface z = æ 2 — y 2 . 
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VI. — Courbes planes définies par une équation implicite 

f(x, y) — 0. 

68. Au lieu de donner, dès l’abord, une théorie rigoureuse 
mais difficile à assimiler, nous ferons appel à l’intuition géomé¬ 
trique. Une courbe (Cj, définie par une équation 

f(x, y) = 0, 

peut être regardée comme la trace sur le plan xOy de la sur¬ 
face (S) qui a pour équation 

* = /■(*. y)- 

La tangente en un point M 0 (j? 0 , y 0 ) de la courbe (C) est l’inter¬ 
section du plan xOy et du plan tangent au point (x 0l y 0 , 0) de la 
surface (S). Or ce plan a pour équation 

= = (*—> r <0A, + (;v— y»)fk- 

La tangente cherchée est donc représentée par 

(x — x 0 y;, 4 - (y — y 0 )fy 0 = 0. 

Cette méthode ne donne le résultat que si le plan tangent à la 
surface au point (.r 0 , y 0y 0) est distinct du plan xi)y, c’est-à-dire 
si les deux dérivées partielles de f ne sont pas milles simultané¬ 
ment ag point (ar 0 , y 0 ) ; cette circonstance se produirait évidem¬ 
ment si la surface (S) coupait le plan xOy suivant une courbe 
présentant en M 0 un point double^). Le plan tangent à la surface 
en M 0 coïnciderait bien avec le plan xOy y puisqu’il aurait en 
commun avec lui deux droites: les deux tangentes en M 0 . Mais 
il est évident que la coïncidence avec xOy du plan tangent en M 0 
n’entraîne pas que ce point soit double : par exemple, si toute 
section de la surface par un plan, mené par M 0 parallèlement 
à Oz, est une courbe qui, dans le voisinage de M 0 , tourne sa 
concavité vers les s positifs, il est clair que M 0 sera un point isolé 
de l’intersection de la surface (S) et du plan xOy. 

Ces indications suffiront à l’élève pour comprendre le sens des 


(*) C’est-à-dire dont deux arcs se croisent en M 0 
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énoncés suivants, que nous le prions pour le moment d’admettre, 
et qui constituent la partie du théorème des fonctions implicites 
relative au cas d’une seule variable indépendante : 

1° Soit M 0 (;r 0 , y a) un point tel que l’on ait 

f(. x ot yô) — o» 

avec 

a# o.(-) 

Il existe une seule fonction continue y, de la variable x , tendant 
vers t/o quand x tend vers æ 0 ; il en résulte qu’au point M 0 il 
passe une branche unique de la courbe; elle admet en M 0 une 
tangente qui a pour équation 

O ) O — -AA -+- 0/ — ,Vo)A = «). 

2° Si fy o est nul sans que f' XQ le soit, en permutant le rôle des 
variables et appliquant la première partie de l’énoncé, on voit 
qu’il existe une fonction unique x, de la variable y, tendant 
vers x 0 quand y tend vers y 0 . Au point M 0 , il passe encore une 
branche unique de la courbe, et cette branche admet en M 0 une 
tangente parallèle à O y. 

3° Si f' Xo et fy 0 sont tous les deux nuis, on dit que M 0 est un 
point singulier : effectivement, il s’agit bien là d’une propriété 
de M 0 indépendante des axes Oæ et O y dans le plan de la courbe, 
puisque les conditions 

impliquent la coïncidence du plan tangent en M# à la surface (S) 
avec le plan de la courbe. Bornons-nous à envisager le cas où le 
point M 0 est un point singulier ( 2 ) pour lequel on a 

A ^ 

La forme de la courbe dans le voisinage du point M 0 dépend alors 
du signe de la quantité 

_ s. - A A - (AJ 2 - 

0) L’hypothèse fÿ o -J. 0 signifie qu’au point M 0 le plan tangent à la surface (S) 
n’est pas parallèle à O/y. 

( 2 ) Nous supposons en outre que la distance de M 0 à d’autres points singu¬ 
liers ne descende pas au-dessous d’une certaine limite inférieure. 
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Si o 0 est positif, on établit que M 0 est un point isolé de la courbe. 

Si 8 0 est négatif, on démontre qu’il passe en M 0 deux branches 
distinctes de la courbe (C) : on obtient en M 0 un véritable point double, 
et les coefficients angulaires des tangentes en ce point sont les racines 
de l’équation 

(*) mV^H-^î o ro + ^ = 0, 

dont le discriminant est précisément o 0 . Cela revient à dire que l’en¬ 
semble de ces tangentes est représenté par l’équation 

(3) (x - Zoffk + %x - x 0 )(y - y 0 )^ # -h(y- y 0 )*f : h = 0.’ 

Enfin, si o 0 est nul, la courbe possède en général un point de 
rebroussement en M 0 , la tangente en ce point ayant pour coefficient 
angulaire la racine double de l’équation (2); mais ce cas n’est pas le 
seul possible: il peut aussi arriver que la courbe se compose, dans le 
voisinage de M 0 , de deux arcs simples tangents h la droite double que 
représente alors l’équation (3). Enfin, il peut se faire que M 0 soit un 
point isolé. 

Tous ces énoncés supposent la continuité des dérivées qu’ils mettent 
en jeu, au voisinage du point M 0 . 

Remarque. — La fonction f étant nulle en M 0 , supposons d’abord 
que ses dérivées premières ne s’y annulent pas toutes deux. Cou¬ 
pons la courbe par une droite, de paramètres directeurs a, 6, 
issue de M 0 . Un point de cette droite a pour coordonnées 

x = æ 0 H- ap, y = y 0 -f- bp ; 

l’équation aux p des points de rencontre de cette droite et de la 
courbe est 

f( x o -+■ a p, ;i/ 0 -4- 6f) = 0, 
ou, en développant par la formule de Taylor, 

W p OA, + v;„) + f (« 2 A + 2 a^+//y:,) +-... = o. 

Si l’on choisit arbitrairement a et 6, le coefficient de p n’est pas 
nul, donc l’équation admet la racine p = 0 à Tordre un de mul¬ 
tiplicité. Toutefois, elle l’admettra à Tordre deux (au moins), si 
Ton choisit a et b de manière à satisfaire la relation 

a fx 0 + bfy 0 == 0, 

c’est-à-dire si Ton prend pour la droite donnée la tangente en M 0 . 
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Supposons maintenant qu’en M 0 la fonction f et ses deux déri¬ 
vées /*£ et f'y soient nulles ; résolvons la même question que pré¬ 
cédemment, en supposant que toutes les dérivées secondes ne 
soient pas nulles. Le premier membre de l’équation (4) con¬ 
tiendra en facteur p 2 , à moins que l’on choisisse a et b de ma¬ 
nière à vérifier la relation 


a 2 /ï$ -4- 2cibfl 0 y 0 - 4 - b* f'y* — 0 ; 

bien entendu ce choix n’est possible que si 2 0 est négatif ou nul, 
et alors il revient à prendre pour la droite donnée l’une des tan¬ 
gentes en M 0 . Dans ce cas, une droite menée au hasard par M 0 
a donc deux points communs en M 0 avec la courbe, alors qu’une 
tangente en M 0 en a trois au moins. 

Cette remarque est d’une importance capitale : tout d’abord, 
elle nous épargne tout elfort de mémoire en ce qui concerne la 
détermination d’une tangente. S’agit-il de la tangente en un 
point simple? le premier membre de son équation est l’ensemble 
des termes du premier degré dans le développement de Taylor 
de f(x, y) autour du système de valeurs x 0 , î/ 0 - S’il s’agit d’un 
point double, l’ensemble des tangentes en ce point est donné en 
annulant, dans ce même développement, l’ensemble des termes 
du second degré. 

Il en résulte aussi que les équations (1) et (d) conservent leur 
forme lorsqu’on fait un changement de coordonnées. Cela im¬ 
plique que, si en un point singulier M 0 les dérivées secondes 
ne sont pas toutes nulles, on peut toujours, par un déplacement 
des axes, se ramener au cas où fy 2 ne s’annule pas en M 0 . Le 
fait d’avoir 


signifierait en effet qu’en M 0 la courbe admet une tangente pa¬ 
rallèle à O y : il suffit donc de choisir un nouveau système OX, 
OY, tel que OY ne soit parallèle à aucune des tangentes en M 0 . 
Cette précaution est manifestement superflue quand B 0 est > 0. 

*» 

69. Démonstration des résultats précédents et compléments. — 

Pour simplifier le langage, nous supposerons que O i est la verticale 
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ascendante, le plan. x()y étant horizontal. Nous essayerons de définir 
chaque point de la courhe (C<), comme la trace horizontale d’une sec¬ 
tion verticale de la surface (S), parallèle à O y. 

Cas régulier: fÿ ne s'annule pas en M 0 . — En vertu de la continuité, 
fÿ conserve un signe constant et ne s’annule pas dans toute une 
région avoisinant le point M 0 . Supposons, pour fixer les idées, que 
fÿ soit positive dans cette région. Nous pouvons dire qu’il existe un 
rectangle (R) de centre M 0 et de cotés parallèles aux axes, h l’intérieur 
duquel on a 

fy > A, 

A désignant un nombre posilif (et pas nul). Donc, sur chaque segment 

PQ d’ordonnée transverse à ce rec¬ 
tangle, f est une fonction croissante 
de y. Il en est ainsi, en particulier, 
sur le segment P 0 Q 0 qui contient M 0 . 
Comme f s’annule on M 0 , elle est 
négative en P 0 et positive en Q 0 (l’hy¬ 
pothèse fÿ > A l’empêche de s’annuler 
en aucun point du segment P 0 Q 0 ). A 
cause de la continuité, on peut, en 
rétrécissant le rectangle, assurer à la 
fonction f un signe constant sur cha¬ 
que coté parallèle à O.r, le signe — sur 
le côté P 0 P, le signe -h sur Q 0 Q. Tout 
arc de section verticale de la surface (S), projeté suivant un segment 
PQ, parallèle <\0?/ et transverse au nouveau rectangle (R 7 ) ainsi rétréci, 
part donc d’un point projeté en P, de cote négative, pour monter 
constamment et aboutir à un point projeté en Q et de cote positive. 
Il rencontre donc le plan xOy en un point M et un seul. Soient 
x 0 -t- A, y 0 -f- k l’abscisse et l’ordonnée de ce point. D’après la formule 
des accroissements finis, nous aurons 

f(x 0 + h, ?/„ + k) — f(x o, 2 / 0 ) 

= hf'x(x„ + Oh, y„ + 0/c) + kfÿ(.r 0 -+- 0 h, y 0 -f- 0/c) = 0. 

Or fx esffconlinue dans le rectangle (R') ; soit B une limite supé¬ 
rieure de sa valeur absolue dans celle aire. L’égalilé précédente 
entraîne 

l*l<|A|® ; 

donc k tend vers zéro en 'même temps que h, ce qui établit la conti¬ 
nuité de notre branche de fonction implicite en M 0 . Grâce à ce fait et 
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k 

grâce à la continuité de fy el /i, on voit que le rapport ~ admet une 

limite, c’est-à-dire que noire fonction implicite possède, pour la 
valeur .r 0 , une dérivée donnée par 

y> _ /*( ,r 0 ? ?/o) 

fK æ o, ?/o) 

Donc, noire arc de courbe, intérieur au rectangle (1\'), admet bien 
au point M 0 une tangente représentée par l’équation 

{x 3*o)/£o -4- (y Vo)fy Q “ 0. 

Du raisonnement précédent, il résulte également que cet arc par¬ 
tage le rectangle (IV) en deux régions, l’une dans laquelle f(x,y) est 
négative, l’autre où elle est positive. 

Cas où fy s’annule en JV1 0 . — Supposons maintenant que fÿ 0 s’an¬ 
nule, sans qu’il en soit de même de f' y * ; pour fixer les idées, suppo¬ 
sons cette dernière quantité positive; il en sera ainsi, non seulement 
en M 0 , mais encore, la continuité le veut, dans toute une région 
avoisinant ce point; nous pouvons donc affirmer qu’il existe un rec¬ 
tangle (R), de centre M 0 et de côtés parallèles aux axes, dans lequel 
on a 

f’U > A, 

A étant un nombre positif (el pas nul). D’après cela, chaque arc fie 
section verticale de la surface (S), projeté sur x()y y suivant un seg¬ 
ment PQ parallèle à ()y et Iransverse à (R), tourne sa concavité vers 
les z positifs. Il en est ainsi, en particulier, pour l’arc de section 
verticale projeté en P 0 Q 0 , qui, en vertu de l'hypothèse fÿ 0 = 0, est 
tangent en M 0 à P 0 Q 0 , et par suite a les cotes de tous ses j>oints posi¬ 
tives, sauf celle de M 0 (jui est nulle. Donc aux points P 0 , Q 0 , la fonction 
f sera positive; è cause de la. continuité, on peut encore en rétrécis¬ 
sant (R), assurer à f le signe -f- sur les côtés parallèles à O.r. Dès lors, 
sur chaque segment PQ, transverse au nouveau rectangle (R') ainsi 
obtenu, il est clair que l’équation f= 0 aura zéro ou deux racines: 
un tel segment est en effet la projection d’un arc de section verticale 
de (S), tournant sa concavité vers la verticale ascendante, et dont les 
deux extrémités sont au-dessus du plan horizontal. Pour décider 
définitivement du nombre de racines, il suffi alors de prendre sur 
chaque arc de section verticale projeté suivant un segment PQ, le 
point de cote minimum, et de chercher le signe de celle cote. Ce point 
est fourni en résolvant l’équation 

( 1 ) fy = 0 , 

où l’on donne à x la valeur de l’abscisse du segment PQ considéré. 
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Or, d’après le cas régulier du théorème, nous savons que le rectangle 
(R) [donc aussi, à fortiori, le rectangle (R')] contient un arc unique 
(y) delà courbe fÿ~ 0, passant au point M 0 . Nous sommes donc 
ramenés à chercher le signe de f aux divers points de l’arc (y) ; par 
hypothèse, cette fonction s’annule en M 0 : il importera pour nous de 
distinguer deux cas, suivant que le fait pour f(x, y ) de s’annuler, 
quand M franchit la position M 0 sur (y), s’opère avec ou sans chan¬ 
gement de signe. 

Sur cet arc (y), f(x, y) devient une fonction composée de x, dont la 
dérivée se réduit, d’après l’équation (4) qui définit (y), à f ' x . 

Supposons d’abord que f' x ne s’annule pas en M 0 . Alors, /‘change de 
signe sur (y), lorsqu’on franchit M 0 . Par suile, la courbe f— 0 n’exisle 
que d’un seul côté de P 0 Q 0 à l’intérieur du rectangle (RO- Ce résul¬ 
tat n’est pas nouveau pour nous ; nous avons déjà dit qu’on peut ici, 
f’ X(ï n’élant pas nul, se ramener au cas régulier en échangeant les 
variables. Mais le fait de le retrouver présente quelque intérêt, en 
montrant la généralité de la méthode actuelle. 

Supposons maintenant que fx Q s’annule en M 0 . D’après l’hypothèse 
du début 

/5. = o, 

le point M 0 sera donc un point singulier. Il est entendu que* nous 
continuerons à supposer que f ' y * n’esl pas nul. Il s’agit d’étudier le 
signe de la cote d’un point de la surface (S), projeté horizontalement 
sur la courbe (y), à l’intérieur de (RO* Si nous supposons que M 0 soit 
le seul point de l’arc (y) intérieur à (RO pour lequel f' x s’annule [ce 
qui revient à admettre que M 0 est Je seul point singulier dans (RO]? 
sur chacune des portions de (y) séparées par M 0 , la dérivée f x con¬ 
serve un signe constant; donc quand on suivra l’une des portions, 
la cote d’un point de la surface qui s’y projette variera toujours dans 
le même sens, et, par suite, conservera un signe déterminé. Pour 
connaître ce signe, il nous suffit de prendre la dérivée seconde de la 
fonction composée f(x, y ) considérée le long de l’arc (y) (*). Cette 
dérivée seconde est 

/ w . f» d y 
x t ~r~ ixy-j—y 
dx 

où qui représente le coefficient angulaire de la tangente à (y), 
dx 

est donné par 

fxy 4“ fyi = 0> 

dx 

( 4 ) Cette fonction a d’ailleurs pour diagramme la projection sur le plan 
zOx de l’arc (P) de la surface (S) qui donne en projection horizontale l’arc (y). 
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ce qui permet de mettre la dérivée seconde cherchée sous la forme 

fy * 

Son signe est ici celui de son numérateur rt — s 2 . Le cas le plus 
simple est celui où cette quantité ne s'annule pas en M 0 . 

1° Si l’on a 

r 0 to s*>0, 

l’arc (F) de la surface (S), projeté sur xOy suivant (y), est tout entier 
au-dessus du plan xOy. Donc, tout segment PQ transverse à (R 7 ) est 
la projection horizontale d’un arc de section de (S) situe tout entier 
au-dessus de xOy. Donc, la trace horizontale de la surface se réduit, 
à l’intérieur du rectangle (R'), au point M 0 , qui est bien un point 
isolé de la courbe (G). 

2° Si l’on a 

r 0 t 0 ^ 


l’arc (T) est au-dessous de x()y. Chaque arc de section verticale de 
(S) projeté horizontalement suivant un de nos segments PQ coupe 
donc, h l’intérieur de (R'), le plan horizontal en deux points. Donc, 
dans (R'), il y a deux déterminations de y qui vérifient l’équation 
f— 0; toutes deux tendent vers y Q quand x tend vers x Q , car, si nous 
appliquons la formule de Taylor, en appelant y 0 -{-k l’une des valeurs 
de y qui correspond à .r 0 -(-A, nous aurons 

h ti fit(x 0 -f- OA, t/o -P OA) -4- %hkf'i y (æ 0 -f- 0A, ?/ 0 -h OA) 

-P A 2 /y*(Æ? 0 OA, y 0 -f- OA) = 0 ; (0 < 0 < 1) 


il suffit alors de remarquer que le coefficient de A 2 reste supérieur A 
A, et que ceux de A 2 et AA sont, A cause de la continuité, bornés 
supérieurement, pour en déduire que chacune des deux valeurs de 
A tend vers zéro avec A. On voit de plus qu’il y aura, pour chaque 


valeur du rapport 


une limite quand A tend vers zéro. Les deux 


valeurs limites en question seront les racines de l’équation 


(1) t 0 m 2 4- 2* 0 m + r 0 = 0, 

qui, en vertu de l’hypothèse, sont réelles et distinctes. Ainsi, le point 
M 0 est bien, dans les conditions actuelles, un point double, et le 
faisceau des tangentes en ce point a pour équation 

(x — ® 0 )V£î -+- — VoXv - y»)fkro +(y — y»)* fît = o. 

Supposons enfin que l’on ait 

Vo — ==: 

Deux circonstances distinctes s’offrent à nous : 

Boüligànd. — Géom. anal. 


10 
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a) Lorsque sur (y) on franchit le point M 0 , la quantité rt — ** 
s'annule en changeant de signe : c’est d’ailleurs \h le cas le plus 
fréquent. Alors l’arc (F) de (S) traverse en M 0 le plan xOy ; parmi 
les arcs de section verticale de (S) projetés suivant des segments 
PQ, ne rencontrent le plan æOy que ceux qui sont d’un certain côté 
de P 0 Q 0 . Ce cas correspond au point de rebroussement ordinaire; on 
établit comme précédemment la continuité de deux déterminations 
de y, qui maintenant n’existent plus que d’un seul côté de la valeur 
x 0 . Nous laissons au lecteur de soin d’achever ce raisonnement et de 
montrer que le coefficient angulaire de la tangente de rebroussement 
est la racine double de l’équation (1) ; cette dernière est d’ailleurs 
aussi égale au coefficient angulaire de la tangente en M 0 à la courbe (y). 

b) Lorsque sur (y) on franchit le point M 0 , la quantité rt — s 2 
s’annule sans changer de signe. Si elle est positive, on en conclut 
comme précédemment que M 0 est un point isolé. Si elle est négative, 
il y a deux branches de la courbe 0, à l’intérieur du rectangle 
(R') ; ces deux branches, qui existent de part et d’autre de M 0 , admettent 
en ce point une même tangente, dont le coefficient angulaire est 
encore la racine double de l'équation (1) ; elle se confond d’ailleurs 
avec la tangente en M 0 ù l’arc (y). 

En supposant le point M 0 à l’origine, on obtient des exemples de 
ces deux dernières circonstances en considérant les courbes 

x\x' 2 -t- y 2 ) -f- y 2 = 0 et x 2 (x 2 -h y 2 ) — y 2 = 0, 

que nous laissons au lecteur le soin d’étudier. Nous lui conseillons 
d’ailleurs, au cas où il éprouverait quelque difficulté, de reprendre 
le raisonnement que nous venons de donner, sur des exemples numé¬ 
riques, et de revenir à ces considérations, après avoir lu ce qui con¬ 
cerne les courbes algébriques. 

Remarques. — - I. Nous avons supposé que M 0 fournit sur l’arc (y) 
un zéro isolé de f’ x . Si, le long de cet arc (y), on avait en tous les 
points 

fx = 0, 

il en résulterait que, sur (y), f(x, y) serait conslant et par suite égal 
à zéro. Tous les arcs de section verticale de (S) projetés suivant des 
segments PQ transverses à (RQ seraient tangents au plan xOy en des 
point répartis sur l’arc (y). Donc la surface (S) serait tangente au 
plan #Oy, tout le long de cet arc. On obtient un exemple de ce cas 
en supposant que f(x , y) soit de la forme 

/(*> y) = [y — y), 

ty(x, y) étant une fonction qui ne s’annule pas dans le rectangle 
considéré. 
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II. — La théorie, précédente nous montre que la recherche des 
maxima et des minima des fonctions de deux variables présente des 
différences profondes avec le même problème pour les fonctions d’une 
seule variable (cf n° 67 bifi ). Soit a? 0 , y Q une solution isolée du système 

fx = fy == 0, 

telle que fÿ% ne soit pas nulle; supposons que cette dérivée soit posi¬ 
tive. L’analyse précédente nous indique à quelle condition .r 0 , y 0 
fournit un minimum. 11 faut et il suffit pour cela que la fonction f 
soit elle-même minimum sur la courbe (y). En particulier, on est 
assuré qu’il en est ainsi lorsqu’on a, outre les conditions précédentes, 

s o ^ O* 

III. — On pourrait généraliser l’analyse précédente et étudier le 
cas où toutes les dérivées partielles s’annulent en M 0 jusqu’à l’ordre 
p — 1 inclusivement, en adjoignant l’hypothèse 



Sur chaque segment PQ, transverse à un certain rectangle (R') détini 
comme précédemment, l’équation f— 0 aurait alors p racines au 
plus. Considérons l’équation 

(E) (rnf'o + r x o )W = 0; 

supposons que ses racines réelles soient simples ; on établit que cha¬ 
cune d’elles fournit une branche de courbe passant en M 0 et admet¬ 
tant en ce point une tangente, dont le coefficient angulaire est égal 
à cette racine. Lorsque l’équation (E) admet des racines réelles mul¬ 
tiples, la question est plus délicate : une racine double de (E) peut 
fournir des arcs dont l’ensemble pris isolément formerait un rebrous¬ 
sement, ou encore deux arcs simples tangents ; t enfin elle peut ne 
donner naissance à aucune branche réelle, etc...; plus généralement, 
chaque racine multiple réelle de (E) fournit un système de branches 
de courbe, pouvant présenter toutes les configurations que l’on ren¬ 
contrerait si cette racine, conservant son ordre de multiplicité, était 
unique, le nombre p devenant égal à cet ordre. 

Nous reviendrons sur les courbes 

f(x, y) = 0 

lorsque la fonction f est un polynôme entier. Dans ce cas seule¬ 
ment, nous indiquerons le moyen de déterminer les asymptotes 
(voyez n° 78). 
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VII. — Surfaces définies par une équation implicite 

/■(x, y, z) = 0. 

70. En généralisant les méthodes précédentes, on établit des 
résultats que nous nous bornerons à énoncer, en donnant par¬ 
fois, pour faciliter la compréhension, des indications rapides sur 
les démonstrations. 

1® Soit l’équation f(x, y, z) = 0; 
si l’on a f(x 0 , y 0 , z c ) = 0 avec f' z (x 0 , y 0 , z 0 ) ^ 0, 

il passe au point M 0 (x 0 , y 0 , z 0 ) une nappe unique de la surface 
f = 0 : elle admet en ce point un plan tangent, qui a pour 
équation 

(x — x 0 y;, Cv—2/«y ; 0 +- (z — z 0 )A = o. 

Voici d’ailleurs le moyen d’établir l’équation du plan tangent. Con¬ 
sidérons une courbe tracée sur la surface et passant par M 0 . Quelle 
que soit celte courbe, nous en adopterons une représentation para¬ 
métrique telle qu’une valeur bien déterminée, f 0 , fournisse toujours- 
le point M 0 ; soit 

x = A(Q, y = B(0, z = C(*). 

Ces trois fonctions satisfont à l’identité 

;|A(0, B(0, C(0j = 0. 

Le premier membre s’annule identiquement ; par suite, il en est de 
môme de sa dérivée par rapport h t. Donc les paramètres directeurs 
d’une tangente en M 0 à une courbe issue de ce point sur la surface 
sont liés par la relation 



Toutes ces tangentes sont donc orthogonales au vecteur de projections 
fi o, fy Q , fz 0 et par suite sont situées dans un même plan (*) 

(X — x 0 )f' Xo + (y - y 0 )fn + O — = o. (C. Q. F. D.) 


Q) On peut, comme en géométrie plane (67 bl# ), introduire le gradient fa, 
fi, fi de la fonction f du point (#, y, z) : la projection du gradient sur une 
demi-droite issue de ce point donne encore la dérivée suivant cette demi- 
droite. Quant à la direction même du gradient, c’est celle qui donne à cette 
dérivée la valeur maximum. Appelons surfaces de niveau les surfaces f = const^ 
le gradient est orthogonal en chaque point à la surface de niveau qui y passe. 
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2° Du cas précédent, on passe facilement à celui où /î 0 est 
nul, sans que f\ et f', 0 le soient eux-mêmes tous les deux. Sup¬ 
posons, par exemple, que l’on ait 

, fn ^ ® » 

nous pouvons, d’après l’énoncé précédent, définir y en fonc¬ 
tion de a; et z et affirmer qu’il existe une nappe unique de la 
surface qui passe én M,. Elle admet en ce point un plan tangent 
parallèle à O z. 

3° Supposons qu’au point M 0 on ait simultanément 
A. = fn = f'-° ~ °» 

le théorème du plan tangent est en défaut : les tangentes aux 
diverses courbes de la surface issues de M 0 ne sont plus dans un 

même plan. 

Ainsi, en posant 

f(x,y,z)^x i ^y 2 — z i = Q, 

nous obtenons une surface qui passe par l’origine. En ce point, 
les trois dérivées partielles s’annulent. Or il est facile de recon¬ 
naître que cette surface est un cône de révolution d’axe Oz, 
ayant pour sommet le point O ; géométriquement, il est évident 
qu’il n’y a pas de plan passant par O et contenant les tangentes 
en ce point à toutes les courbes du cône qui en sont issues. 


Toutes les fois que l’on a 

on dit que M 0 est un point singulier de la surface. C’est d’ailleurs là 
une propriété indépendante du choix des axes de coordonnées car si 
après une transformation d’axes l’équation de la surface est devenue 

F(X, Y, Z) = 0, 

il est facile de reconnaître que Fi, Fi, Fi sont des fonctions linéai¬ 
res et homogènes de fi, f' y , f. On en déduit que M 0 est aussi un peun 
singulier pour toute section plane de la surface dont le plan contient 
ce point: grâce à la propriété précédente, il suffit en effet d établir 
le théorème pour le plan xOy en supposant qu il contienne H,, et, 
dans ce cas particulier, le résultat s’aperçoit immédiatement. 

Quand M 0 est un point singulier, des circonstances très diverses 



150 PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES LIGNES ET DES SURFACES 

peuvent se produire. Supposons (pie dans le voisinage de M 0 il n’y 
ait pas d’autre point singulier, c’est-à-dire que M 0 soit l’unique point 
singulier à l’intérieur d’une sphère de centre M 0 et de rayon assez petit. 
Supposons en outre que toutes les dérivées du second ordre de f ne 
s'annulent pas en M 0 . 11 peut arriver que le point M 0 soit un point isolé 
de la surface f= 0; c’est manifestement ce qui arrive si ce point est 
isolé pour toutes les sections planes situées dans les plans menés par 
M 0 . Ou bien encore le point M 0 est un point conique de cette surface: 
le lieu des tangentes en M 0 aux courbes issues de ce point est alors 
un cône du second degré. Il peut arriver que ce cône se décompose 
en deux plans: cela donne pour la surface, dans le voisinage de M 0 , 
des formes particulières qu’il nous est impossible d’étudier ici. 

Pour obtenir l’équation de ce cône, remarquons qu’un de ses plans 
sécants passant par M 0 le coupe suivant les tangentes au point 
M 0 , à la section déterminée par ce plan dans la surface. Chacune 
de ces tangentes possède la propriété caractéristique (n° bK, remarque) 
d’avoir, avec la section, plus de deux points communs confondus 
avec M 0 . Donc le cône cherché est alors le lieu des droites menées 
par M 0 et ayant avec la surface, en M 0 , plus de deux points communs. 
On obtient donc, ici encore, son équation en annulant dans le déve¬ 
loppement de Taylor de f(x, y , z), autour du système de valeurs 
,r 0 , y 0 , z 0 , l’ensemble des termes du second degré, ce qui donne 

(x — x^f’k + (y — yo Yfk h- (3 — h)' 1 flî 

■+■ %y — ?A>)( 2 — 2 o )/ÎU + 2(z — ~o)0' : — Xidfk,!» 

+ x o)(.y y<i)t — o. 

En général, si en M 0 la fonction f est nulle, ainsi que toutes scs 
dérivées partielles jusqu’à l’ordre p —-1 inclusivement, le lieu des 
tangentes en M 0 (si ce point n’est pas un point isolé) sera un cône 
d’ordre p, donl on obtient l’équation en annulant les termes du degré 
p dans le même développement de Taylor. 

Notons enfin qu’une surface peut présenter des lignes de points 
singuliers. Supposons, par exemple, (pie la ligne (L) définie par 

y — ?OX 2 = 'KO 

soit tout entière sur la surface 

(1) f(x, y, z) — 0, 

et que l’on ait, en chacun de ses points, 

(* 2 ) ly — fi — 0 , 

relations qui expriment que chaque point de (L)est un point singulier 
pour la section de la surface parallèle à y()z menée par ce point. La 
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relation (1) devient une identité quand on y remplace y par ?(#) et 
2 par <]<#). De cette identité, on déduit que Ton a, le long de L, 

r*?'(*)+ 

d'où, en vertu des relations (2), 

/! = 0 . 

La ligne L est donc un lieu de points singuliers de la surface consi¬ 
dérée. 

Un exemple de telles lignes est fourni par la surface lieu des droites 

de longueur constante, qui 
s’appuient dans l'espace sur 
deux droites orthogonales D 
et IV. Soient a la longueur de 
la perpendiculaire commune 
II 7 à ces deux droites et b la 
longueur constante du seg¬ 
ment MM 7 . L’élève trouvera 
l’équation de la surface en¬ 
gendrée par MM 7 et montrera 
qu’elle admet I) et D 7 pour 
lignes singulières. 11 con¬ 
struira ensuite des sections 
planes de la surface, et véri¬ 
fiera qu’elles présentent sur 
I) et sur D 7 un point double, 
un point de rebroussement, 
ou un point isolé; en particulier, on obtient un point double sur Lune 
de ces droites lorsque le plan sécant la coupe à l’intérieur du segment 
qui a pour milieu I ou V et pour longueur G 2\/ b 2 — a 2 . 


D f 



VIII. — Courbes de Vespace définies par deux équations 

implicites 

f(x, y , z) = 0, y, z) = 0. 

71. Soit M 0 (.r 0 , ?/ () , z 0 ) un point situé à la fois sur chacune des sur¬ 
faces 

f(x, y, z ) = 0, g(æ, y, z) = 0. 

Supposons d'abord qu’il ne soit singulier pour aucune de ces surfaces, 
et que les plans tangents en ce point soient distincts, c’est-à-dire que 
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les trois quantités 
fyoOL “ 


fz oQxq fxoQzoï fxtSln fyoQ*o 


ne soient pas milles simultanément. On démontre qu’au point M 0 il 
passe une seule brandie de courbe satisfaisant aux équations f—g =0, 
et qu’en ce point cette courbe admet une tangente. Cela posé, il est 
évident que celte droite sera forcément l’intersection des deux plans 
tangents. Elle est donc représentée par les équations 

(x - x 0 )fx« + (V- Vo)fy« + (* — h)f'o = 

(X - x 0 )(/ Xo + (:y - ?/oK + ( z - z o)9h =■■ 0. 


Le point M 0 étant toujours un point régulier pour chacune de nos sur¬ 
faces, supposons qu’en ce point les plans tangents soient confondus, 
Il existe alors un nombre X tel qu’on ait 

Ü) fx n HH X(/i 0 = 0, fy () -h = 0, f: Q -f- \g'z 0 — 0. 

Le système des équations f = g ~{) est d’ailleurs équivalent au sui¬ 
vant : 

/= 0 , f + lg = 0 . 

On est donc ramené k étudier, au voisinage du point M 0 , la forme de 
l’intersection de la surface/'= 0, qui admet un plan tangent en ce 
point, avec une surface qui, en vertu des relations (1)> 

admet M 0 comme point singulier. Supposons qu’en M 0 toutes les 
dérivées secondes dc/' + Xg ne soient pas milles. Le plus fréquem¬ 
ment, M 0 sera un point isolé, ou un point conique d’ordre deux de la 
surface. Dans le premier cas, M 0 sera un point isolé de l'intersection. 
Dans le deuxième, M 0 sera isolé si le cône des tangentes (T) à la 
deuxième surface n’a aucune génératrice commune avec le plan tan¬ 
gent (nr) k la première; M 0 sera un point de rebroussement si (m) est 
tangent a (T); enfin si (m) coupe (T), M 0 sera un point double, les 
tangentes en ce point étant les génératrices d’intersection. 

Nous nous en tiendrons à ces indications sommaires, ne pouvant 
aborder ici la théorie de la recherche simultanée de deux fondions 
implicites y et z d’une meme variable x. 
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COURBES ET SURFACES ALGÉBRIQUES (') 


I. — Ordre d’un point d’une courbe plane ou d’une surface 

algébrique. 

72. Tout ce qui vient d’être dit sur la théorie des courbes et 
des surfaces concerne exclusivement la géométrie réelle. Dans 
ce domaine, les théorèmes généraux que nous avons donnés 
n’ont jamais fait intervenir l’hypothèse que les courbes ou les 
surfaces considérées fussent algébriques : nous avons simple¬ 
ment supposé parfois qu’on pouvait développer le premier 
membre de leurs équations par la formule de Taylor. 

Nous allons maintenant nous restreindre à l’étude des courbes 
et des surfaces algébriques. Pour en développer la théorie en 
toute généralité, nous devrons nous servir des éléments fictifs 
qui ont été introduits au chapitre ni : nous ne ferons aucune 
distinction entre un point réel et un point imaginaire, un point 
à distance finie et un point à l’infini. Ayant ainsi obtenu des 
énoncés généraux, il nous restera à examiner quelle partie en 
subsiste dans le domaine réel, et ce que donne pratiquement la 
distinction des points à distance finie et des points à l’infini. 

73. Nous avons déjà défini l 'ordre d’une courbe plane ou d’une 

( 4 ) Dans ce chapitre, les axes peuvent être supposés indiiTéremment reclan 
gulaires ou obliques. 
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surface. Nous introduirons maintenant Yordre d'un de ses points. 
A cet effet, nous établirons le théorème suivant : 

Théorème. — Soit M 0 un point d'une courbe plane ou d'une 
surface alyébrù/ue d'ordre rn. Lorsqu'on'dénombre ses points 
de rencontre avec une droite issue de M 0 , ce point intervient 
toujours pour le même nombre d'unités (sauf pour des positions 
exceptionnelles de cette droite, que nous allons apprendre à 
définir). C’est ce nombre constant qu'on appelle Yordre du 
point M 0 . 

Raisonnons, pour fixer les idées, sur la courbe (C), définie en coor¬ 
données homogènes, par l'équation 

F(X, Y,T) = 0. 

Soit M 0 (X 0 , Y 0 , T (l ) un point de celle courbe. Par M 0 menons au hasard 
une droite A, que nous déterminerons en donnant les coordonnées X t , 
Yj, Tj d’un autre de ses points, par exemple. Tout point de A a des 
coordonnées homogènes telles que 

Xo + AXj, ViH-AYj, T 0 +A \\. 

Donc, les A des points <lc rencontre de A et de la confia» sont les raci¬ 
nes de l’éqnation 

K(X 0 4- AX|, Y 0 4- AV,, T 0 4- AT t ) - 0 ; 

en la développant par la formule de Taylor (ici limilée) et, en tenant 
compte de ce que M 0 est sur la courhe, nous obtenons l’équalion 

A(X,Ki. 4- Y,Fi, + T,Fi,) + ÿ(X t F*, + Y,Fi, + T,F;„)<*> 

4-- — 0 ; 

elle admet la racine A = 0. Dans son premier membre, le coefficient 
de Ar est en général un polynôme 

Y n T 1 ) = -^(X 1 Fi ft -h Y 1 Iv 0 4“T 1 F-,' 0 ) ( /a, 

P • 

homogène et de degré />, admeltanl pour cofïieients, à des facteurs 
numériques près, les dérivées d’ordre p <lc F(X, Y, T) au point M 0 . 

Supposons la droite A menée au hasard par M 0 . Si les coefficients de 
A, A 2 , . . A e ~ 1 sont identiquement nuis, celui de A p ne l’étant pas, 
la racine A —0 sera d’ordre p de multiplicité, et, dans le bilan des 
points d'intersection, M 0 comptera pour p unités. Pour qu il en soit 
ainsi, il faut et il suffit qu’en M 0 toutes les dérivées de F s’annulent 
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jusqu'à Tordre p —1 inclus, Tune au moins dos dérivées d’ordre p 
élanl différente de zéro ( l ). 

Cela posé, le seul cas où M 0 pourrai!, dans noire dénombrement, 
compter pour plus de p unités, est celui où le point M t serait choisi 
de telle façon (pie Ton ait 

CO 9'tXi, 

Or, cette équation exprime manifestement, non })as tant une condition 
imposée au point M t lui-même qu'à la droite M () M { ; il est clair en 
effet (pie si un point M t la vérifie, il en est de même de tout point de 
ta droite C’est dire que le lieu délini par l’équation (1) est un 

faisceau de p droites issues de M 0 . 

Ainsi, à part les positions exceptionnelles fournies par les droites de 
ce faisceau, une droite issue de M 0 possède en commun avec la courbe 
p points confondus avec M 0 . 

Le raisonnement est absolument le meme s’il s’agit d'une surface. 
Soit M 0 un point de la surface 

F(X, V, Z, T) = 0. 

Supposons qu’en M ü toutes les dérivées d’ordre p — 1 de T s’annulent, 
ce qui entraîne la même propriété pour les dérivées d’ordre moindre 
et pour V elle-même. Les points d’intersection d’une droite M 0 M t avec 
la surlace se déterminent comme précédemment, eri résolvant une 
équation de la forme 

-f(XiF; 0 ^ iF v« -T* “F T|Fi )oo 4-= 0, 

P ! 

(jui admet la racine A = 0 à Tordre <b* multiplicité p, sauf si b» point 
est situé sur la surface 

Y Z t , Tj) = (X, I 4 v u 4- N t F y „ d- ZiFV.» 4- 111 4 î <( ) r/0 = 0* 

Comme précédemment, si un point M t (*st sur cette surface, il en est 
de même de tout point de la droite M 0 M t . Cette surface est donc un 
cône d’ordre p avant pour sommet le point M 0 . Ici, les positions excep¬ 
tionnelles de la droite M 0 M t sont donc situées sur un cône. 


74. Pour bien montrer l’importance de la notion d'ordre d’un 
point, nous en donnerons une application. Démontrons le théo¬ 
rème suivant : 


O 11 suflit d’ailleurs d’exprimer que toutes les dérivées d’ordre p — t sont 
nulles en M 0 pour que la même propriété en résulte pour les dérivées d’ordre 
moindre. On le voit par des applications successives de l’identité d’Euler. 
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L/ne courbe plane d'ordre p qui a un point multiple d'ordrep 
se décompose en un faisceau de p droites, ayant pour sommet 
ce point . 

En effet, la droite qui joint le point d’ordre p à tout autre 
point de la courbe a plus de p points communs avec cette courbe, 
-donc elle en fait partie (n° 44). 

L’élcve établira de même la proposition suivante : 

Une surface d'ordre p qui possède un point multiple d'ordre p 
se réduit à un cône. Si elle possède un deuxième point multiple 
d'ordre p ) ce cône se réduit lui-même à un système de p plans. 

Supposons en particulier p = 2. Nous aurons les énoncés sui¬ 
vants : 

Une courbe plane du second ordre, non décomposée, n'a que 
des points d'ordre un. 

Une surface du second ordre peut : 

1° ou bien n’avoir que des points d’ordre un ; 

2° ou bien avoir un seul point d’ordre deux : elle se réduit 
alors à un cône. Si elle a deux points d'ordre deux, elle se dé¬ 
compose en un système de deux plans. 

75. Les deux notions fondamentales que nous avons introduites 
jusqu’à, présent dans la théorie des courbes et des surfaces algébriques, 
à savoir l’ordre de la courbe ou de la surface et l’ordre d’un de ses 
points, sont des conséquences immédiates du théorème de d’Alembert 
et de la théorie des racines multiples d’une équation algébrique. Dans 
■cette théorie, la définition, purement arithmétique, de l’ordre de mul¬ 
tiplicité d’une racine est complétée par une proposition qui caractérise 
cet ordre, au point de vue infinitésimal. C’est le théorème de la conti¬ 
nuité des racines. Nous l’énoncerons sous la forme suivante : 

Si, pour la valeur x 0 , le nombre y 0 est racine d'ordre p de Véquation 
en y 

f(x , y) = 0, 

où f désigne un polynôme entier, cette même équation admet p racines, 
qui tendent vers y 0 quand x tend vers # 0 . 

De ce théorème résultent, pour notre objet actuel, d’importantes 
^conséquences. 

Soit M 0 un point d’ordre p sur la courbe 

F(X, Y, T)~0. 
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Soit A une droite qui varie de manière à venir tendre vers une posi¬ 
tion limite passant par M 0 et distincte d'une des droites du faisceau 

(XFi 0 + YFy 0 -+- TF4 0 ) ( ^) == 0. 

Nous pouvons, grâce au théorème précédent, affirmer qu'il y a p points 
de rencontre de A et de la courbe qui tendent vers M 0 quand A tend 
vers la position limite considérée. En nous exprimant dans un langage 
géométrique généralisé, nous pouvons encore dire qu’au point M 0 se 
croisent p branches de la courbe : la distinction de ces branches est 
obtenue en individualisant chaque point de rencontre de la courbe 
avec A et en faisant intervenir la continuité. 

Étendant au cas d’une branche de courbe imaginaire la notion de 
tangente, nous dirons qu’une des branches de courbe issue de M 0 
admet une tangente en ce point, si la droite qui joint le point M 0 à un 
point de cette branche de coordonnées homogènes infiniment voi¬ 
sines ( 4 ) possède une position limite. Il est clair que celte position 
limite ne peut être qu’une des droites 

(XFi 0 4- YFy 0 -+- TFto)^) — 0, 

qui ont, en M 0 , plus de p points confondus avec la courbe. Inverse¬ 
ment, soit D une droite de ce faisceau : appelons $ une droite variable, 
issue de M 0 , et tendant vers 1). En plus des p points communs de $ et 
de la courbe qui sont confondus avec M 0 , il y en a au moins un 
(p -h l) ième , qui tend vers M 0 quand o tend vers I) ; c’est dire que D est 
tangente à la branche sur laquelle se déplace ce (p -h l) ième point. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Une courbe algébrique admet , en un point d'ordre p, p tan¬ 
gentes (non forcément distinctes), qui sont précisément les 
droites du faisceau 

(XF( 0 -f- YFy 0 -4- TFiJW = 0. 

En particulier, en un point d'ordre un, l'équation de la tan - 
qente est 

XFi o -t-YFi 0 H-TF; o = 0. 

En raisonnant de même pour une surface algébrique, on voit 
qu’en un point M 0 d’ordre />, le cône des droites exception¬ 
nelles 

(XF' 0 + YF; 0 4- ZF' 0 + TF4 0 )</* = 0, 


( J ) Nous avons garde de dire « un point infiniment voisin », ce qui condui¬ 
rait à une absurdité pour les points à l'infini. 
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qui ont plus de p points communs avec la surface, n’est autre 
que le lieu des tangentes à la surface en M 0 . Dans le cas de p = 1, 
ce cône se réduit à un plan, et nous avons le résultat suivant : 

En un point d’ordre un, une surface algébrique admet un plan 
tangent, qui a pour équation 

76. Relations de la notion d'ordre d’un point avec les résultats 
du chapitre précédent. — Soit 

f(x, y) — 0 

l'équation d’une courbe algébrique en coordonnées non homogènes. 
Si m esl l’ordre de celte courbe, son équation homogène sera 

F(X, Y, T) = 0, 

en posant 

F(X, Y, T) 33 T m f(x, y), avec * = y et ?/=y- 

Or, le théorème des fonctions composées nous donne 

t’x = 

F ; = t—«/;, 

Ft = T m - ' | mf(x , y) — xf x — yf; |, 

formules dont l'identité d’Euler est d’ailleurs une conséquence. 

Cela posé, appelons M 0 (X 0 , Y 0 , T 0 ) un point de notre courbe, réel et 
ii distance Unie. Pour que ce point soit d’ordre un, il faut et il suffit 
que Fx, Fy, Ft ne s’y annulent pas simultanément, ce qui revient, 
d’après les formules précédentes, à dire qu’en ce point, on n’a pas 
simultanément 

f »( æ ’ o > 2 / o ) — 0 fy(*o, Vo) “ 0 . 

Ainsi, quand nous revenons aux éléments réels, la notion de point 
d’ordre un se confond avec celle de point ordinaire (opposée à celle de 
point singulier). 

Comme application du calcul précédent, l’clève s’exercera à passer 
de la forme suivante de l’équation de la tangente en un tel point 

XFi # + YF; o + TFi o = 0, 

<\ celle qui a élé indiquée au chapitre précédent, 

O — .ToVio+(y — yo)fk = °> 

et inversement. 

Ces résultats se généralisent sans difficulté aux surfaces. Un point 
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d’ordre un d’une surface, réel et à distance finie, correspond à ce que, 
dans le chapitre précédent, nous appelions point ordinaire ou régu¬ 
lier. 

Plus généralement, en calculant les dérivées d’ordre quelconque de 
la fonction F à l’aide de f et de ses dérivées, on établit la proposition 
suivante : 

Si le point M 0 est d’ordre p, la fonction f(x , y ) s’il s’agit 
d’une courbe (ou f(x, y , s) s’il s'agit d’une surface) s’annule en 
ce point ainsi que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre p — 1 
inclus et réciproquement . 

On peut aussi le voir directement. Soit M 0 (.r 0 , y 0 ) un point d’ordre 
p de la courbe 

f(x, y) = 0. 

Une droite de paramètres directeurs a, 6, menée au hasard par M 0 , 
doit avoir p points communs confondus avec la courbe. Donc l’équa¬ 
tion 

f ( æ o H- a?, I/o H— ^p) ^ 

doit admettre la racine p — 0 à l’ordre p . L’application de la formule 
de Taylor fournit immédiatement te résultat annoncé. La condition 
pour que la direction (a, b) soit celle d’une tangente s’obtient en éga¬ 
lant il zéro le coellicient de pP. Nous avons déjà signalé d’ailleurs cette 
manière d’opérer pour obtenir les tangentes, dans le cas de p = l et 
celui de p = 2. Le procédé est général et, en même temps, nous 
voyons la concordance des résultats de ce chapitre avec ceux du pré¬ 
cédent. 

En particulier, supposons que l’on ait æ 0 = y Q — 0. En appliquant 
le raisonnement qui précède au polynôme fÇv, y) décomposé en grou¬ 
pes homogènes, nous obtenons le résultat suivant: 

Pour que l’origine soit un point d’ordre p de la courbe 
/*(#, y) = 0, il faut et il suffit que, dans f, les termes de plus 
bas degré soient d’ordre p. Appelons cp 7J (x, y) la fonction homo¬ 
gène fournie par ces termes. L’ensemble des tangentes, réelles 
ou imaginaires, à l’origine, a pour équation 

y)= 

« 

En ce qui concerne les surfaces, nous laissons au lecteur le soin 
d’énoncer et d’établir les résultats correspondants, qui sont en tous 
points analogues. 
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77. Attirons l’attention sur une conséquence importante de ce 
qui précède. Nous avons vu que l’intersection d’une surface avec 
un de ses pians tangents présente au point de contact un point 
singulier, c’est-à-dire, si la surface est algébrique, un point 
d’ordre deux au moins. Il va sans dire que cette propriété, 
établie pour un plan tangent réel, s’étend à tout plan tangent, 
sa vérification algébrique se faisant pour un plan imaginaire 
comme pour uà plan réel. On en déduit immédiatement la pro¬ 
position suivante : 

Tout plan tangent à une surface du second ordre la coupe 
suivant un système de deux droites. 

Une surface du second ordre admet donc des génératrices 
rectilignes. Nous étudierons plus tard les propriétés de ces 
génératrices. 


II. — Points à l’infini des courbes algébriques planes : 

asymptotes. 

78. Nous allons maintenant étudier les propriétés des courbes 
algébriques planes, auxquelles donne naissance la distinction 
des points à l’infini. Soit la courbe algébrique (C), définie, en 
coordonnées non homogènes, par l’équation 

C 1 ) y ) = ?■(*, y )■+■ ?«-iO, y )-+-h <pi(*. y )+ ?«=o, 

qui correspond, en coordonnées homogènes, à 

(2) F(X, Y, T) == sp m (X, Y) -+- Tcp m _ t (X, Y) 

H-f- T' n -‘ep,(X, Y)-+~ T m <p 0 = 0. 

Pour le moment, nous n’établirons aucune distinction entre 
les éléments réels et les éléments imaginaires. Nous pouvons 
donc dire : la droite de l’infini coupe la courbe (C) en m points, 
deux à deux distincts ou non. On les obtient en faisant T = 0 
dans l’équation homogène de la courbe, ce qui nous donne 

<Pm(X, Y) = 0. 

Cette équation est celle d’un faisceau (F) de droites issues de O ; 
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le point à l’infini de chacune d’elles est l’un des points à l’infini 
de notre courbe. Montrons que chacune de ces droites constitue 
une direction asymptotique de la courbe (*). Pour cela, imagi¬ 
nons qu’au lieu de couper la courbe par la droite de l’infini, on 
détermine ses points de rencontre avec la droite 

(A) AX H- BY = T. 

L’équation obtenue en remplaçant dans (2) la variable T par 
AX -4- B Y noüs fournit le faisceau (<p) des droites qui joignent le 
point O aux points de rencontre de (C) et de (A). Or quand A 
et B tendent simultanément vers zéro, tous les points de (A) 
s’éloignent indéfiniment, et, en même temps, les droites du 
faisceau (<p), 

?m (X, Y) h- (AX + BY)cp m _ 1 (X, Y) + • • • 

-4- (AX -1-- BY) m ~ 1 cp 1 (X, Y) + (AX -4- BY)"<p 0 = 0, 

tendent respectivement, d’après le théorème delà continuité des 
racines ( 2 ), vers les droites du faisceau (F). Il est donc établi 
que chaque droite joignant l’origine à un point de rencontre de 
(A) avec la courbe possède, lorsque (A) et par suite ce point 
s’éloignent indéfiniment, une position limite, qui est l’une des 
droites du faisceau (F). 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Toute courbe algébrique d'ordre m admet m directions 
asymptotiques , réelles ou imaginaires, distinctes ou non. On 
les obtient en annulant , dans son équation en coordonnées non 
homogènes , Tensemble des ternies de plus haut degré. 

79. 11 nous reste à voir s’il existe des asymptotes parallèles 

(*) Pour une brandie de courbe imaginaire, le fait d’admetfre soit une 
•direction asymptotique, soit une asymptote, se définit de la même manière 
que s’il s’agissait d’une branche réelle. On est encore conduit à chercher, le 

flong de cette branche, les limites de et de y — ex. 

( 2 ) Pour éviter toute ditïiculté, on pourra appliquer ce théorème â l’équation 
qui donne les abscisses des points de rencontre des droites du faisceau (?) avéc 
une droite qui ne passe pas par l'origine, et qui n’est parallèle ni a O y ni à 
aucune des droites du faisceau (F). 

Bolligami». — Géom. anal. 


U 
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aux directions que nous venons d’obtenir. A cet effet, nous allons 
établir le théorème suivant : 

Théorème. — Pour qu'une droite située à distance finie soit asymp¬ 
tote d'une courbe algébrique , il faut et il suffit qu'elle lui soit tangente 
en l'un de ses points à Vin fini. 

1° La condition est nécessaire. En effet, dire qu’une droite D est 
asymptote à la courbe (C), c’est dire qu’un point de rencontre de cette 
courbe et d’une parallèle D t à D, qui tend vers D, s’éloigne indéfi¬ 
niment. Cela se ramène donc encore h affirmer que la courbe (C) 
passe par le point à l’infini d de D, et que D a en d plus de points 
communs avec (C) qu’une droite Dj menée au hasard par d ; donc 
enfin que D est l’une des tangentes à (C) au point à l’infini d . 

2° Elle est suffisante. En effet, soit D Lune des tangentes au point 
h l’infini d de la courbe (C), et D t une droite quelconque issue de ce 
point, c’est-A-dire parallèle à D. Lorsque D t tend vers D, un autre 
point de rencontre de L) t et de (C) admet des coordonnées homogènes 
qui tendent vers celles ded : donc ce point s’éloigne indéfiniment. Par 
suite (P) est bien une asymptote. 

80. Le problème de la recherche des asymptotes rectilignes est 
donc théoriquement résolu. On prend les points de rencontre de la 
courbe avec la droite de l’infini ; on mène la ou les tangentes en 
chacun de ces points. Celles de ces droites qui sont à distance finie 
fournissent des asymptotes rectilignes, et, d’après le théorème pré¬ 
cédent, il n’y en a pas d’autres. Pour compléter notre étude, il nous 
reste à chercher ce qu’il advient lorsqu’on se place exclusivement au 
point de vue des éléments réels. 

Le problème que nous devons alors examiner peut, par l’intermé¬ 
diaire d’une perspective, qui ramène à distance finie les points à 
l’infini de (C), être résolu en faisant appel aux propositions générales 
qui ont été énoncées dans le chapitre précédent. Considérons donc la 
courbe (C) du plan (P) comme la perspective d’une courbe (F) du 
plan (ci), courbe qui sera algébrique et de meme degré que (C). La 
droite de l’infini du plan (P) sera la perspective d’une certaine droite 
réelle (A) du plan (gt) ; aux points à l’infini de (C) correspondent ainsi 
les points d’intersection de (r) et de (A), et aux asymptotes de (C), 
les tangentes en ces points d’intersection, qui ne se confondent pas 
avec (A). 

Soit p l’un de ces points d’intersection, supposé réel. Si p est un 
point d’ordre un de la courbe (r), il passe en p une branche réelle 
de cette courbe, qui admet une tangente réelle px. Si px est distincte 
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de (A), sa perspective sera une droite du plan (P) à distance finie, 
asymptote à la branche de la courbe (C), déduite par perspective de 
l’arc de(r) qui avoisine le point M. Si p? se confond avec (A), cette 
branche de la courbe (G) ne présente pas d’asymptote et on lui donne 
le nom de branche parabolique. 

Nous avons fait la figure en supposant la tangente pr distincte de 
(A): elle nous montre en outre la disposition la plus habituelle d’une 
courbe algébrique par rapport A son asymptote, qui consiste en deux 
portions situées de part et d’autre de cette droite ; il en est ainsi 
lorsque la branche infinie étudiée provient par perspective d’un arc 



Pi p. {j^ qui ne traverse pas sa tangente en p. Si p est par contre un 
point d’inflexion de cet arc, la branche infinie obtenue en perspective 
comprendra deux portions situées d’un môme côté de l’asymptote. 

Supposons maintenant que p soit un point d’ordre deux de la 
courbe (r). Il peut être isolé, et alors ne donner naissance pour (C) à 
aucune branche infinie ni asymptote réelle. Ou bien c’est un véritable 
point double; si les tangentes aux arcs qui se croisent en p sont 
distinctes de (A), leurs perspectives sont deux droites h distance finie, 
asymptotes chacune A une branche réelle de la courbe (G). Si Tune de 
ces tangentes se confond avec (A), il en résulte pour (C) une branche 
parabolique. Supposons enfin qu’en p le faisceau des tangentes à (G) 
se réduise à une droite double pi. La courbe (r) présente en p ou 
un rebroussement, ou deux arcs simples tangents A p-c, ou un point 
isolé. Écartant le cas de branches paraboliques, supposons encore la 
perspective de pt à distance finie; cette droite constituera une 
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asymptote double de la courbe (C). Mais il est à remarquer qu’il ne 
lui correspondra pas toujours de branche réelle, qi pouvant être le 
point de contact, isolé, d’une tangente double réelle à (F). Nous 
comprenons ainsi un fait que Ton rencontre dans les exemples numé¬ 
riques: l’absence de branches réelles de courbe correspondant A une 
asymptote double. 

Plus généralement, supposons que u soit d’ordre p sur (F). Le 
nombre des arcs réels de (F) qui se croisent en p. a même parité 
que p. Si certains de ces arcs ont des tangentes multiples, celles-ci 
donneront naissance, tant qu’elles sont distinctes de (A), à des 
asymptotes multiples. Nous sommes maintenant prévenus qu’une 
asymptote multiple de (C) peut ne correspondre à aucune branche 
réelle de cette courbe; celle circonstance ne se produit toutefois que 
si l’ordre de multiplicité de cette asymptote est pair. 

81. Recherche pratique des asymptotes. — On prend d’abord 
les directions asymptotiques réelles, qui seules peuvent fournir 
des asymptotes réelles. 

On procède ensuite, s’il y a lieu, à la recherche des asymptotes 
parallèles aux axes . Soit à trouver les asymptotes parallèles à 
O y de la courbe 

f(x, y) = 0. 

Pour trouver les valeurs de y qui correspondent à une valeur 
donnée de x , ordonnons cette équation par rapport à y. Une 
droite x = x 0 sera une asymptote si pour la valeur x 0 le degré 
de cette équation en y se trouve abaissé. D’où ce théorème : 

On obtient les asymptotes parallèles à O y en annulant> 
dans Véquation de la courbe ordonnée en y, le coefficient de 
la plus haute puissance de y. 

Bien entendu, on ne prend que les racines réelles de cette 

équation, et on est prévenu que celles qui seraient multiples 

d’ordre pair peuvent très bien ne correspondre à aucune branche 

réelle de courbe. Il en sera ainsi de la droite æ = o,’en suppo- 
» ? 
sant a positif, pour la courbe 

x(x — a) 2 i/ 2 -f- a 5 = 0. 

Cherchons maintenant les asymptotes non parallèles à Oy . 
Leurs coefficients angulaires ne peuvent être que les racines de 
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réquation 

ŸmCM)— 0 * 

Soit c une racine réelle de cette équation. Posons 

y = ex -f- u. 

L’équation obtenue en remplaçant dans celle de la courbe, y par 
cette valeur, est 

(1) f(x, ex + u) = 0. 

Elle donne les abscisses des points de rencontre de la courbe et 
de la parallèle à 

y = ex 

dont l’ordonnée à l’origine est u. Quand u est choisi au hasard, 
le degré de l’équation (1) est la différence de l’ordre delà courbe 
et de l’ordre sur cette courbe du point à l’infini de la direction 
y — ex. Pour qu’il existe une asymptote parallèle à y = ex, il 
faut et il suffit qu’on puisse déterminer u de manière à abaisser 
ce degré. D’où ce théorème : 

On obtient les asymptotes de coefficient angulaire c en 
annulant, dans Uèqualion (1) ordonnée par rapport à x, le 
coefficient de la plus haute puissance de x. 

Bien entendu, on ne prend que les racines réelles de l’équa¬ 
tion ainsi obtenue, et on se méfie, comme précédemment, des 
racines doubles ou d’ordre pair. 

Remarque. - Si c est une racine simple de l’équation 

(2) ?m( 1,0 = 0, 

on dit que la direction asymptotique qui lui correspond est simple ; 
si c est racine double de cette équation, on dit de même que cette 
direction est double, etc... Une direction asymptotique réelle simple 
correspond à un point simple à l’infini de la courbe (G). La tangente 
en ce point n’est pas la droite de l’infini, sinon ce point compterait 
pour deux unités dans le recensement des points d’intersection de 
(G) et de cette droite, par suite la direction asymptotique de coeffi¬ 
cient c serait double. 11 s’ensuit qu’une direction asymptotique simple 
réelle donne toujours naissance à une asymptote simple réelle, inunie 
d’une branche réelle de courbe. 

Si c est racine double de l’équation(2), cela provient, ou bien du 
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contact (le la courbe avec la droite de l’infini au point à l’infini de 
y = ex, qui est un point simple, ou bien du fait que le point à l’infini 
de y = cx est un point d’ordre deux de la courbe. La première circon¬ 
stance conduit à une branche parabolique; la seconde peut donner 
lieu à plusieurs cas : soit h l’absence de branches réelles dans la 
direction y— ex, soit à l’existence de deux branches réelles, munies 
chacune d’une asymptote parallèle à cette direction, soit à l’existence 
d’une asymptote double, accompagnée ou non de branches réelles 
de courbe. 

Exemple. — Soit ù trouver les asymptotes de 

(y — x)\y -h 2 æ) 4- (y — lx)y - 4 ^ = 0 . 

Prenons d’abord la direction asymptotique simple 

y - f- = 0. 

Coupons la courbe par la droite 

y 4- $x = u , 

parallèle h celte direction. Les abscisses des points de rencontre sont 
les racines de l’équation 

u(u — 3r) 2 4~ [ u — (2 4- X).r ](u — 2a?) 4- \^x = 0. 

Pour avoir l’asymptote, il suffit d’annuler le coefficient de x 2 , ce 
qui donne 

9u 4- 2(2 -4 X) = 0, 

ce qui donne l’asymptote 

9(y 4" 2x) 4- 2(2 4- X) =:::: 0. 

Prenons maintenant la direction asymptotique double 

y— x = 0, 

et la sécante parallèle, 

y. — x — u. 

Les abscisses des points de rencontre sont données par 

u\u 4- 3x) 4- f u -4 (i — X)æ](u 4- x) 4* 4# = 0. 

Cette équation est du second degré en a? si X n’est pas égal à 4. 
Le coefficient de x 2 est alors la constante 1 — X, qu’il est impossible 
d’annuler : dans ce cas, pas d’asymptote parallèle à la première bis¬ 
sectrice ; les branches infinies étudiées sont paraboliques. 

Dans le cas où X = l, l’équation précédente se réduit au premier 
degré en x et le coefficient de x est 

3u 2 4-w4*u. 
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Pour obtenir les asymptotes, il faut annuler ce trinôme en m. Il y 
aura deux asymptotes réelles et distinctes, munies de branches réelles, 

\ 4 

pourvu que p soit moindre que — Pour ces asymptotes se 

confondent suivant la droite y^x — 4»* Comme x est ici une fonc- 

6 


lion rationnelle de u, il n’y a aucune difficulté à vérifier qu’il corres¬ 
pond à cette asymptote double deux branches réelles de courbe, qui 
forment d’ailleurs un rebroussement h l’infini. 


III. — Points communs à deux courbes algébriques d'un 

même plan. 

82. Nous ferons d’abord sur les courbes étudiées des hypothèses 
qui ne restreignent la généralité qu’en apparence. Nous supposerons 
que ces courbes soient définies, en coordonnées non homogènes, par 
les deux équations 

(1) f(x, y) = x m -h -f- A 2 x m ~ <2 ~h ... = 0, 

(2) g(x, y) -4- -f- B,**- 1 -f*... = 0, 

où les A et les B sont des polynômes en y d’un degré égal à leur 
indice 

= a,y 4- a'„ B, = b l y-+-b[, 

Aj = 4- aîy 4- aj, B s = b t y 2 4- b^y 4- £*î, 


de sorte que les ordres de nos courbes sont respectivement m etp. 

La forme des équations (1) et (2) implique que 0,r n’est direction 
asymptotique pour aucune d’elles. Nous supposerons en outre que nos 
courbes n’admettent pas de direction asymptotique commune, ou, ce 
qui revient au môme, pas de point commun h l’infini. La première de 
ces hypothèses dépend du choix des axes, et il n’y a qu’un nombre 
fini de directions données de Ox qui ne la réalisent pas ; la seconde 
porte par contre sur l’ensemble des deux courbes, indépendamment 
des axes auxquels on les rapporte, et nous apprendrons plus loin à 
lever la restriction qu’elle introduit. 

Cela posé, à chaque valeur de y, l’équation (I) fait correspondre #n 
valeurs de x, soient u v i/ a , ...., u m et l’équation (2), p valeurs, 
v soient r t , ..., v p . Pour que y soit l’ordonnée d’un point commun 
aux deux courbes, il faut et rî suffit que, pour celte valeur, l’un des 
nombres u soit égal à l'un des nombres v> ou encore qu’on ait une 
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des deux égalités suivantes 

(3) /’O’i, </)••• y) = o, 

(4) 9 (.u l ,y)g(u 2 ,y)...g(v m ,y) = 0. 

Au signe près, les deux premiers membres sont d’ailleurs égaux sépa¬ 
rément au produit 

II(W/* — VA:) 

formé de mp facteurs dont chacun est la différence d’une racine de 
l’équation (1) et d’une racine de l’équation (2). La valeur R de l’un 
de ces premiers membres s’appelle le résultant des équations (1) et 
(2). Dans ces équations, considérons un instant les A et les B, non 
plus comme des fonctions de y, mais comme des paramètres indé¬ 
pendants. Sous la forme (3), nous voyons que R est un polynôme par 
rapport aux A; la forme (4) nous montre de même que R est un 
polynôme par rapport aux B. Nous avons donc 

R «= ç(A t , A 2 , ..., A m , l| 4 , B 2 , ..., B/>), 

9 désignant un polynôme entier. Quand, dans cette expression, on 
remplace à nouveau les A et B parleurs expressions en fonction dey, 
on obtient un polynôme en y, soit R(y). Le terme de plus haut degré 
de R(y) est égal à celui du polynôme obtenu en réduisant dans 9 les A 
et les B à leurs premiers termes, c’est-à-dire en y remplaçant 

A,, A 2 , A m et IL, B 2 , ...,.Bp, 

respectivement, par 

afl, « 2 a ™y m et 6 t y, fc 2 y 2 , ..., b p yt\ 

Cela se ramène encore à dire (pie le terme de plus haut degré de R(y) 
n'est pas altéré si Von réduit les polynômes f(x, y) et g(x , y) à leurs 
fonctions homogènes de plus haut degré. Si celles-ci sont respecti¬ 
vement 

(x — s { y)(x — s 2 y ) ... (x — s m y), 

(x — t x y)(x — t 2 y) ...(x — t p y ), 

leur résultant est manifestement 

y m rU(8n — t k ). 

D’après notre seconde hypothèse, le coellicienl de y m P n’est pas 
nul. Donc le résultant des polynômes f(x, y) et g(x, y) est aussi de 
degré mp (*). 


(*) On pourrait encore présenter le raisonnement sous la forme suivante : 
si l’on moditio f(x y y) et y( j:, y) sans toucher à leurs fonctions homogènes de 
plus haut degré, le degré du résultant n'est pas altéré. On peut donc se rame¬ 
ner au cas où chaque courbe-serait décomposée en un système de m ou p 
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L’équation R( 2 /) = 0, qiii vient d’être considérée, définit les projec¬ 
tions des points d’intersection de nos deux courbes sur l’axe O y. Or 
nous avons déjà remarqué que, sans enfreindre l’hypothèse que Oar 
n’est direction asymptotique d’aucune de nos courbes, nous pouvions 
adopter une infinité de choix de Oy. Nous dénommerons les directions 
correspondantes : directions permises de O y. 

II en résulte que nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Deux courbes algébriques, d’ordres m et p, sans point 
commun à l’infini, ont mp points communs à distance finie. 

83. Nous sommes, du moins, certains de ce résultat, lorsque le 
résultant R (y) a toutes ses racines distinctes; il est alors évident 
(|ue les courbes ont au moins mp points communs distincts, et 
qu’elles n’en peuvent avoir plus: car nous pourrions trouver, dans 
ce cas, une direction permise d’axe O?/, sur laquelle les points com¬ 
muns donneraient plus de mp projections distinctes, ce qui est con¬ 
traire aux résultats du raisonnement précédent. 

Toutefois, il nous reste à étudier le cas où plusieurs de nos points 
d’intersection viendraient à se confondre. L’énoncé du théorème 
précédent n’acquerra toute sa généralité que si nous sommes à même 
de définir le nombre d’unités pour lequel un point commun aux 
deux eburbes figurera dans le recensement final. Soif (a? 0 , y 0 ) un tel 
point commun : au nombre d’unités que nous devons lui assigner 
dans ce dénombrement, nous donnerons, dans une nouvelle acception, 
le nom d'ordre de la solution x Q , y 0 . 

La réponse à cette question est simple : si, parmi les directions 
permises de Oy, nous en prenons une qui ne soit pas perpendicu¬ 
laire aux droites joignant deux à deux les points d’intersection, des 
points distincts auront sur O y des projections distinctes: l’ordre de 
la solution x Q , y 0 sera alors fourni par l’ordre de multiplicité de la 
racine y 0 de l’équation 

R(y) = o. 

Mais on peut éviter d’imposer de nouvelles conditions à O y en 
opérant de la manière suivante : nous allons déterminer les projec¬ 
tions sur Ot/ des points d’intersection, en adoptant comme direction* 
des projetantes, non plus exclusivement celle de l’axe Qx, mais bien 


droites. Le nombre des points communs aux droites du 1 er système et à celles 
du 2 # étant mp (on a d’ailleurs la latitude de les supposer distincts, puisque 
l’on n’impose que la direction de chaque droite), on en déduit aisément le- 
résultat précédent. 
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une direction de coefficient angulaire indéterminé. Posons à cet 
effet 

(5) y -f- <xx = z ; 

cette équation définit une droite de coefficient angulaire —a, qui 

admet z pour ordonnée à l’origine. 
Si M 0 est un de nos points d’intersec¬ 
tion, en posant 

Vo + 

z 0 représente donc le segment Ottiq 
obtenu en projetant sur O y le point M 0 
parallèlement à la direction de coeffi¬ 
cient angulaire — a. 

Effectuons la transformation (5). 
Les équations de nos courbes deviennent 

f(x, z — CLX ) = 0, 
g(x, z — <xæ) = 0. 

Entre ces équations, éliminons x . Nous obtenons une équation 

(6) . f(z, a) = 0, 

qui est de degré mp en z. Ses racines sont des fonctions linéaires 
de a, dans lesquelles le terme constant est l’ordonnée d’un point 
d’intersection, le coefficient de a représentant l’abscisse de «ce point. 

Gela posé, il est maintenant naturel de définir l’ordre de la solu¬ 
tion x 0 , y 0 comme l’ordre de multiplicité de la racine 

Vo + <*'% 

de l’équation (6). 

Moyennant cette définition, on aperçoit immédiatement la géné- 
alité du théorème précédent, connu sous le nom de théorème de 
Bezout. 

84. En nous plaçant au point de vue infinitésimal, nous pouvons 
compléter cette définition arithmétique de l’ordre, en établissant le 
théorème suivant : 

Théorème. —- Supposons que les coefficients a et b, qui interviennent 
dans les équations 

■'/(«, y) = 0, g(x, y) = 0, 

soient dés fonctions continues d’un paramètre X. Si pour X=X 0 , le sys¬ 
tème admet x 0 , y Q comme solution d'ordre p, il y a p points de rencontre 
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des deux courbes qui tendent vers le point (x 0 , y 0 ) lorsque X tend vers X 0 . 

En effet, le résultant p(z, a), précédemment formé, aura lui-même 
pour coefficients des fonctions continues de X. En appliquant le 
théorème de la continuité des racines d’une équation algébrique à 
une seule inconnue, nous obtenons donc le résultat annoncé. 

Ce théorème nous conduit à d’intéressantes conséquences. Il ndus 
montre que x 0 , y Q ne T peut être solution simple du système /==0, g = 0, 
qu’à la condition que ce point soit simple sur chacune de nos courbes, 
et, en outre, qu’en ce point il n’y ait pas tangence. Il est donc néces¬ 
saire que l’on ait 

fyoQxo fx 0 9 y 0 7*^ 0. 

Réciproquement, on démontre que si cette condition est remplie, le 
point (# 0 , y 0 ) fournit bien une solution simple. 

Un système 0, g = 0 qui admet des solutions multiples peut 
toujours être regardé comme la limite d’un système de même forme 
qui n’admet que des solutions simples. Bornons-nous à signaler que 
le système 

f=t, g — 0 

n’admet que des racines simples pour les valeurs infiniment petites 

de K 1 ). 

Supposons qu’un point (.r 0 , y 0 ), commun aux courbes 

(1) f(x, y) = 0, (2) g(x, y) — 0 

soit d’ordre un sur chacune d’elles. Le choix des axes étant tel que 
l'on ait 

fy o 7^ ff c! g'y 0 ¥= b ; 
l’équation (1) définit une fonction implicite 

y<= <F(z), 

qui tend vers y 0 quand x tend vers x 0 . L’équation (2) définit une 
deuxième fonction implicite 

y = <K®) 

possédant la même propriété. Pour que x 0 , y 0 soit solution du système 
(1), (2) à l’ordre de multiplicité p, on démontre que ces fonctions 
doivent admettre les mêmes dérivées jusqu’à l’ordre p — 1 inclusive-* 


0) Ou bien les courbes g = 0 et fÿg'w — fxÿy = 0 possèdent un nombre fini 
de points d’intersection et le théorème est évident, puisque f prend en ces 
points un nombre fini de valeurs, ou bien ces deux courbes, se décomposant 
(n° 85), ont une partie commune. Mais sur cette courbe commune, f est cons-. 
tant, et par suite, on a encore, en tous les points communs, un nombre fini 
de valeurs de /. 
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ment. Cette condition est nécessaire et suffisante : nous l’admettrons», 

Si p = 2, on dit que les courbes sont simplement tangentes ; si 
p = 3, on dit qu’elles sont osculatrices ; si p = 4, qu’elles sont suros- 
culatrices. En général, on dit que p —1 est l’ordre du contact des 
deux courbes. 

Remarque. — Si x 0 , y 0 est une solution d’ordre deux du système 
(1), (2), on ne peut en déduire le contact des coürbes en ce point que 
s’il est simple sur chacune d’elles. Le point (x 0 , t/ 0 ) est encore une 
solution d’ordre deux s’il est simple pour l’une des courbes, double 
pour l’autre, les tangentes à la seconde étant distinctes de la tangente 
à la première. 

85. Courbes ayant une partie cominune. — Pour réaliser cette 
circonstance, nous sommes obligés de renoncer à l’hypothèse, que 
nous avons faite jusqu’à présent, et suivant laquelle les courbes 
données n’ont pas de direction asymptotique commune. Dans ces 
conditions nouvelles, nous allons établir le théorème suivant: 

Théorème. — Si les Jeux courbes 

/‘0 fe »y) = °> y( x ' .v) — o 

ont plus de mp points communs , elles se décomposent , ei Von 
veut écrire 

f(x, y) = A(®, y), 

g(x, y ) = A(x, y)g i (x, y), 

les courbes /i — 0 et g t = 0 ayant en commun un nombre fini 
de points. 

Choisissons encore Ox de manière qu’il ne soit direction asympto¬ 
tique d’aucune de nos courbes ; dès lors nous sommes sûrs qu’elles 
n’ont pas en commun de droite parallèle à Ox. Cela posé, l’élimina¬ 
tion de x entre leurs équations donne un résultant R (y) de degré mp 
au plus et ayant plus de mp racines. Donc R (y) est identiquement 
nul ; cela signifie que, pour chaque valeur de y, nos équations sont 
vérifiées simultanément par une ou plusieurs valeurs de x . Donc les 
polynômes en x constitués par f(x, y ) et g(x, y) admettent un 
p. g. c. d. Dy(#) entier en x et rationnel en y, soit 

!),(*) = 

?(y) 

£x, y) étant un polynôme qui ne contient en facteur, en vertu de 
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l’hypothèse, aucun polynôme dépendant* de y seul. Or, considéré 
comme polynôme en x, A(x, y) divise f(x, y ) et g(x, y ), quel que 
soit y. Les quotients étant entiers en x et rationnels en y , on peut 
donc écrire 

f(x, y ) = \(x, y ) ù&jù, g(x, y) = \(x, y) 

P et Q étant des polynômes en y, f\ et g t des polynômes en x et y. Les 
fractions ^ et ^ étant supposées irréductibles, il est nécessaire 

que leurs dénominateurs soient des constantes. Sinon, k une 
racine y 0 de P, par exemple, on pourrait associer une valeur x 0 telle 
que, pour 

x—x 0 = y — y o = 0, 

ni f i9 ni A ne s’annulent. Le polynôme /' deviendrait infini, ce qui est 
absurde. Donc, nous pouvons écrire maintenant 

f(x, y) == A(x, y)f t (x 9 ?/), 
g(x, y) == A(x 9 y)g i {x 9 y). 

D’après le mode de formation de A, il est d’ailleurs évident que sauf 
pour des valeurs de y en nombre fini, les polynômes f t (x, y) et 
g t (æ 9 y) sont premiers entre eux ; comme ils ne peuvent avoir de 
diviseur commun dépendant de y seul, les courbes 

A =0 et g x = 0 
ont un nombre fini de points communs. 

86. Énoncé du théorème général. — Deux courbes algé¬ 
briques quelconques indécomposées 7 d'ordres respectifs m et /), 
ont mp points communs réels ou imaginaires, distincts ou non , 
à distance finie ou à Vinfini, 

Il suffit de montrer que les courbes données (G) et (G') peuvent tou¬ 
jours être regardées comme les perspectives de deux courbes (y) et (y') 
sans direction asymptotique commune. Etant indécomposées, (G) et 
(G') ont en effet un nombre fini de points de rencontre, et on peut tou¬ 
jours mener une droite qui ne passe par aucun de ces points. 11 suffit 
alors de s’arranger de manière que cette droite soit la perspective de 
la droite de l’infini du plan (gj) des courbes (y) et (y ; ). 

Le théorème est donc établi. 

Soient 

F(X, Y, T) 0, G(X, Y, T) = 0 
les équations homogènes des deux courbes (C) et (G'). Nous pouvons 




174 COURBES ET SURFACES ALGÉBRIQUES 

aussi donner une autre interprétation du résultat précédent, en remar¬ 
quant (n° 46) que les équations 

F(a?,'y, z) = 0 et G(a?, y, z) = 0 

représentent, par rapport à un système d’axes rectangulaires O xyz, 
deux cônes de sommet O. Nous aurons le théorème suivant: 

Deux cônes de même sommet, d’ordres respectifs m et p, ont en 
général mp génératrices communes. S’ils en ont davantage, ils se 
décomposent et ont en commun un cône de sommet O et d’ordre au 
plus égal au plus petit des deux nombres m et p. 

87. Faisceau des droites qui joignent un point donné aux points 
communs à deux courbes algébriques. — Soit M 0 (X 0 , Y 0 , T 0 ) le 
point donné. Cherchons le faisceau des droites qui joignent ce 
point aux points de rencontre des deux courbes algébriques 

F(X, Y, T) = 0, G(X, Y, T) = 0. 

Appelons x y y , t les coordonnées homogènes d’un point m du 
lieu ; nous devons exprimer que la droite M 0 m contient un point 
M(X, Y, T) commun à nos deux courbes, ou, puisque tout point 
de cette droite a des coordonnées de la forme 

Xo-f-Aa:, Y 0 -f-At/, To-t-AC 
nous devons écrire que les deux équations 

F(X 0 -4- Aas, Yq 4- A y, Tq -f- AO = 0, 

G(Xo -4- AXy Yo —h A y, lo 4- AC) = 0 

ont une racine commune en A. Cette élimination nous fournira 
une équation, qui est celle du faisceau de droites cherché; son 
degré est mp si M 0 n’est pas l’un des points communs à nos deux 
courbes. 

Supposons en particulier que l’on ait X 0 = Y 0 -= 0, c’est-à-dire 
que le point M 0 soit précisément l’origine, les équations précé¬ 
dentes, après division par A m et A p , deviennent 

0, 

0. 


(i) 


F(x„ y . ] i±A') : 
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qu’on peut écrire tout simplement 

( F(*,y,f t ) = 0, 

( G(x,y,t,) = 0. 

On obtient évidemment des résultats identiques en éliminant A 
entre les équations (1) ou t t entre les équations (2). Nous pouvons 
donc énoncer le résultat suivant, important dans les applications : 

On obtient le faisceau des droites qui joignent l'origine aux 
points communs à deux courbes du plan xOy en éliminant, 
entre les équations homogènes de ces courbes , la variable d'ho¬ 
mogénéité . 

Bien entendu, on obtient ainsi simultanément les droites qui joi¬ 
gnent le point O aux points communs à distance finie, aussi bien 
qu’aux points communs h l’infini. Lorsqu’un point commun est mul¬ 
tiple d’un certain ordre, et qu’on suppose M 0 indéterminé, la droite 
joignant M 0 ù ce point commun est multiple du meme ordre. 


IV* — Courbes algébriques de l’espace. 

88. Dans l’espace, on nomme courbes algébriques toutes les courbes 
auxquelles peut donner naissance l’interseciion de deux surfaces algé¬ 
briques. 

Considérons deux surfaces algébriques indécomposées, d’ordres 
respectifs m et p, représentées en coordonnées homogènes par les 
équations 

F(X, Y, Z, T) = 0, G(X, Y, Z, T) = 0. 

Un plan quelconque coupe la première suivant une côurbe d’ordre 
m, la seconde suivant une courbe d’ordre p, qui, sauf peut-être pour 
des.positions exceptionnelles en nombre fini du plan ( , ), ont un nom¬ 
bre fini, égal à mp, de points communs. Sir donc un point S 0 n’appar¬ 
tient pas à la fois auk deux surfaces, le cône de sommet S 0 qui s’appuie 
sur leur intersection sera coupé par un plan conlenant S 0 suivant mp 
droites, et, par suite, sera d’ordre mp. 11 est d’ailleurs facile d’écrire 
l’équation de ce cône. Pour qu’un point de coordonnées homogènes 
X, Y, Z, T en fasse partie, il faut et il suffit que la droite joignant le 
point 

So(X 0 , Y oi T 0 ) 

0) Nous faisons ici allusion au cas où nos surfaces auraient en commun 
une ou plusieurs courbes planes. 



176 COURBES ET SURFACES ALGÉBRIQUES 

R.u point (X, Y, Z, T) contienne un point 

X 0 4-AX, Y 0 4-AY, Zo-hAZ, T 0 4- AT 

situé h lu fois sur les deux surfaces, ou encore que les équations 

F(X 0 4- AX, Y 0 4- A Y, / 0 4- AZ, T 0 4- AT) = 0, 

G(X 0 4- AX, Y 0 4- A Y, Z 0 -h AZ, T 0 4- AT) - 0 

admettent une racine commune en A. Donc Véquation du cône cherché 
s’obtient en éliminant A entre les deux équations précédentes. 

Soit 

?(X, Y, Z, T ; X 0 , Y 0 ,Z 0 , T 0 ) = 0 

l’équation ainsi obtenue ( l ). 11 nous est permis de considérer qu’elle 
définit (surabondamment d’ailleurs) la courbe d’intersection de nos 
deux surfaces, étant entendu que X 0 , Y 0 , Z 0 , T 0 sont regardées comme 
îles quantités arbitraires ; en somme, elle exprime la condition pour 
qu’une droite M 0 M rencontre la courbe. 

Si, le point S 0 étant choisi au hasard, le cône précédent ne se décom¬ 
pose pas, nous dirons qu'il en est de même de la courbe d’intersection: 
il est alors immédiat, d’après le raisonnement précédent, qu'un plan 
quelconque la coupe en mp points. Si pour dos positions particulières 
deS 0 , il y a décomposition du cône, il est facile de démontrer que, pour 
les valeurs X 0 , Y 0 , Z 0 , T 0 envisagées, ? devient une puissance entière 
d’un polynôme en X, Y, Z, T, chaque génératrice simple du cône ren¬ 
contrant la courbe en un nombre de points égal à l’exposant de 
cette puissance. 

Supposons maintenant que ? se décompose quel que soit le point 
S 0 , o’est-îVdirc qu’on ait une identité de la forme 

? 3 = WW ■ ■ ■ 

^i, . . ., >\> n étant des polynômes de même forme que o, mais cette 

fois indécomposables. Il est bien entendu que cette identité doit avoir 
lieu quel que soit le point S 0 . Chacune des égalités 

^i = 0, ^2 “ 0, .... r }/\ ~ 0 

représente un cône, de sommet arbitraire, mais passant par une 
courbe fixé. Appelons (C^, (C 2 ), . . ., (C n ) les courbes ainsi obtenues. 
L’intersection est décomposée, et comprend les courbes algébriques 


(<) Gomme exercice, nous proposons à l’élève démontrer que <p est un poly¬ 
nôme homogène par rapport aux six quantités : 

XT 0 - TX 0 , YT 0 - TY 0 , ZT 0 - TZ 0 , 

YZ 0 - ZY 0 , ZX 0 - XZ 0 , XY 0 - YX 0 . 
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(Ci), (CO, . . . (C*), aux ordres respectifs a t , a 2 ...., a n de multiplicité. 
Chacune de ees courbes est d’ailleurs surabondamment déterminée 
par le cône de sommet (X 0 , Y 0 , Z 0 , T 0 ) arbitraire, qui la contient. On 
en déduit aisément qu’elle est coupée par un plan en un nombre con¬ 
stant de points, égal à l’ordre de ce cône. Nous pouvons donc énoncer 
la proposition suivante: 

Qu'une courbe algébrique soit ou non (*) l'intersection cômplète de 
deux surfaces, le nombre de ses points de rencontre avec un plan est un 
nombre constant, qu'on appelle l'ordre de cette courbe. 

Dans ce dénombrement, si, un plan étant mené au hasard par un 
point, ce point intervient pour plusieurs unités, ce nombre s’appelle 
l'ordre du point sur la courbe. Il est facile d’établir les propositions 
suivantes, que nous nous contenterons d’énoncer: 

Si un point M 0 appartient à la fois aux deux surfaces qui donnent 
naissance à la courbe algébrique étudiée, il est d’ordre un sur cette 
courbe, pourvu qu'il soit d'ordre un sur chacune des surfaces , et qu'en 
ce point, les plans tangents aux deux surfaces soient différents. 

Si, le point M 0 étant d'ordre un pour chacune des surfaces, les plans 
tangents en ce point coïncident, M 0 est, pour l'intersection, un point 
d'ordre deux, ou d'ordre supérieur . Le point M 0 est encore d'ordre supé¬ 
rieur à un, pour l'intersection, s'il est d'ordre supérieur à un sur cha¬ 
cune des surfaces. 

Si une courbe d’ordre m admet un point A d’ordre m, n’importe 
quel plan joignant le point A à tout autre point P de cette courbe pos¬ 
sède avec elle une infinité de points communs. Donc la droite AP fait 
partie de cette courbe. Nous pouvons donc énoncer le théorème 
suivant : 

Toute courbe admettant un point multiple dont l'ordre atteint celui 
de la courbe elle-même est décomposée en autant de droites qu'il y a 
d'unités dans cet ordre. 

Yoici une autre application de la notion d’ordre: 

Toute courbe indécomposée d'ordre m qui admet un point multiple 
d'ordre m — 1 est plane. 

Soient A ce point multiple, P et Q deux autres points pris arbitrai¬ 
rement sur la courbe. Le plan APQ ayant plus de m points communs 
avec la courbe, celle-ci est plane. 

Il en résulte en particulier que toute courbe du second ordre est 
plane. 


0) Bon gré, mal gré, il faut bien se résigner à examiner le cas où une 
courbe algébrique n’est pas l’intersection complète de deux surfaces : il est 
évident en effet qu’une courbe algébrique d’ordre premier ne saurait réaliser 
à elle seule une telle intersection. 


Bouligand. — Géom. anal. 


12 
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89. Points communs à trois sur laces. — Trois surfaces 


F(X, Y,Z,T) = 0, G(X, Y,Z,T) = 0, 


H(X, Y, Z, T) = 0 


peuvent, d’après ce qui précède, avoir en commun une courbe algé¬ 
brique sans pour cela se décomposer. Ainsi, la courbe, déjà considérée 
(n° 62), et représentée par 


<C) 





appartient à la fois aux trois surfaces définies, en coordonnées non 
homogènes, par les équations 


(ï — K)?/ s •+• y — s = 0, 

(a — y)zx z—X — 0, 

((* — a )xy -f x — y == 0. 

Nous avons ainsi un exemple de trois surfaces du second ordre qui 
ont en commun une infinité de points répartis sur la courbe (C). 

Faisons l’hypothèse suivante: les trois surfaces considérées n’ont 
pas de courbe algébrique commune. On peut alors démontrer le théo¬ 
rème suivant : 

Si m, n, p sont les ordres respectifs des trois surfaces, le nombre de 
leurs points communs est mnp . 


90. Nombre des points communs à une courbe algé¬ 
brique quelconque et à une surface. — Dans son Mémoire 
sur les courbes gauches algébriques , Halphen indique la possibilité de 
ramener toute courbe gauche, par l’adjonction de droites convenables, 
à constituer, avec ces droites, l’intersection complète de deux surfa¬ 
ces ( l ). Dans ces conditions, l'énoncé du n° précédent entraîne immé¬ 
diatement le suivant : 


C 1 ) Voyez l’année 1882 du Journal de l'Ecole Polytechnique. — Indiquons 
sommairement le moyen de réaliser cette adjonction. Considérons une courbe 
algébrique (C), commune aux deux surfaces représentées par les équations non 
homogènes 

f( K , y, O = 0, >j{x, y, z) = 0. 

Supposons que les axes aient été choisis de telle sorte que chaque parallèle à 
O? qui s’appuie sur la courbe la rencontre en un seul point sauf pour des 
positions exceptionnelles, en nombre fini, qui correspondent aux points mul¬ 
tiples apparents de la projection sur ie plan xOy. Soit 

(1) fO, y) — 0 

l’équation de cette projection. Lorsque x et y sont liés par la relation (1), les 
équations /’= 0, 0 ont une racine commune en z, qui est unique, sauf 

pour certains systèmes exceptionnels de valeurs x , y. D’après la théorie du 
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Une courbe algébrique d'ordre m possède avec une surface d'ordre p, 
mp points communs. 


V. — Courbes unicursales. 


91. Toute courbe dont les coordonnées sont des fonctions ra¬ 
tionnelles d’un paramètre t est manifestement une courbe algé¬ 
brique. On donne le nom de courbes unicursales à toutes les 
courbes algébriques du plan et de l'espace qui admettent un tel 
mode de représentation paramétrique. Cette possibilité est, nous 
le montrerons, spéciale à certaines courbes, et elle est d’ailleurs 
(l’élève le fera voir) indépendante du choix des axes. 


92. Courbes unicursales du plan. — Considérons une 
courbe unicursale du plan xOy, soit 

*“ /■(<)» H — 9i 0- 

Les fractions / et y ayant été réduites au dénominateur com¬ 
mun de moindre degré, supposons que cela nous ait donné 


x z= 


m 

s(0 


y — 


0(0 

S(0 


Si à un point de la courbe correspond une seule valeur de l> 


p. g. c. <1., celte racine peut s’exprimer ralionnellement en fonction dex, //, soit 


( 2 ) 


= pct, u ) 
//) 


son expression. Considérons les surfaces représentées par les équations (1) et 
(2). Elles ont en commun la courbe considérée : en dehors de cette courbe, 
leur intersection ne comprend que des génératrices du cylindre projetant, 
correspondant à des solutions communes aux trois équations 

ç(x, y) = 0, P(x, y) = 0, Q(x, y) = 0. 

Ce fait est pour ainsi dire intuitif : pour le démontrer on toute rigueur, dési¬ 
gnons par m l’ordre de notre courbe, qui est aussi celui du polynôme <p, et 
par p l’ordre de la surface définie par l’équation (2). Les surfaces (1) et (2) se 
coupent suivant la courbe (G) et un système de courbes dont la somme des 
ordres est m(p — i) ; le point à l'infini sur O z est d’ailleurs un point d'ordre 
m pour la surface (i), d’ordre p — 1 pour la surface (2). Donc il est au moins 
d’ordre m(p — i) pour la partie supplémentaire de l’intersection, qui, d’après 
un théorème du texte, se réduit à un système de droites. 
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exception faite pour un nombre fini de points, autrement dit, si 
pour un point (æ, y ), pris au hasard sur ia courbe, les équa¬ 
tions 1 

æS(0 — P(0 = 0, yS(0 — Q(0 = 0 

ont une seule racine commune en t , on dit qu’on est en présence 
d’une représentation propre . Prenons alors une droite arbi¬ 
traire 

ux vy -h w = (J. 

L’équation qui donne les t de ses points de rencontre avec la 
courbe, soit 

• uP(0~i- t>Q(f)-+- wS(t) = 0, 

a pour degré le plus élevé des degrés des trois polynômes P,Q,S. 
Puisque des racines distinctes fournissent en général des points 
distincts, on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Uordre de la courbe est le plus grand des degrés des poly¬ 
nômes P, Q, S, pourvu qu’ils correspondent à une représenta-* 
lion propre de cette courbe. 

93. Envisageons le système suivant : 

hw s(* 2 y 

j <m = o&) 

m \ S&j • S(* 2 ) 

Si la représentation est impropre, cette circonstance nous sera révélée 
par le fait qu’à une valeur quelconque t l nous pourrons associer une 
valeur t 2 distincte, satisfaisant au système (l). Sinon, la résolution cfe 
ce système par des nombres t t et t 2 distincts nous fournira les points 
doubles de la courbe. Plus généralement, s’il existe h valeurs de t 
faisant acquérir la meme valeur à chacune des fonctions f et g , nous 
serons avertis de la présence d’un point multiple d’ordre'à. Ainsi, la 
recherche des points multiples, d’une part, et le fait de reconnaître si 
la représentation est propre, d’autre part, donnent lieu, en définitive, 
au môme calcul. 

Pour résoudre le système (1), on est amené à rendre ses équations 
entières, et à l’écrire sous la forme 

j l’CWÜ-PCW^O, 

( «C.)S(< a )-Q(< ï )S(< 1 ) = 0. 


(1 bis) 
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Si Ton supprime clans chaque premier membre le facteur t(— t a , il y 
subsiste un polynôme entier, symétrique en t i et ou encore un 
poîynome en s et p, en posant 

$ = f* ~h ^2» P ~ L^2* 

On est ainsi conduit à un nouveau système 

<i) jf(.,p) = o. 

î «(*,»)=0. 

La représentation sera propre si les courbes définies dans le plan des 
$, p par ces deux équations n’ont qu’un nombre fini de points com¬ 
muns. Supposons qu’il en soit ainsi : soit s, p une solution du système 

(2) . Les deux valeurs de t définies par l’équation 

(3) t 2 — ts -b p = 0 

satisfont au système (l bis ). Supposons qu'on se place uniquement au 
point de vue de la recherche des points multiples à distance finie. Les 
•deux racines de l’équation (3) satisferont au système (1), pourvu qu’au¬ 
cune d’elles ne soit racine de S(0 (*)• En définitive, la représentation 
étant propre, le système (t bis ) a donc trois espèces de solutions : 

1° celles qui résultent de l'hypothèse t\~t 2 \ 
î° celles qui proviennent véritablement des points multiples à dis¬ 
tance finie ; 

3° celles qui proviennent de l’association de deux racines de S(f). 


Exercice. — A titre d’application, l’élève cherchera les points dou¬ 
bles de la courbe 

* = Ki-t *) = (1 — f 2 )(2-M)( X ~M) 

i+ y i -+- 

il sera conduit au syslème 

(i-+-pXl+P‘ 2 -s 2 ) = 0, 
s[(l - 2X)(1 - p 2 ) - (s 2 - 2p)( 1 -+- 4X)| = 0. 

En prenant p = — 1, la deuxième équation se réduit h 

s(s 2 ■+•%)( i 2X) = 0. 

A 

Lorsque X vaut-, elle est identiquement vérifiée. La représen- 

L 


(*) Il n’est pas permis de supposer S(< 4 ) = 0 et S(t 2 )7^0, car cela entraî¬ 
nerait P(fj) = Q(b) = 0, et cela serait en contradiction avec l’hypothèse, sui¬ 
vant laquelle S (t) est le dénominateur commun de moindre degré. 
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lation est donc impropre. On la réduit en posant 



Lorsque X diffère de-—, la solution $ —0, p — 4, donne le 

couple t i = — 4, t 2 = ~h l qui fournit l’origine, qui est donc un point 
double. En écartant alors les hypothèses qui correspondent à l'accou¬ 
plement de deux racines du dénominateur 4 on oblicnt en fin 

de compte deux autres points doubles, qui correspondent à 


p = 2X, * = ±v/4X*4-4. 


(les points, lorsque X tend vers zéro, se rapprochent indéfiniment de 
l’origine, qui, quand X s’annule, devient un point triple 


(/ t — — 4, t 2 — 4- 4, — 0). 


94. Remarques. — I. — La courbe étudiée étant réelle, la résolu¬ 
tion du système (2) peut conduire à des systèmes de valeurs $, p 
imaginaires: il leur correspond des points doubles imaginaires de la 
courbe. On peut trouver aussi des solutions s, p réelles, telles que 
.s 2 — Ap soit négatif. Les valeurs et t 2 correspondantes sont ima¬ 
ginaires conjuguées, et donnent naissance à deux points imaginaires 
.conjugués qui se confondent, donc, à un point singulier réel, avec 
deux tangentes imaginaires conjuguées. Ainsi la courbe 

x = 4 4- t 4- t 2 , y = t{\ +- £ 4- t 2 ) 

présente à l’origine un point isolé, qui correspond aux deux racines 
cubiques imaginaires de l’unité. Enfin les valeurs s, p telles que l’on 
ait 

s- — Ap = 0 


fournissent des nombres t l et t 2 égaux, mais que nous pouvons inter¬ 
préter comme correspondant à des j oints singuliers. En effet, en 
vertu des identités 


F(s, p) sa,)S(y 


G(s, p) 


SÇi)S('2) 


9(tj ) — fl(Q ) 

(| h 


la racine double du trinôme f 2 — ts-i-p qui correspond au système 
s, p mis en jeu, satisfait aux équations 

AO = 0, gX 0 = 0. 

Donc/elle est racine d’ordre dépassant un de l’équation 

0 4- c(y(0 4~ te — 0, 
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w, v , w étant les coefficients d’üne droite menée au hasard par le 
point considéré. Donc Tordre de ce point dépasse un sur la courbe : 
c’est bien par suite un point singulier ( 4 ). 

II. — Au point de vue théorique, il est important de pouvoir déter¬ 
miner tous les points singuliers d’une courbe unieursale, sans établir 
de distinction entre les points à distance finie et les points h l’infini. 
Pour les points à distance finie, la question est maintenant entière¬ 
ment résolue*à l’aide du système (2): il ne laisse échapper aucun 
point singulier à distance finie, et inversement toute solution de ce 
système qui n’a pas été obtenue par l’association de deux racines de 
S(0 conduit bien à un point singulier. Nous ne sommes donc plus 
bien éloignes de la généralité complète, et il suffit de modifier légè¬ 
rement le raisonnement initial pour obtenir indifféremment les points 
singuliers à distance finie et les points à l’infini. 

Remarquons à cet effet qu’on peut prendre comme coordonnées 
homogènes d’un point de la courbe les valeurs de 1 \4), Q(£), S(f), 
qui, par hypothèse, ne sont jamais simultanément nulles. On sera 
alors conduit h chercher les systèmes de nombres et t 2 qui satisfont 
simultanément aux trois équations, d’ailleurs compatibles ( 2 ), 

Q(ft)S(f 2 )~S(* t )Q(f 2 ) = Q S(* t )P(< 2 ) - Sq 2 )P(M = 0 
fl — <2 ’ f, — f 2 ’ 

P(*i)Qff 2 ) - <i(*t)P(*») = q 

fl f‘2 

La recherche de tous les points singuliers se ramène en définitive à 
celle des {joints communs à la ibis à trois courbes algébriques 

«(*, P)=0, F(*,p) = 0, II(«, P) = 0. 

95. Théorème. — Toute courbe plane d'ordre ni qui admet 
un point d'ordre m — 1 est unieursale. 

Si ce point est à distance finie, prenons-le pour origine. La 
courbe a pour équation 

?-"(>> .V) -+- 'fm-.O, y) = 0. 


0) Ce raisonnement n’est valable, cela va sans dire, que si la représentation 
est propre. 

( 2 ) En somme, il y a des points singuliers à l’infini s’il y a des couples t u t 2 
de racines de S(<), tels que Ton ait 


T(h)Q(< 2 ) - m)Qd i) = 0 

h ~ h 
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Une sécante 

y — Ix, 

passant par l'origine, rencontre dès lors la courbe en un seul 
point, dont les coordonnées dépendent de t. On a ainsi immédia¬ 
tement la représentation rationnelle cherchée 



y ~ 


— 0 
?«(*'- 0 


Il est d’ailleurs immédiat que cette représentation est propre. 

Si le point d’ordre m — 1 est à l’infini, prenons l’axe Oy 
parallèle à la direction qui correspond à ce point. Il est alors 
immédiat que y est une fonction rationnelle de x. Le théorème 
est donc démontré. 

En particulier, les courbes du second ordre , et les courbes du 
troisième ordre qui admettent un point d'ordre deux, sont donc 
unicursales . 

Nous établirons plus tard qu’inversement, toute cubique plane 
unicursale admet un point d’ordre deux. C’est dire qu’une 
cubique définie par une équation dont les coefficients sont choi¬ 
sis au hasard n’est pas unicursale. 

D’une manière générale, le fait qu’une courbe algébrique est 
unicursale est intimement lié au nombre de ses points singu¬ 
liers. Nous nous contenterons d’énoncer le théorème suivant : 


Si une courbe algébrique d’ordre n n’admet pour singularités 
que des points d’ordre deux à tangentes distinctes, pour qu’elle 
soit unicursale, il faut et il suffit que le nombre de ses points 


singuliers à distance finie ou 


à l'infini soit 



C’est d’ailleurs cet entier, on le démontre, qui constitue, pour 
une courbe indécomposée d’ordre n, le nombre maximum des 
points singuliers. Autrement dit : 

Une courbe d’ordre n qui a des points singuliers en nombre 


dépassant 



se décompose . 


Par exemple, une cubique qui admet deux points d’ordre deux 
se décompose, et, dans ce cas particulier, la démonstration est 
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immédiate, puisque la droite qui joint ces deux points, ayant en 
commun quatre points avec la courbe, en fait entièrement partie. 


96. Courbes unicursales de l’espace. — Il est facile de 
généraliser les points essentiels de la théorie précédente aux 
courbes gauches. Soit la courbe 




z 


s(0 


où S(0 est le dénominateur commun de moindre degré. Si la 
représentation est propre, on établit, en cherchant le nombre 
des points de rencontre de la courbe avec un plan, que son ordre 
est égal au plus grand des degrés des quatre polynômes P, Q, R, S. 

Soit une courbe gauche algébrique d’ordre m, qui possède un 
point multiple d’ordre m — 2. Joignons ce point à un autre point 
fixe sur la courbe. Soient 

P = 0, Q = 0 

les équations de la droite ainsi obtenue. Un plan 

p -+-*0 = 0 , 

passant par cette droite, coupe la courbe en un seul point dépen¬ 
dant de *; par suite, les coordonnées de ce point sont des fonc¬ 
tions rationnelles de t, et par suite la courbe est unicursale. En 
particulier, toute cubique gauche est unicursale. 

Est également unicursale une courbe gauche d’ordre m ren¬ 
contrée par une certaine droite en m — 1 points, car un plan 
passant par cette droite coupe la courbe en un seul point dépen¬ 
dant de t. 
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I. — Dans le plan. 

97. La détermination, dans le plan xOy , d’une certaine figure, 
exige la connaissance des valeurs que prennent un certain 
nombre de paramètres : pour un triangle, par exemple, on doit 
donner l’abscisse et l’ordonnée de chaque sommet, soient six 
paramètres. Considérons une figure dont la détermination 
nécessite la donnée des valeurs de n paramètres. Supposons que, 
parmi ceux-ci, n — p seulement soient fixés. Portons notre 
attention sur toutes les figures, de l’espèce considérée, qu’on 
obtient en fixant arbitrairement les p derniers paramètres. Nous 
dirons qu’elles forment une famille à p paramètres. Ainsi les 
triangles dont un seul côté est fixé en grandeur et position 
forment une famille à deux paramètres. 

Considérons, en particulier, une famille de figures à un seul 
paramètre X. Supposons que Ton sache, quel que soit X, parti¬ 
culariser, dans la figure b\ fournie par la valeur X, un certain 
point M,., les moyens employés pour obtenir ce résultat pouvant 
d’ailleurs être extrêmement variés : par exemple, si F* est un 
triangle dont deux sommets sont fixes et dont le troisième décrit 
une ligne connue, on pourra considérer le point Mx qui est le 
centre du cercle circonscrit, ou encore du cercle inscrit, etc... 
D’une manière générale, les coordonnées de Mx seront des fonc- 
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iions du paramètre X, et, par suite, ce point décrira une ligne, 
qu’on appelle son lieu géométrique. 


98. Dans certains cas, le moyen employé pour particulariser 
Mx, dans la figure Fx, conduit immédiatement à la relation qui 
lie ses coordonnées, cartésiennes ou polaires, quand X varie, 
c’est-à-dire à une équation représentant le lieu qu’il décrit. 



Exemples. 1° Soit une droite fixe D et un point fixe F. D’un point M, 

abaissons la perpendiculaire MP 
sur 1). Si l’on impose la condition 
MP — MF, le triangle MPF dépend 
d'un paramètre. Cherchons le lieu 
du point M : il passe par le milieu O 
de la perpendiculaire FA abaissée 
de F sur D. Prenons pour origine 
le point O, pour axe ()x la demi- 
droite OF, l’axe O y étant parallèle h 
I) et soit 

AF = p. 

En exprimant la condition 
MF = MP, 

on obtient immédiatement l’équa¬ 
tion du lieu; nous laisserons à l’élève le soin de faire ce calcul très 
simple. L’équation cherchée est 

(1) y 1 — °2p,r — 0. 

Cette courbe s’appt lie une 'parabole. Dans col exemple, réquation (1) 

traduit la condition nécessaire et 
suffisante pour qu’un point appar¬ 
tienne au lieu. 

2° Sur un cercle fixe on prend un 
point fixe A, et on mène la tan-- 
gente T au point A' diamétralement 
opposé. Cherchons le lieu du point M 
déterminé sur une sécante APQ issue 
de A par la condition 

ÂM = PQ. 

Ici, nous aurons immédiatement 
l’équation polaire du lieu en prenant pour pôle le point A, pour axe 
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polaire AA'. En posant 

ÀA' = a, (ÂAVÀP) = ÂM = p, 
on trouve iiisément 

_ a sin 2 o> 

cos o> 

On passe de là facilement à l’équation cartésienne de la courbe, rap¬ 
portée aux axes Ax et Ay, en utilisant les formules 


; 4 c cos ti>, 


y — p sin w ; 


«cette équation est 


x(x 2 -h y 2 ) — ay 2 = 0. 


La courbe qu’elle représente porte le nom de cnsoïde de Diodes Q). 
3° Le point A étant fixe sur un cercle de diamètre a , on porte, sur 

les cordes AP issues de ce 
point, une longueur 

PM = 6. 

Le lieu du point M s’ap¬ 
pelle un limaçon de Pascal, 
et ôn voit immédiatement 
que son équation polaire 
est 



(î) 


: a cos to -h b. 


Remarque. — Dans cet 
exemple, il importe de bien préciser les conditions de l’énoncé. Envi¬ 
sageons les deux problèmes suivants : 

1° Trouver le lieu des points M tels que PM ait la longueur 6, le 
segment PM étant extérieur au cercle. 

2° Trouver le lieu des points M obtenus en portant sur chaque 
rayon vecteur orienté Am, à partir de P, un segment PM, tel que 

PM = 6. 

Chacun d’eux nous conduira à des résultats bien distincts. Alors que 
le second donne toute la courbe représentée en coordonnées polaires 
par l’équation (2), le premier fournit seulement la portion de cette 
courbe qui correspond aux inégalités 

n . r: 

-< co <-. 

2 2 


(*) Dans ces deux exemples, il est immédiat quelequation obtenue exprime 
Li condition nécessaire et suffisante pour qu’un.point appartienne au lieu. 
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L’élève montrera que le deuxième problème amène à porter la 
longueur PM de part et d'autre de P sur chaque droite AP. Il expli¬ 
quera, en môme temps, qu’à la place de l’équation (2) on peut tout 
aussi bien prendre, comme équation polaire du lieu, 

p — a cos w — b. 


99. Un cas très usuel est celui où le point M>. de la figure 
b\ est défini par l'intersection de deux courbes de cette figure, 
dont on sait écrire les équations pour chaque valeur de X, soient 

f(x, y, X) = 0, g(x, y , À) = 0. 

Si ces équations sont résolubles par rapport à a; et y, elles 
fourniront immédiatement une représentation paramétrique du 
lieu. Sinon, on obtiendra Véquation du lieu en éliminant X entre 
les deux équations précédentes. Car, pour qu'un point (x, y) 
appartienne au lieu, il faut et il suffit que les deux équations 
précédentes aient une racine commune en X. 


Remarques. — I. Il faut cependant observer que, suivant la 
manière dont l’énoncé du problème est libellé, le lieu comprendra 
tous les points de la courbe 

R(a;, y) — 0, 

obtenue par l'élimination, ou, seulement, certains arcs de cette 
courbe tels que certaines inégalités soient vérifiées en tous leurs 
points. 


Ainsi, dans le dernier exemple du numéro précédent (limaçon de 
Pascal), le point M peut être regardé comme l’intersection de la 
droite AP, 

y = X.r, 


cl du cercle de centre P et de rayon PM 



qX» \ 2 
4-h XV 


= 6 *. 


La courbe entière, que l’on obtient en éliminant X, fournira le 
lieu qui correspond à notre seconde forme d’énoncé. Mais, si l’énoncé 
est donné sous la première forme, le lieu comprend seulement l’arc 
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de celte courbe qui satisfait aux inégalités 

x > 0 , x 2 -h y 2 — ax > 0 . 

qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que le 
segment PM soit tout entier à l'extérieur du cercle. 

11. — Pour un système de nombres x , y, satisfaisant à 

y) = o, 

les deux éqmil ions 

f(x, y, X) = 0, g{x , y, X) = 0 

ont en général une seule racine commune X. Si nous n’envisageons 
que des éléments réels, cette racine sera elle-même réelle. Mais, si 
pour un point réel (,r 0 , y 0 ) de la courbe obtenue par l’élimination, les 
équations «tes courbes variables ont deux racines communes V {) et XJj, 
ces deux racines pourront être réelles ou imaginaires conjuguées. Cette 
circonstance, si elle se produit au point ( æ 0 , y 0 ) à titre exceptionnel, 
indique que ce point est un point double de la courbe ou un point 
isolé. Si elle se produit en tous les points de la courbe 

]\(x, y) — 0 , 

elle indique en général qu’on aurait pu faire un choix plus heureux 
du paramètre qui détermine la figure mobile. On comprend aisément 
que cette question englobe celle de la représentation propre et impropre 
des courbes unicursales et la recherche «le leurs points multiples : on 
est en effet ramené à ces problèmes, que nous avons déjà étu«liés, 
lorsque /'et g sont des fonctions linéaires en x et y et entières en X. 

III. — Pour certain«'s valeurs de X, les courbes 

f(x, y, X) == 0, ?/, X) = 0, 

«jue nous supposons algébriques, peuvent se décomposer et comprendre 
une courbe algébrique commune, «pii pourra appartenir ou non au 
lieu, suivant le mode de rédaction de l'énoncé. 

IV. — Si l’une des courbes 

f~0 ou y—0, 

la première par exemple, passe par un point fixe (x 0 , y 0 ), la courbe 

R = 0 

y passe aussi, car l’équation 

K* o. Vo, ) -) = ° 
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se réduisant à une identité, toute valeur de X pour laquelle la courbe 

0 = 0 

passe par le point ( x 0 , y 0 ) fournira un point du lieu. 

100. Figures dépendant de n paramètres liés par n — 1 
relations . — Dans le plan, les points d’une figure à plus d’un 
paramètre ne possèdent pas, en général, de lieu géométrique, si 
toutefois ces paramètres sont indépendants ; il y a cependant 
des exceptions possibles, au même titre que des points particu¬ 
liers d’une figure à un paramètre peuvent demeurer fixes. Soient 
données deux droites portant deux côtés parallèles d’un rectan¬ 
gle, les deux autres restant indéterminés : nous avons une figure 
à deux paramètres. Ceci n’empêche pas le centre du rectangle 
d’avoir un lieu géométrique, qui est la droite équidistante des 
deux côtés fixes. 

Écartons ces cas singuliers, pour fixer notre attention sur un 
castrés important pour les applications : il est parfois commode, 
pour l’étude d'une figure à un paramètre, d’introduiie n para¬ 
mètres qui, cette fois, au lieu d’être indépendants, seront liés 
par n — 1 relations 

^2? • • •} =T 9, . . ., '^n— ^2» • • •» ^n) == 9* 

Soient alors 

f(x, y, ^-2» • • • i ^n) - 9, y ’ ^1» ^2» * * *J 9 

les courbes qui, par leur intersection, déterminent MU. Pour 
avoir l’équation du lieu de ce point, il suffit d'exprimer que les 
n — 1 équations précédentes admettent un système de solutions 
communes en X t , X 2 , ..., X„. On éliminera donc ces n paramètres 
entre les n — 1 relations précédentes. Il restera à s’assurer si 
tous les points de la courbe fournie par cette élimination font 
bien partie du lieu, ce qui dépendra essentiellement de la 
manière dont on aura proposé l’énoncé. 

Exemple. — Examinons le cas où le lieu serai! défini par une rela¬ 
tion enlrc les distances 

MF = r et MF 7 = r 7 , 
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d’un de ses points M à deux points fixes F et F'. En prenant pour axe 
x'x la droite FF', pour axe y'y la perpendiculaire au milieu de FF', 
nous serons en présence des relations 

ç(r, r') = 0, (OF = c) 

(x — c)* 4 -y 2 = r 2 , 

(x -h c ) 2 -f- 1/ 2 == r' 2 . 

En somme, le triangle MFF' est ici déterminé (à une symétrie près) 

par la donnée des deux 
paramètres r et r', liés 
par la relation 9 = 0 . 
Son sommet M est fin- 
terseclion de deux cer- 
clés, de centres F et F', 
et de rayons respectifs r 
et r D’après la théorie 
qui précède, nous au¬ 
rons donc l’équation du 
lieu en éliminant r et r r 
entre les trois équations 
ci-dessus. 

L’élève fera cette élimination dans les cas suivants: 

1 ° On suppose 

9 = r 4 - r*' — 2 a = 0 ; 



on obtient l'ellipse 


4 + £-l=0, (& 2 = a 2 -c 2 ). 

a 1 b 1 

2° On prend 

9 = r —- r 1 àz %a = 0 ; 

on obtient Vhyperbole 


4--ë- 1=0 ’ (6 2 = c 2 -a 2 ). 

a L b L 


(Od expliquera comment il se fait que le résultat de l’élimination soif 
le meme dans les deux exemples.) 

3° On prend 

9 = rr' — a 2 — 0 ; 

on obtient des courbes dont on étudiera la forme suivant les valeurs 

du rapport —. Ces courbes sont appelées ovales de Cassini. Dans le 
c 

cas de a = 1 , la courbe présente un point double à l’origine; on lui 
c 

donne le nom de lemniscate . 
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II. — Dans l’espace. 

Cette question se subdivise en deux parties : lieu d’une ligne, 
et lieu d’un point. 

101. Lieu d’une ligne. — Considérons une ligne dépendant 
d’un paramètre X. Elle peut être définie par les expressions des 
coordonnées d’un de ses points en fonction d’une variable 1 , ces 
expressions dépendant de X ; soient 

# = /*(*, X), y = X), z = X). 

La ligne engendre en général une surface, dont la représentation 
paramétrique est fournie par les trois égalités précédentes. On 
aperçoit immédiatement un cas d’exception, c’est celui où l’on 
aurait 

x — F(u), y — G(u), z = II(u), 

u étant une fonction déterminée de t et de X. Les trois équations 
précédentes représenteraient alors une ligne ne variant pas avec 
le paramètre X, celui-ci influant seulement sur le mode de repré¬ 
sentation paramétrique. Ainsi, si nous imprimons à un corps 
solide un mouvement hélicoïdal autour d’qn axe A, chaque ligne 
de ce corps engendre une surface, pourvu que cette ligne ne soit 
pas une hélice d’axe A, de pas égal à celui du mouvement. 

Si la ligne est définie par l’intersection de deux surfaces^) 

cp(æ, y, X) = 0, y , z, X) = 0, 

nous obtiendrons le lieu de cette ligne par l’élimination du para¬ 
mètre X, Nous laissons à l’élève le soin d’établir cette proposi¬ 
tion. Plus généralement, si l’on met en jeu n paramètres liés 
par n — 1 relations, on est conduit à éliminer ces paramètres 
entre in-f- 1 équations, à savoir les deux équations de la ligne et 
les n — 1 relations. 


( 4 ) Nous supposons, par la suite, que la ligne considérée est l’intersection 
complète des deux surfaces <p = 0 et ^ = 0 . 

Bouugand. — Géom. anal. 13 
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102. Traitons quelques applications. 

1° Cylindres. — Un cylindre est le lieu d’une droite de 
direction fixe, assujettie, par une condition d’égalité, à ne plus 
dépendre que d’un seul paramètre . 

Supposons que la direction fixe soit définie comme intersection 
des plans non parallèles 

P — 0, 0 = 0 . 

Une parallèle quelconque sera 

P = X, Q = ji; 

cette droite ne dépend plus que d’un seul paramètre, si l’on 
assujettit X et p. à vérifier une seule équation de condition 

= o. 

D’après la théorie générale, l’équation du lieu s’obtient en élimi¬ 
nant X et [jl entre les équations 

P = X, Q = n, /-(X, (*) = 0; 
cette élimination nous donne immédiatement 
0) /'( P,Q) = o. 

Inversement, toute équation de la forme(1) peut être regardée 
comme le lieu d’une droite 

p = x, Q = ^ 

de direction fixe, assujettie à la relation 

= o. 

et, par suite, représente un cylindre. 

Montrer, comme exercice, que réquation du cylindre parallèle à la 
direction (a, p, y) et passant par l’intersection des deux surfaces 

V , *) = 0, 4<o?, y, s) = 0 

s’obtient en éliminant o entre les deux équations 

-4- ap, y -H pp, 2 4- TP) = 0, <|*(ar -+- ap, y -f- pp, z -h yp) = 0. 

2° Cônes. — Généralisant la définition du n° 46, nous dirons 
qu’un cône est le lieu d’une droite issue d’un point fixe, assu- 



DES LIEUX GÉOMÉTRIQUES DANS i/ESPACE 195 


jellie>par une condition d’égalité , à ne dépendre que d’un seul 
paramètre (*). 

Supposons que le point fixe soit défini comme intersection des 
trois plans 

P = 0, 0 = 0, R= 0. 

Une droite passant par ce point sera 

P = XR, Q = fxR. 


Elle ne dépend plus qtie d’un seul paramètre si l’on assujettit X 
et [i. à vérifier une équation de condition 


(2) fÇk, >a) = 0. 

Le lieu de cette droite sera donc la surface représentée par 
l’équation 


(3) 


f 


P Q 


R R 

qui peut se mettre sous la forme 


0 , 


(4) 


F(P,Q, R) — «, 


F représentant une fonction homogène en P, Q, R. Inversement, 
soit une équation de la forme (4), où F est homogène. On peut la 
ramener à la forme (3). Si donc les trois plans P = 0, Q = 0, 
R = 0 ont un seul point d’intersection à distance finie, on peut 
regarder la surface étudiée comme le lieu de la droite 

P = XR, Q = [xR 

passant par ce point, cette droite étant assujettie à la condition 
(2). La surface en question est bien un cône. 

Si les trois plans P, Q, R ont zéro ou un nombre infini de 
points communs alignés, on peut écrire une identité de la forme 

R =e a P -f - bQ -f- c , 


a, 6, c étant des constantes. La surface (4) se réduit donc à un 


0) On comprend l'intérêt que comporte cette généralisation. Dans un pro¬ 
blème, un cône n’est pas toujours défini comme le lieu d’une droite issue 
d’un point fixe et rencontrant une courbe fixe : il peut être le lieu d'une droite 
issue d’un point tixe, tangente à une surface fixe. 
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cylindre (ou à un système de plans parallèles, si P et Q ne sont 
pas sécants). 

Nous avons déjà dit (n° 88) comment se forme l'équation du 
cône ayant pour sommet un point donné et s’appuyant sur l’in¬ 
tersection de deux surfaces algébriques. 

3° Surfaces de révolution. — On donne ce nom à toute surface 
engendrée par la rotation d'une courbe autour d’un axe fixe A ; 
une telle surface est donc aussi le lieu d’un cercle admettant 
pour axe la droite A et soumis, en outre, à une certaine condi¬ 
tion. Soient S = 0 l'équation d’une sphère (S) ayant son centre 
sur A et P = 0 celle d’un plan (P) perpendiculaire à A. Tout 
cercle d’axe A peut être considéré comme l’intersection d’une 
sphère concentrique à (S) et d’un pian parallèle au plan (P). Un 
tel cercle peut donc se représenter par des équations de la forme 

S = X, P=-p.. 

La condition supplémentaire à laquelle on assujettit ce cercle 
se traduit par une relation 

/■(*.!*) = O- 

Pratiquement, si l’on donne la courbe dont la rotation autour 
de A engendre la surface, cette dernière relation s’obtient en 
exprimant que le cercle variable d’axe A rencontre la courbe 
génératrice. 

Cela posé, on obtient l’équation du lieu en éliminant X et p. 
entre les équations du cercle et la relation /*(X, p) = 0, ce qui 
donne 

f( S, P) = 0. 

Inversement, toute équation de cette forme peut être regardée 
comme résultant d’une élimination analogue et, par suite, repré¬ 
sente une surface de révolution ayant pour axe la perpendicu¬ 
laire abaissée du centre de la sphère (S) sur le plan (P). 

Examinons le cas où l’axe est O z, et où l’on donne la méri¬ 
dienne de la surface (section par un plan contenant l’axe) dans 
le plan xOz ; soit 


f{x y z) = 0 
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l’équation de cette courbe. La surface est le lieu du cercle 

«*-+- y 2 — p 2 , z = à, 

assujetti à rencontrer la méridienne ; cette condition impose 
à X et p de vérifier la relation 

/•( P ,X) = 0. 

On obtient l’équation du lieu en éliminant X et p, ce qui donne 

Montrer, comme exercice, que la surface de révolution engendrée 

par la rotation d l une droite au¬ 
tour de Oz a pour méridienne 
une hyperbole, dont Oz est l’axe 
non transverse (on prendra la 
droite parallèle au plan yüz, par 
exemple). Etudier géométrique¬ 
ment cette surface, connue sous 
le nom (Y hypcrboloïde de révolu¬ 
tion à une nappe, appelée aussi 
surface gauche de révolution . 
Montrer (pie par chaque point de 
la surface, il passe deux droites 
qui y sont entièrement conte¬ 
nues : ces droites déterminent le plan tangent en ce point. Toutes 
les droites situées sur la surface se répartissent en deux systèmes : 
deux droites de la surface sont ou non dans un même plan, sui¬ 
vant qu’elles appartiennent à des systèmes différents ou au même 
système. Les asymptotes d’une hyperbole méridienne, en tournant 
autour de Oz, engendrent un cône de révolution, qui est aussi le lieu 
des parallèles menées par l’origine aux droites situées sur la surface 
gauche : on lui donne le nom de cône asymptote. Un plan tangent à ce 
cône coupe l’hyperboloïde suivant deux génératrices parallèles, et 
par suite lui est aussi tangent au point à l’infini commun à ces deux 
droites. Il y a donc communauté des plans tangents entre l’hyper- 
boloïde et son cône asymptote en tout point à l’infini. 

Cônes et cylindres de révolution. — Il est facile d'obtenir di¬ 
rectement l'équation d'un cône ou d'un cylindre de révolution. 

Soit un cône de révolution ayant pour sommet le point 
S(# 0 , s 0 ), pour angle au sommet 6, la direction de l'axe étant 
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définie par les trois paramètres a, 6, c. Pour qu'un point M soit 
sur le cône, il faut et il suffit que l’un des angles de SM avec 
l’axe soit égal à G. On en déduit aisément l’équation cherchée 

[a(.r — x 0 ) -+- b(y — i/o) -H- c(z — z 0 )] 2 

= cos 2 0(a 2 4 - b- 4- c 2 )[(æ — a; 0 ) 2 4- (y — ,y 0 ) 2 4- (s — z 0 ) 2 J- 

On obtient de meme l'équation d’un cylindre de révolution en 
exprimant que la distance d’un point à l’axe est égale au rayon. 
Appelons a , 6, c, /, m, n un système de coordonnées de Plücker 
de l’axe et Li le rayon. L’équation cherchée est (n° 32) 

(cy — bz — Z) 2 -h (az — ex — ni) 2 -4- (Z>æ — ay — n) 2 

= R 2 (a 2 -4- b 2 -4- c 2 ). 


103. Lieu d’un point. — Si le point considéré appartient à 
une figure dépendant de deux paramètres, son lieu géométrique 
est en général une surface ; s’il appartient à une figure à un 
paramètre, son lieu sera une ligne. 

Premier cas {deuxparamètres). — Soient X et p.les paramètres 
dont dépend la figure F. Un point M de cette figure pourra être 
défini comme l’intersection de trois surfaces liées à celle-ci, 
soient 

f(x, y, z, X, [/.) = 0, g(x , ;y, z, X, a) = 0, h(æ, y, z, X, y.) = 0. 

On obtient alors l’équation du lieu en éliminant X et p. entre ces 
trois équations (faire le raisonnement) (*). 

Deuxième cas {un paramètre). — Soit X le paramètre unique 
dont dépend la figure F ; particularisons dans celle-ci un point M, 
qui sera l’intersection des trois surfaces 

f(x, y, z, X) = 0, g(x, y, z, X) = 0, h(x, y , z, X) = 0. 

Le lieu de M est alors une courbe ; si l’on sait résoudre les trois 
équations précédentes en x , y, z, on en a immédiatement une 

( 4 ) Dans ce cas, il peut arriver, exceptionnellement, que le lieu soit une 
ligne : c’est ce qui se produirait si l’on avait 

f( x i y, \ n) fi(*j y , S* ?)> 9 = y, z, 9), h = h x (x, y , 5, 9), 

9 désignant une foncüon déterminée de X et (jl. A la vérité, les trois surfaces 
et leur point d’intersection ne dépendraient en réalité que du seul paramètre 9. 
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représentation paramétrique en fonction de X ; sinon on peut 
rechercher le lieu comme intersection de deux surfaces. Soient 

P(ar, y, z) = 0, Q(x, y, z) = 0 

les équations obtenues en éliminant X entre 

f= 0, a = 0 

d’une part, et entre 

9 = 0, h = 0 

d’autre part. Tout point du lieu appartient à l’intersection des 
surfaces 

P = 0, Q “ 0 ; 

si cette intersection (cas d’équations algébriques) est indécom¬ 
posée, et si l’énoncé n’impose aux points du lieu aucune res¬ 
triction d’inégalité, la réciproque est vraie : tout point de cette 
intersection fait partie du lieu. Mais ce résultat n’est pas, en gé¬ 
néral, exact lorsque l’intersection se décompose. Ainsi, en cher¬ 
chant le lieu du point commun aux trois plans 

# = X 2 H-X, y = X 2 , z = 2X 2 — X, 

il ne se présente aucune difficulté si l’on remarque que ces équa¬ 
tions donnent immédiatement une représentation paramétrique : 
le lieu est une courbe du second ordre (parabole). Opérons main¬ 
tenant par élimination. Associons les deux premières équations, 
puis les deux dernières. Nous obtenons les surfaces 

P = (x — y) 2 — y = 0, Q ==• (2 — 2t/)' 2 — y = 0, 

dont l’intersection se décompose en deux courbes planes, en vertu 
de l’identité 

P — Q = (æ — \\y -h z)(a? H- y — z). 

En se reportant aux équations initiales, on voit que seule répond 
à la question celle de ces deux courbes qui est située dans le 
plan 

x — 3y-f-z = 0. 

On peut éviter ces difficultés en utilisant la remarque suivante : le 
lieu sera surabondamment défini si l’on connaît ses points d’inter- 
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section avec une famille de plans parallèles, par exemple les plans 
x const. II sera donc surabondamment déterminé, à fortiori, si 
l’on sait écrire l’équation de n’importe quel cylindre passant par la 
courbe qui le constitue. Or, en appelant a, (3, y les paramètres direc¬ 
teurs d’une génératrice d’un tel cylindre, l’élève établira sans peine 
que son équation peut s’obtenir en éliminant X et p entre les équa¬ 
tions 

f(x-\-ap, y+ Pp, z + yp, X) = 0, 
g(x 4- ap, y 4- pp, z -4- yp, >-) = 0, 
h(x -4- ap, y -f- Pp, z + yp, X) = 0. 

En particulier, pour avoir la projection du lieu sur un plan de coor¬ 
données, xOy par exemple, on élimine X et la troisième coordonnée z 
entre les équations initiales. 



CHAPITRE VII 


ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 
NOTIONS SUR L’HOMOGRAPHIE 


104. Beaucoup de recherches de lieux géométriques tirent leur 
origine d une transformation que Ton fait subir, point par point, 
à la figure étudiée. Pour préciser, supposons qu’au point M (x,y, z ) 
de l’espace, nous fassions correspondre le point M! défini par les 
relations 

yy\ = y, *), z t = h(x, y , z ). 

On sera souvent amené à chercher le lieu du point M t , sachant 
que le point M décrit un lieu connu. Il n’y a là aucune difficulté 
nouvelle et un jeu d’éliminations fournit le résultat. 

Inversement, la recherche d’un lieu peut fréquemment se ra¬ 
mener à celle d’un autre lieu, plus facile à obtenir, à l’aide d’une 
transformation appropriée. L’étude des transformations usuelles 
offre donc, pour cette raison, un grand intérêt. Mais son impor¬ 
tance ne se limite pas là. L’exposé sommaire que nous allons 
donner suffira à montrer au lecteur le nombre des questions de 
géométrie auxquelles la notion de transformation peut être utile¬ 
ment appliquée. 

Nous rappellerons rapidement la théorie des déplacements, 
symétries et similitudes en y reliant le point de vue géométrique, 
déjà connu de l’élève, au point de vue analytique. Généralisant 
à l’aide de ce dernier, nous serons amenés à étudier la transfor- 
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mation linéaire, qui comprend comme cas particulier les précé¬ 
dentes, puis la transformation homographique, qui englobe à son 
tour cette dernière. 


I. — Déplacements et symétries. 

105. Soit un trièdre trirectangle (T) ou Oxyz , que nous prenons 
pour trièdre de coordonnées. Prenons-en un autre (T t ) ou Oi x x y x z u 
de même orientation. Soient A, B, C les coordonnées de O t par 
rapport à (T); donnons-nous le tableau des neuf cosinus (liés par 
six relations, voyez n° 12 bis ) 



Ox 

0 y 

0 z 

0 #i 

a 

b 

c 

0 t/i 

a' 

b' 

c' 

O-i 

a" 

1/ 

c" 


Entre les anciennes et les nouvelles coordonnées d’un point, 
nous avons établi les relations 

( x = À —f- ax i 4— cl* y i -f- a! Z\y 

( 1 ) \ y = B H- bxi -f- b'y x - 4 - b"z ly 

\ z = C -f- cx x -h c t y i -f- c r, z { . 

Nous allons donner de ces formules une autre interprétation. 
Désignant toujours par M le point qui, rapporté au trièdre (T), 
a pour coordonnées x , y , z, appelons celui qui a pour coor¬ 
données i/i, z t par rapport au même trièdre. Les formules (1) 
permettent de déduire du point Mi le point M ; inversement, on 
déduira Mj de M à l’aide des suivantes : 

/ x { = a(x — A) -h b(y — B)- 4 - c(z — G), 

(2) | y\. = a'(x — A)-t-6'(y — B)-f-c'(z— C), 

( z t = a"(x — A) -+- b"(y - B) -+- c"(z — C), 

obtenues en résolvant les formules (1) en x u y u z t . Le système (1) 
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[ou le système (2)] définit une transformation. Appliquée à une 
figure F, elle permet d’en déduire une figure Ft ; ces deux figures 
sont superposables y car chaque point de Fi a, par rapport au 
trièdre (T), les memes coordonnées que son correspondant M 
de F, par rapport au trièdre (T)). Cette transformation, qui permet 
de passer de F àFi, n’est donc autre qu’un déplacement . 

Dans le cas où les formules (1) se réduisent aux suivantes : 

X = k-\-X u y = B-\-y u Z ~ C Z { , 

le vecteur MM t reste équipolient à un vecteur fixe, de compo¬ 
santes A, B, C : ce déplacement particulier est une translation . 

Lorsque, dans un déplacement, il existe un point O qui coïn¬ 
cide avec son transformé, la meme propriété appartient à une 
infinité d’autres points, répartis sur une droite : la transformation 
se réduit à une rotation autour de cette droite. En effet, on peut 
alors attribuer ce point O comme origine commune aux deux 
trièdres de coordonnées (T) et (T t ): ceux-ci ayant la meme orien¬ 
tation, nous avons vu (n° 12) qu’on peut, par une rotation, amener 
le premier sur le second. Cette cotation se confond donc avec le 
déplacement considéré. 

Cette proposition entraîne la suivante : 

Tout déplacement résulte Tune translation suivie d f une rota¬ 
tion. (On peut, en opérant convenablement, rendre la translation 
parallèle à l’axe de la rotation.) 

Remarques.' — 1. Dans toute rotation, le cône isotrope ayant pour 
sommet un point quelconque de Taxe de rotation est globalement 
conservé^). En effet, prenons ce point pour origine. Quel que soit le 
trièdre trircctanglc de sommet O auquel nous rapportions les coor¬ 
données, l’équation du cône isotrope sera toujours 

x 2 y 2 4- z 2 = 0. 

Il en résulte aisément que tout déplacement conserve globalement 
le cercle de l’infini (en effet une translation conserve individuellement 
chaque point de ce cercle, et une rotation le conserve globalement). 

( 4 ) Nous employons cette locution pour indiquer qu'une génératrice quel¬ 
conque est en général modifiée, se transformant en une autre génératrice du 
même cône. Mais le cône, pria dans son ensemble, n’est pas altéré par la 
transformation. 



204 ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 

IL — Dans le plan, nous laissons à l’élève le soin de faire la théorie 
des déplacements. Les formules (4) doivent alors être remplacées par 
les suivantes : * 

x = A 4- cos 0 — y l sin 6, 
y = B sin 0 - 4 - y x cos 6. 

On démontrera les points suivants : 

Tout déplacement se ramène à une rotation autour d’un point, ou, 
exceptionnellement, à une translation. 

Toute rotation conserve les droites isotropes issues de son centre ; 
par suite, tout déplacement conserve les points cycliques du plan. 

106. Symétries. — Une symétrie par rapport à une droite 
n’est autre chose qu’une rotation de deux droits autour d’elle. 
Seules les symétries par rapport à un point ou à un plan sont des 
transformations nouvelles ; elles ne sont d’ailleurs pas distinctes, 
comme le montre la proposition fondamentale suivante, que nous 
nous bornons à rappeler : 

Les figures F 7 et F", déduites d’une même figure F, la première 
par symétrie par rapport à un point, la seconde par symétrie par 
rapport à un plan, peuvent être déduites l’une de l’autre par 
déplacement. 

Il en est d’ailleurs de même des deux figures qu’on peut dé- 
duire d’une même troisième par symétrie par rapport à des centres 
différents, ou à des plans différents. 

Ceci permet de poser la définition suivante : 

On nomme figure symétrique d’une figure donnée toute figure 
déduite de la première par symétrie par rapport à un point ou un 
plan quelconque (*). 

Reprenons les formules (1) et supposons que les neuf cosinus 
a, 6, c, ..., c" soient tels que le trièdre (Ti) ait une orientation 
opposée à celle de (T). La transformation définie par les for¬ 
mules (1) équivaut alors, manifestement, à une symétrie suivie 
d’un déplacement. 


0 ) Dans cette théorie, on ne fait pas de différence entre deux figures dé¬ 
duites l’une de l’autre par déplacement. 
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II. — Homothétie et similitude. 

107. Soient un point fixe O appelé centre d'homothétie et un 
nombre algébrique A, appelé rapport d'homothétie . Le point Mi 
de la droite GM tel que l’on ait 



OM 


s’appelle homothétique de M. Si h est positif, l’homothétie est ap¬ 
pelée directe ; si h est négatif, elle est appelée inverse. Le cas de 
h =— 1 est celui de la symétrie par rapport au point O. Rap¬ 
pelons brièvement quelques propositions fondamentales. 

Les figures F 4 et F 2 homothétiques d’une même figure F par 
rapport à deux centres 0 4 et 0 2 , dans un même rapport, peuvent 
se déduire l’une de l’autre par translation. On peut donc, pour 
rechercher les homothétiques d’une figure donnée, disposer de 
la situation du centre d’homothétie ; ainsi, l’on voit immédiate¬ 
ment que tout homothétique d’un cône est un cône égal, en pre¬ 
nant le centre au sommet. Inversement, pour chercher si deux 
figures sont homothétiques, on peut appliquer à l’une une trans¬ 
lation ; ainsi deux cercles d’un même plan possèdent cette pro¬ 
priété, et de deux façons ; il suffit, pour le voir, de se ramener 
par translation au cas de deux cercles concentriques. 

Pour que deux figures soient homothétiques, il faut et il suffit 
qu’en prenant un couple particulier A, A 4 de points correspon¬ 
dants et un couple quelconque M, M 4 de tels points, les segments 
AM et A 4 Mi soient parallèles et dans un rapport algébrique 
constant 

AM 

h sera précisément le rapport d’homothétie. Dans le cas où h = 1, 
la transformation se réduit à une translation, le centre d’homo¬ 
thétie étant rejeté à l’infini. La translation peut donc être regardée 
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comme un cas limite de l’homothétie. Ces deux transformations 
conservent d’ailleurs individuellement chaque point du plan de 
l’infini. 

De la proposition précédente, on en déduit une autre, très 
importante : 

Deux figures homothétiques d’une même troisième sont homo¬ 
thétiques entre elles, et les trois centres d’homothétie sont en 
ligne droite. 

Analytiquement, une homothétie de centre (a, b , c), dans le 
rapport A, sera définie par les formules 

— a = h(x — a), y x — b = h(y — 6), z t — c = h(z — c). 


108. Similitude. — Soit une figure F. Transformons-la par 
homothétie en une figure F', puis déplaçons F' de manière A obtenir 
une nouvelle figure F". On appelle similitude la transformation qui 
fait passer de F à F 77 . Elle peut s’opérer en faisant successivement une 
homothétie, une translation, une rotation. L’ensemble de ces deux 
premières opérations est encore une homothétie; en définitive toute 
similitude résulte d f une homothétie, suivie d'une rotation . 

Soient O le centre de l’homothétie, A l’axe de la rotation. Cherchons 
s’il existe des points confondus avec leurs correspondants. L’homothétie 



fait passer du point M au point M 7 et 
la rotation du point M 7 au point M t . 
Par rapport au plan P, mené de O 
perpendiculairement à A, les cotes 
de Mt et de M sont entre elles dans 
un rapport égal au rapport d’homo¬ 
thétie. Donc M et ne peuvent coïn¬ 
cider que si M est situé dans le plan 
P. Soit A un point du plan P, sus¬ 
ceptible de se confondre avec son 
correspondant. L’homothctic lui fait 
correspondre un point A 7 tel qu’on 
ait 

E-= h . 

ÜA 


Dans le plan P, la rotation qui a pour centre le pied I de A transforme 
A 7 en A, de sorte que l’angle (IA 7 , IA) a une grandeur et un sens 
égaux h ceux de l’angle de la rotation. On peut donc aisément 
construire une figure qui soit semblable A la figure IOAA 7 du plan P 
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et de même sens qu'elle : le problème n’a qu’une solution. Connais¬ 
sant 01, il est ensuite facile de construire IOAA' et par suite d’obtenir 
le point A, qui est unique. On lui donne le nom de point double de 
la similitude. Menons AM et AM 4 . Le morceau de droite AM t se 
déduit de A'M' par la rotation d’axe A précédemment considérée. On 
en conclut que la droite indéjjnie AM t se déduit de AM par une rota¬ 
tion du même angle, autour de l’axe parallèle à A mené par le point 
A. En définitive, pour déduire Mj de M, on peut faire une rotation 
suivie d’une homothetie, le centre de l’homothétie étant sur l’axe de 
la rotation. 

Si l’on prend pour origine le point double de la similitude, les coor¬ 
données de deux points correspondants M et M 4 sont liées pjir des 
relations de la forme 

’ x = mx i -f- m , y i - 4 - m"z 4 , y — nx x -+- n f y { -f- n"z u 
z = px t + p'y, + P"z„ 

ces neuf coefficients étant liés par les cinq relations 

m 2 4- n 2 -t- p 2 = m' 2 4- n' 2 -h p ' 2 — m 1,2 -f- n n -h p" 2 , 

m'm" -f- n'n" -f* p'p" — m"m -f- n"n -h p"p = mm' -4- nn' -h pp' = 0 . 

L’élève trouvera ces formules en se souvenant que la transformation 
se ramène à une rotation des axes autour de O, suivie d’une homo- 
thétie. On passe aisément du cas particulier précédent au cas général. 
On obtient 

x = a H- mx x -4- rn'y i -f- m ,r z u y ~b - 4- nx t -4- n'y { -4- 

z = c -4- px t -+- p , y i 

les coefficients m, n, ..., p" étant liés par les cinq relations précé¬ 
dentes. Nous continuerons plus généralement à donner le nom de 
similitude à toute transformation de cette forme, dont les coefficients 
obéissent k ces relations, alors que certains de ces coefficients peuvent 
devenir imaginaires. 

Remarque. — En recherchant les points doubles, nous n’avons 
envisagé que les points à distance finie. En utilisant des coordonnées 
homogènes, on peut voir, par un calcul facile, que la transformation 
admet trois autres points doubles, qui sont le point à l’infini sur A et 
les points cycliques du plan P. 

On vérifiera aussi très aisément que toute similitude conserve glo¬ 
balement le cercle de l’infini. 

Nous laissons au lecteur le soin de faire la théorie de la similitude 
plane. Une telle transformation admet trois points doubles dont l’un 
est à distance finie. Les deux autres sont les points cycliques. 
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III. — Transformation linéaire, 

409. Reprenons les équations 

x = a mx i -4- m'y t -h 

y = 6 -h n-Xi -f- n'i/t 4- n"z t , 

z = c4-pa?!+ -+■ 

où nous ne supposons exister aucune relation particulière entre 
les m, m', Toutefois, imposons à ces coefficients la con¬ 

dition que les trois plans 

mXi -h m'y { -f- m"z t = 0, nx { -f- n'y x -4- n!'z x — 0, 

px t -f- p'y i -f- p’Zi = 0 

forment un véritable trièdre ; s'il en est ainsi, nous sommes 
assurés qu’à chaque point M correspond un point Mi et un seul, 
dont on obtient les coordonnées en résolvant les équations (1) 
par rapport à x u y { , z x . 

La transformation ainsi définie s’appelle, à cause de la forme 
des équations qui la définissent, une. transformation linéaire . 
Il est manifeste qu’elle englobe comme cas particuliers toutes 
celles qui ont été étudiées jusqu’à présent. 

Une telle transformation fait correspondre à une courbe ou à 
une surface algébrique une courbe ou une surface algébrique de 
meme ordre. Elle conserve globalement le plan de l’infini, il 
s’ensuit que deux droites parallèles, deux plans parallèles se 
transforment aussi en deux droites parallèles, deux plans paral¬ 
lèles. Enfin, le rapport algébrique de deux segments d’un même 
axe est conservé par la transformation. En effet, appelons A 1# 
l’axe décrit par le point Mi et p t l’abscisse sur cet axe, à partir 
d’une certaine origine, du point M x . Sur l’axe transformé A décrit 
par M, soit p l’abscisse de M, à partir d’une certaine origine. 
Puisque x i9 y u z x sont des fonctions linéaires de p 4 , en même 
temps que x est linéaire en p, il résulte de la première des équa¬ 
tions (I) que p est une fonction linéaire de p t , 

p == À -4- Bpj. 
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On en déduit aisément, en désignant par p', p{, par p", pï. des 
couples de valeurs correspondantes de p et de p,, l’égalité sui¬ 
vante : 

P'-P-Pl-P< mi 

P"—P pî —Pi MM" ”M 1 MÎ > 

qui exprime le théorème annoncé. 

Considérons quatre points, O, A, B, C, non situés dans un 
même plan, et soient O', A', B', C' leurs transformés. Le trans¬ 
formé du point M tel que 

OM = \ OA -h r, OB -+- Ç OC 
sera le point M' tel que 

O M' = £0'A' H- yjO B' H- Ç 0 0'. 

En effet, le parallélépipède admettant OM pour diagonale et 
OA, OB, OC comme directions d’arêtes se transformera en un 
parallélépipède admettant O'M' pour diagonale et O'A', 0'B\ O'C' 
pour directions d’arêtes. Soient OP, OQ, OR les arêtes issues 
de 0 dans le premier de ces parallélépipèdes, O'P', O'Q', O'R' 
celles qui sont issues de 0' dans le second. Nous aurons d’après 
ce qui précède 

, = OP = O'P 7 = OQ = Ô 7 ^ pf ÔR = o r n\ 
OÂ (PX’’ 71 ÔB ÔW 6 OC O 7 !?’ 

ce qui établit le théorème. 

D’après cela, dans l’espace, la donnée de quatre points non 
situés dans un même plan et de leurs correspondants détermine 
une transformation linéaire. Dans le plan, on donnerait de 
même trois points non alignés et leurs correspondants. 

Considérons deux plans P etP 4 non parallèles et une direction 
fixe A. Â chaque point M du plan P il correspond un point M t et 
un seul du plan P 4 tel que la droite MM 4 soit parallèle â A. 11 
est clair que cette transformation, qui fait correspondre un 
point du plan P à un point du plan P 4 , est linéaire, car en 
appelant 0, A, B trois positions du point M, 0 4 , A 4 , B t les 
positions correspondantes de M 4 , on prouve facilement (question 
Bouligand. — Géom. anal. 44 
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proposée) <|ue la relation 

OM = IOA 4- r)OB 

entraîne 

O1M1 = ^OtAj 4 ~ 

En résumé, la projection cylindrique est donc un cas particu¬ 
lier de la transformation linéaire. 


IV. — Transformations homographiques. — Étude de la 
relation homographique. — Rapport anharmonique. — 
Applications. 

110. Nous utiliserons maintenant des coordonnées homogènes. 
A un point M(X, Y, Z, T) faisons correspondre le point Mi dont 
les coordonnées homogènes X A , Y t , Z l) T t sont définies par 4es 
relations de la forme 

/ X t = AX + A'Y -h A"Z -4 A'"T, 

\ Yj = BX 4- B'Y 4- B"Z 4- B'"T, 

^ ) Z, = CX 4- C'Y 4- C"Z 4- C W T, 

( T t — DX 4- D'Y 4- D"Z 4- D'"T, 

dont les seconds membres sont linéaires et homogènes en X, Y, 
Z, T ; supposons les coefficients tels qu’inversement, à chaque 
point Mi corresponde un point M et un seul, X, Y, Z, T s’expri¬ 
mant aussi par des expressions linéaires et homogènes en X 1? Yj, 
Z t , Ti. La transformation ainsi définie s’appelle une transfor¬ 
mation homographique. Gomme les précédentes, qu’elle englobe, 
elle conserve l’ordre de toute courbe ou de toute surface algé¬ 
brique. 

Si l’on change d’axes de coordonnées, quels que soient les 
trièdres, distincts ou confondus, auxquels on rapporte deux 
points M et M 4 correspondants, les relations qui lient les coor¬ 
données homogènes de ces points conservent la forme précé¬ 
dente, ce qui justifie la définition. 

Soient dès lors sur une droite D et sa transformée D t deux 
points correspondants M et M t . La relation qui existe entre les 
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abscisses de ces points, connue sous le nom de relation homo - 
graphique, mérite de fixer, notre attention ; son étude est impor¬ 
tante pour maintes questions d’algèbre et de géométrie. 


111. Relation homographique. — Pour fixer les idées, 
supposons que D et D t soient à distance finie(*). Choisissons les 
coordonnées, de manière à rapporter le point M à un premier 
trièdre Oxyz, dont Taxe O# se confonde avec D, et son correspon¬ 
dant M t à un second système O l x i y i z ly dont l’axe Oja?, soit 
confondu avec D t . La relation entre les abscisses 

x = OM et x l = b i M i 

de M et M 4 s’obtient en annulant dans les formules qui définissent 
la transformation les deux coordonnées homogènes Y et Z. Elle 
est donc de la forme 

_X t AX -4- A'"T \x -f- A'" 

Xl Ti DX D"T Dx-h D'"’ 


ou, en changeant les notations, 


( 2 ) 


x, = 


ax-*r b 
e x 4- d’ 


ce qu’on peut encore mettre sous la forme 

(3) oc XX[ —}— H— '{Xi — f— S = 0. 

On donne le nom de relation homographique à toute relation 
entre x et x { de l’un des types équivalents (2) ou (3). Supposons 
que, dans ( 2 ), les coefficients a, 6 , c, d soient tels que la quan¬ 
tité ad — bc ne, soit pas nulle, ce qui revient encore à dire, 
lorsqu’on envisage la relation (3), que son premier membre n’est 
pas le produit d’une fonction linéaire de x par une fonction 
linéaire de x t . Moyennant cette hypothèse, on aperçoit immé¬ 
diatement la propriété suivante : 

Si x et Xi sont liés homographiquement, à chaque valeur 
de x correspond une valeur unique de x u et, de même, à 
chaque valeur de x v correspond une valeur unique de x . 


( l ) Nous pouvons nous contenter d'étudier ce cas, voyez n° 38. 
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Théorème réciproque. — Si deux variables x et x t sont liées algé¬ 
briquement de manière qu’à chaque valeur de l’une corresponde une 
' valeur unique de l’autre t x et x i sont liées homographiquement. 

Dans cet énoncé, il est entendu qu’on doit considérer indifférem¬ 
ment toutes les valeurs, réelles ou imaginaires, de x et x t . Cela posé, 
soit 

(4) f(x,x l ) = 0 

la relation qui lie x et x, ; son premier membre est un polynôme en 
x et x t ; distinguons deux cas. 

1° Le polynôme f est indécomposé. L’équation (4) représente, par' 
rapport à deux axes Ox, Ox„ une certaine courbe algébrique, d’ordre 
inconnu m. En traduisant l’hypothèse, nous obtenons les résultats 
suivants : le point à l’infini sur Ox, aussi bien que le point à l’infini 
sur Ox t , ont pour ordre m — \ sur cette courbe. Donc l’ensemble 
des termes de plus haut degré contient en facteur x m ~ 1 x, m_1 . Par 
suite, le degré 2m — 2de ce monome est au plus égal au degré m de la 
courbe, qui, de ce fait, ne peut dépasser deux. En prenant m = 2, on 
obtient une relation de la forme (3) ; en prenant m = t, on obtient une 
relation linéaire, c’est-à-dire une relation de même forme avec a = 0. 

2° Si f est un produit de facteurs, ceux-ci ne peuvent être distincts, 
sans quoi chacun d’eux, égalé à zéro, fournirait pour x une valeur 
de x, différente de celles qui résultent des autres facteurs. Dans ce 
cas, f c st donc une puissance d’un polynôme indécomposable; on est 
ainsi ramené au cas précédent. 


Remarque. — Lorsque x et x, sont liées homographiquement, 
on dit aussi que chacune de ces variables est une fonction homo- 
graphique de l’autre, D’après ce que nous avons vu, toute fonc¬ 
tion homographique de x est de la forme 


qx-i-6 
ex -+- ci’ 


(ad — bc jè. 0). 


Il importe de remarquer que si x, est fonction homographique 
de x, toute fonction homographique de Xj est aussi fonction 
homographique de x. 

112. Rapport anharmonique. — Appliquons la remarque 
ci-dessus à la fonction homographique suivante de x t : 
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Par x[ et x\ nous entendons désigner des valeurs particulières 
de Xi auxquelles correspondent pour x des valeurs que nous 
appellerons respectivement x 1 et x". D’après notre remarque, 
l’expression (5) est une fonction homographique de x. 

Xi — x[ Ax + B 
W — x"i ~ Cx 4- D’ 

Cherchons à déterminer, autant que faire se peut, les coefficients 
A, B, C, D du second membre. Quand on fait x = x f , il vient 
Xi — x[ . Le premier membre s’annule ; il en est de même de 
A#~f~B, qui contient donc en facteur# — #'. Quand on fait 
x = #", il en résulte = x\ ; le premier membre devient infini ; 
le second possédant la même propriété, il faut donc que C#-f-D 
soit divisible par x — Par suite, en désignant par h une 
constante, on peut mettre l’identité (6) sous la forme 


œ 


Xj — -x[ J x — x' 

Xi - x"i x — x" 


Pour déterminer la valeur de A, donnons à x une troisième valeur 
particulière #°, à laquelle correspond pour x { la valeur #?. Écri¬ 
vons que la relation (7) a lieu pour ce système particulier, puis 
divisons-la membre à membre par l’égalité ainsi obtenue. Il vient 

' #1 - x[ # X°i — x[ __ x — x' m x° — x 1 

W „ ~ZJ' * r Q ~ZJ( r _ jf * Zq Zi* 

-«A/j «X/1 tX /i «X/ tX' «X/ -ix> 


Cette identité nous conduit à poser la définition suivante : 
Considérons quatre nombres a, b, c, d, d’ordre fixé. On repré¬ 
sente par (a, b, c, d) et on appelle rapport anharmonique de 
ces nombres la quantité 


(a, b, c, </) = 


a — c ' b — c 
a — d ’ b — d 


L’identité précédente peut maintenant se traduire par l’énoncé 
suivant : 

Si Xi est lié homographiquement à x, le rapport anhar¬ 
monique de quatre valeurs de x t est égal à celui des quatre 
valeurs correspondantes de x . 

Ce résultat, appliqué aux transformations homographiques, 
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entraîne une conséquence importante. Appelons rapport anhar- 
monique de quatre points d’une droite celui de leurs abscisses 
par rapport à une origine, d’ailleurs indifférente, sur cette droite. 
Nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

A quatre points alignés, une transformation homographique 
fait correspondre quatre points alignés et de même rapport 
anharmonique . 

Remarques. — I. Nous avons montré que toute correspon¬ 
dance homographique conserve le rapport anharmonique. Inver¬ 
sement, pour définir une correspondance homographique entre 
deux variables x et x t , nous pourrons partir d’une égalité de la 
forme 

(xx°x'x") = (x l x {i i x[x" i ) ; 

cela nous montre que, pour déterminer une homographie , il 
faut connaître trois couples de valeurs correspondantes . 

II. — Lorsque x croît indéfiniment, la quantité (xx°x'x") tend 
0 _ 

vers ——; on convient de représenter cette limite par le 
symbole (ooæ°#V'). 

113. Divisions homographiques. —Soient deux droites Det Di : 
orientons-les et* choisissons sur chacune d’elles. une origine. 
Soient M et Mj deux points pris sur chacune de ces droites, x 
et Xi leurs abscisses respectives ; établissons entre elles une rela¬ 
tion homographique 

(«5) olxX{ “f~ —f— Y‘Ti —f- 6 = 0. 

On dit que les points M et se correspondent homographique- 
ment sur D et sur D t , ou encore qu’ils décrivent des divisions 
homographiques : D et Dt s’appellent les bases de ces divisions. 

Supposons d’abord que a ne soit pas nul. Au point à l’infini 
sur D correspond un point à distance finie sur Di. De même, 
appelons L le point de D auquel s’associe le point à l’infini de 
Di. Désignons maintenant par M°, M? un couple particulier de 
points correspondants. Exprimons la conservation du rapport 
anharmonique, en introduisant un quatrième couple formé de 



TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHîQUES 


215 


deux points correspondants quelconques M et M t ; il vient 
(MMoqoL) = (M 1 MÎK 1 oo) ï 

ou encore 

ML . ^ . Mîïï;. 

On donne aux points L et Kj le nom de points limites des divi¬ 
sions. Si sur chaque division on prend l’origine des abscisses au 
point limite, on voit que le produit des abscisses de deux points 
correspondants est constant. 

Supposons maintenant a = 0 ; les points à l’infini sur D et sur Dj 
se correspondent ; l'élève montrera que, dans ces conditions, le 
rapport d’un segment pris sur D au segment correspondant de D 4 
est constant. 

Cas où les bases des divisions coïncident. — Supposons que D, 
soit confondu avec D ; prenons alors, pour l’une et l’autre divi¬ 
sion, une origine unique. Cherchons les points qui coïncident 
avec leurs transformés. Nous sommes amenés à résoudre l’équa¬ 
tion du second degré 

(xx 2 -+- (p -f- y)x h— 8 = 0, (a étant supposé *0). 

Il y a donc deux points réels ou imaginaires, distincts ou con¬ 
fondus, qui jouissent de la propriété précédente : on les appelle 
points doubles de l’homographie. Supposons-les distincts, soient 
D et D'. Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Le rapport anharmonique de deux points correspondants 
quelconques avec les points doubles est constant. 

En effet, introduisons deux couples de points correspondants, 
l’un M°, MJ particularisé, l’autre M, M 4 quelconque, et exprimons 
la conservation du rapport anharmonique. Nous avons 

(MM°DD') = (MiM?DD'), 
d’où l’on déduit aisément 

(MMiDD') = (M°MÎDD'), 

égalité qui établit la proposition. 

Dans le cas où les deux points doubles coïncident, on démontre 
que la relation entre les abscisses de M et de Mj peut se mettre 
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sous la forme 

1 1 _. 

-À X -X 

nous proposons, à titre d’exercice, de vérifier cette proposition. 

114. Cas particulier de la transformation homogra- 
phique: perspective. — Nous avons défini la transformation 
liomographique d’une manière tout à fait générale, en envisageant de 
suite la correspondance entre deux points de l’espace. Particularisant, 
nous venons d’étudier le mode de correspondance qui en résulte, entre 
un point M d’une droite D et le point transformé M 4 de la droite D 4 
provenant de D. De même, il y a lieu de chercher quel est le mode de 
correspondance créé par la transformation entre un point M d’un plan 
Q et le point correspondant M 4 du plan Q 4 provenant de Q. En sup¬ 
posant ces plans à distance finie, choisissons les coordonnées de 
manière à rapporter le point M à un système O xyz dans lequel le plan 
O xy soit confondu avec Q, à rapporter de même M 4 à un système 
O v^iHi z i dans lequel le plan O i x i y l soit confondu avec Q t . La corres¬ 
pondance considérée s’obtient alors en établissant, entre les coordon¬ 
nées homogènes X, Y, T de M dans le plan Oxy et celles X 4 , Y 4 , T 4 
de M 4 dans le plan 0 4 ^ 4 y 4 , des relations de la forme 

X 4 — AX -h B Y -h DT, 

Y, = A X h- B Y -f- D'T, 

T 4 = A W X -h B'"Y 4- D W T, 

c’est-à-dire de la forme même que nous aurions été amenés à envisager 
si nous avions, au préalable, exposé la théorie des transformations 
homographiques en géomélrie à deux dimensions. De même que 

la correspondance liomographique entre 
deux points sur des droites peut se définir 
indépendamment de la transformation à 
trois dimensions, de même, nous avons 
aussi le moyen de définir une correspon¬ 
dance liomographique entre les points de 
deux plans. 

Un exemple de telle correspondance est 
fourni par la perspective. Considérons le 
plan du tableau et un plan qui le coupe 
suivant une droite, que nous prenons pour 
axe Ox. Choisissons Taxe O y dans le plan 
du tableau, Taxe O z dans l’autre plan. 
Etudions la correspondance entre un point (æ 4 , 0, z 4 ) du plan xOz et 
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sa perspective (, x , y, 0) du plan xQy, faite d’un point de vue A de coor¬ 
données a, b , c. Pour évaluer æ t et z t en fonction de x , y, il suffît 
d’écrire que le point projeté et sa perspective sont alignés avec le point 
A, ce qui donne 




ay — bx 

- —, 

y — b 



formules qui, en coordonnées homogènes, peuvent s'écrire 

X t = aY — 6X, 

Z» = cY, 

T t = Y — 6T. 


Ainsi, la perspective est un cas particulier de la transformation 
homographique. 

Cette proposition entraîne d’importantes conséquences. 


115. Rapport anharmonique de quatre droites ou de quatre 
plans appartenant à un même faisceau linéaire. — Soient, dans 
un plan, quatre droites concourantes (ou parallèles). Si on les 
coupe par une sécante, le rapport anharmonique des quatre 
points obtenus est indépendant de la position de la sécante. En 
effet, considérons deux positions de la sécante : les deux points 
où elles sont rencontrées par chacune de nos quatre droites sont 
en perspective par rapport à leur point de concours A. Donc les 
quatre couples (P, P'), (Q, Q'), (R, R'), (S, S') se correspondent 

dans deux divisions homographi- 
ques (voir n° 114) et l’on a 

(PQRS) = (P'Q'R'S'). 

La valeur commune des deux mem¬ 
bres s’appelle rapport anharmoni¬ 
que du faisceau des quatre droites . 

Soient de même quatre plans 
passant par une droite D. Si on 
les coupe par deux plans quelconques, on obtient deux faisceaux 
de quatre droites qui ont le même rapport anharmonique, car ils 
sont en perspective par rapport à tout point deD. D’où la notion 
de rapport anharmonique de quatre plans : cette quantité est 
égale indifféremment au rapport anharmonique du faisceau des 


A 
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quatre droites déterminées par un plan sécant, ou à celui des 
quatre points de rencontre des plans avec une sécante queleonque 
(établir ce dernier fait). 

116. Expression analytique du rapport anharmonique de quatre 
points alignés, de quatre plans d’un faisceau, etc... — Soient 
d’abord quatre points alignés. Paramétrons la droite qui les 
porte, en utilisant l’un des modes indiqués au n° 7 ; les coor¬ 
données d’un point de la droite seront des fonctions linéaires de 
p ou des fonctions homographiques de X. Par définition, le rap¬ 
port anharmonique de quatre points de la droite est égal à celui 
des quatre Valeurs correspondantes de p ( 1 ). 11 est donc égal 
aussi indifféremment : 

1 0 à celui des valeurs d’une des coordonnées des quatre points ; 
2° à celui de leurs X. 

On a donc 

(MiMaMsM*) = (p t , p 2 , f 3 , pi) = (®i, a? 3l a*) = (y u y 8 , y 8 , yù 

— (^i> z 2 i z 3, z 0 = (Xi, x 2 , x 3 , X 4 ). 

Considérons maintenant quatre plans appartenant au faisceau 
défini par les deux plans 

P = 0, Q = 0. 

Un plan quelconque du faisceau est 
(tü‘a) P -f- XQ = 0. 

Nous laissons à l’élève le soin de vérifier qu’en développant P 
et Qeten cherchant l’intersection du plan mx avec 0.r, l’abscisse 
du point d’intersection est liée homographiquement à X. D’où ce 
théorème : 

Le rapport anharmonique de quatre plans passant par la 
droite P = Q = 0 est égal à celui de leurs X. 

Proposition analogue en géométrie plane : 

Le rapport anharmonique de quatre droites passant par 


0) Ceci est immédiat quand p désigne l’abscisse du point mobile sur la 
droite ; sinon, p désigne une quantité proportionnelle à cette abscisse, donc p 
est une fonction linéaire de cette abscisse, etc. 
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le point commun à deux droites P = 0, Q = 0 est celui de 
leurs X (*). . 

Remarque. — Lorsque le rapport anharmonique est égal à — 1, 
la division formée par les quatre points ou le faisceau formé par 
les quatre plans est une division ou un faisceau harmonique. 

117. Faisceaux homographiques. — Soient deux droites fixes 
D et D t . Menons par D un plan variable, que nous supposerons 
être représenté par 

(rax) P-f-XQ = 0. 

Par Di menons de même un autre plan, représenté par 

(m> M ) Pi H- XiQi — 0. 

S’il existe entre X et X t une relation homographique, on dit que 
les plans ro A et m Ki décrivent des faisceaux homographiques au¬ 
tour des droites D et D t . Le rapport anharmonique de quatre 
plans passant par D est égal à celui des quatre plans correspon¬ 
dants passant par D t . Lorsque coïncide avec D, il y a dans le 
faisceau deux plans doubles, réels ou imaginaires, distincts ou 
confondus. S’ils sont distincts, le rapport anharmonique de deux 
plans correspondants quelconques avec ces plans doubles est 
constant, etc... Enfin que D ou D t soient distinctes ou confon¬ 
dues, deux plans correspondants wi et m A1 déterminent sur une 
sécante des divisions homographiques. 

L’élcve définira de même, en géométrie plane, des faisceaux 
homographiques de droites et en développera la théorie parallèle¬ 
ment à la précédente. 

Exemple. — Considérons une courbe algébrique du secoqd 
ordre, non réduite à un système de deux droites. Prenons sur 
cette courbe deux points fixes A et B et un point mobile M. 
Lorsque M varie, les droites MA et MB décrivent des faisceaux 
homographiques. 

0) En particulier, ce rapport anharmonique est égal à celui de leurs coef¬ 
ficients angulaires. 
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En effet, puisque la courbe est du second ordre, si nous nous 
donnons une droite issue de A, son second point de rencontre M 
avec la courbe est déterminé d’une manière unique. Donc à un 
rayon MA correspond un seul rayon MB. Inversement, si MB est 
donné, MA en résulte et le problème n'a qu’une solution. Donc, 
en vertu du théorème démontré au n° 111, les droites MA et MB 
se correspondent homographiquement. (G. q. f. d.) 

De cette proposition découle la notion de rapport anharmonique 
de quatre points d’une courbe du second ordre. Prenons sur une 
telle courbe quatre points M 4 , M 2 , M 3 , M 4 . Joignons-les à un point 
quelconque, pris également sur la courbe. Le faisceau de quatre 
droites ainsi obtenues a un rapport enharmonique constant. En effet, 
si nous joignons M 4 , M 2 , M 3 , M 4 à un premier point A, puis à un 
second point B de la courbe, les droites AM t et BM 4 , AM 2 et BM 2 , 
AM 3 et BM 3 , AM 4 et BM 4 forment des couples de rayons correspon¬ 
dants de deux faisceaux homographiques de sommets A et B. D’où 
l’égalité 

(AM t , AM 2 , AM 3 , AM 4 ) = (BM t , BM 2 , BM 3 , BM 4 ); 

elle établit que le rapport anharmonique du faisceau considéré est 
indépendant du choix de son sommet sur la courbe: on l’appelle 
rapport anharmonique des quatre points sur la courbe du second ordre 
considérée. 

dl8. Applications. Génération des courbes et des sur¬ 
faces du second ordre. — Pour montrer la fécondité des 
notions précédentes, nous les appliquerons à la recherche d’un 
certain nombre de lieux géométriques. Les résultats que nous 
allons obtenir sont des plus importants. 


Problème I. — Soient, dans un plan, deux points fixes A et B, 
une droite (a) passant par A, et une droite (p) passant par B et 
en correspondance homographique avec (a). Trouver le lieu du 
point de rencontre de (a) et de (p). 

Ce lieu est manifestement une courbe algébrique. Cherchons- 
en l’ordre; coupons-la par une sécante A. Une droite (a) et la 
droite (p) correspondante coupent A en deux points a et 6, liés 
homographiquement : les points du lieu situés sur A sont juste- 
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ment les points doubles de cette homographie ; puisqu’il y en a 

deux, le lieu est du second 
ordre . On voit d’ailleurs aisé¬ 
ment que les points A et B en 
font partie (confondre l’une 
des droites (a) ou ((3) avec 
AB,... etc.). 

Il peut arriver que ce lieu se 
décompose en deux droites : cela 
se produit à condition que la 
droite AB, considérée comme appartenant à l'un des faisceaux, se 

corresponde à elle-même dans l'autre 
A faisceau. En effet, supposons que le 

\ lieu comprenne une droite A. Soit G 

le point où A coupe AB. Il est clair 
que lorsque M décrit A, AM et BM 
engendrent des faisceaux homogra- 
yS \ phiques ( , ). En outre, quand M tend 

/ _ \ vers C, AM et BM tendent simultané- 

B £ ment vers AB. Le lieu comprend 

donc en définitive les droites A et 
AB. Inversement., toutes les fois que, dans deux faisceaux homogra- 
phiques de sommets différents A et B, le rayon AB se correspond à 
lui-même, deux rayons correspondants se coupent en un point qui 
décrit une droite. Soient en effet M A et M a deux points du lieu en 
dehors de AB. La droite M A M 2 coupe AB en un point C : elle est coupée 
par deux rayons correspondants quelconques en deux points liés 
homographiquement. Dans cette homographie, il y a trois points qui 
coïncident avec leurs correspondants, c’est-à-dire trois points doubles. 
Donc chaque point est son propre correspondant : tous les points du 
lieu sont donc sur la droite M A M 2 . 

Problème II. — On donne deux droites fixes de Vespace D 
et Di. Par D on fait passer un plan P et par D A un plan P A , de 
manière que ces deux plans se correspondent homographique¬ 
ment, Trouver le lieu de Vintersection A des plans P et P,. 

( 4 ) La considération de la sécante A montre immédiatement que le rapport 
anharmonique de quatre positions de AM est égal à celui des quatre corres¬ 
pondantes de BM. 
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Ce lieu est une surface algébrique passant par D et D,. En 
vertu du résultat obtenu en résolvant le problème précédent, 
toute section plane de cette surface est une courbe du second 
ordre. Donc le lieu est une surface du second ordre. 

Si D et D, sont dans un même plan, cette surface se réduit à un 
cône ayant pour sommet, leur point commun. Plus particulièrement, 
si le plan contenant les deux droites est son propre correspondant, 
il appartient au lieu, qui se décompose en ce plan et en un deuxième 
plan. 

Problème III. — On donne, dans l’espace, deux droites fixes 
D et D,. On prend sur D impoint M et sur D, un point M,, ces 
deux points étant liés hoinographiquement. Trouver le lieu de 
la droite M M,. 

Les plans M, D, et M,, D se correspondent homograpliiquement 
et se coupent suivant la droite MM,. On est ramené à la question 
précédente. Donc le lieu est une surface du second ordre passant 
par D et D,. 

«r 

Si ü et 1), sont dans un même plan, le lieu se réduit à ce plan, 
compté doux fois. 

119. A titre d’application des résultats des deux précédentes 

questions, nous sommes 
maintenant à meme d’établir 
le théorème suivant : 

Théorème. — Étant don¬ 
nées trois droites A, B, C non 
situées deux à deux dans 
un même plan, le lieu des 
droites D qui s’appuient sur 
À, B, C est une surface du 
second ordre . 

Considérons en effet un plan 
auxiliaire fl, qui rencontre 
chacune des droites A, B, C, et soit une droite D du lieu. Sa pro- 
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jection cylindrique sur le plan II, faite parallèlement à C, passe 
par la trace y de C sur II, qui est un point fixe, et par suite dé¬ 
termine sur les projections de À et de B deux points m et p liés 
homographiquement. Il y a donc aussi correspondance homo- 
graphique entre les points M et P des droites A et B, dont m et 
p résultent par notre projection. Par suite, le lieu de D est bien 
une surface du second ordre. (C. q. f. d.) 

120. Problème. — Trouver l'intersection d'une droite et d'une sur¬ 
face du second ordre , définie comme le 
lieu d’une droite qui s’appuie sur trois 
droites fixes A, B, C. Incidemment, 
construire les points doubles de deux 
divisions homographiques de même base. 

Soit A la droite donnée. Par A me¬ 
nons un plan variable P, qui coupe A, 
B, C en des points a, (3, y- Des droites 
«P et ay rencontrent A en des points R 
et S. 

Pour qu’un point de A soit sur la 
surface, il faut et il suffît que de ce 
point l’on puisse mener une droite qui 
rencontre à la fois A, B, C. Cette droite déterminerait avec A une 
position particulière de P, pour laquelle, les points a, [3, y étant ali¬ 
gnés, R et S se confondraient. 

Or la correspondance entre R et S est homograpliique ; donnons- 
nous en effet l’un de ces points, le plan P, et par suite l’autre point, 
en résultent d’une manière unique; il suffît en effet de mener, par 
un point connu (R ou S) une droite s’appuyant sur deux droites don¬ 
nées (A et B, ou A et G). 

Donc les points de rencontre cherches sont les points doubles des 
divisions homographiques engendrées par R et S sur A. On détermine 
cette correspondance en prenant trois couples de points homologues : 
il reste A en déduire les points doubles. 

On ramène ce problème A l’intersection d’une droite et d’un cercle. 

Soient (R*, S*), (R 2 , S 2 ), (R 3 , S 3 ) trois couples de points homologues, 
et R, S un quatrième couple. Joignons ces divers points A un point O, 
extérieur A A, et par O, dans le plan O, A, menons un cercle quel¬ 
conque qui coupe OR*, OR 2 , OR 3 , OR aux points r i9 r 2 , r 3 , r et 
OS*, OS 2 , OS 3 , OS en s*, s 2 , s 3 , s. Nous avons (n° 117) 

(r*«i, r**$ 2 , r*s 3 , r*s) = (vi, «i r 2 , « 4 r a , s*r). 
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Le rayon r i 8 i se correspondant à lui-même, les points de rencontre de 
r t s 2 et r 2 « 4 , r^g et r z s iy r t s et r * t , 

sont alignés sur une droite d. On connaît deux points de cette droite. 
On peut la tracer. Les points où elle coupe le cercle correspondent 
manifestement aux points doubles sur A. 

Remarque. — Les deux positions du plan P qui correspondent au 
cas où R et S se confondent sont précisément les plans tangents menés 
par A à la surface. 

121. Propriétés des surfaces réglées du second ordre (*). — 
Considérons encore la surface engendrée par la droite Den s’ap¬ 
puyant sur les trois droites A, B, C. Deux positions de D ne sont 
jamais dans un même plan : une telle circonstance, si elle se 
produisait, serait en effet contraire à la supposition qu’il n’existe 
pas de plan contenant deux des droites A, B, C. Prenons trois 
positions particulières de D, soient D lf D 2 , D 3 . Le lieu des droites 
qui rencontrent D 2 , D 3 est une surface du second ordre, qui, 
ayant en commun six droites avec la surface donnée, se confond 
avec elle. Ceci nous démontre un fait très important : 

11 exisle, sur la surface, deux systèmes de génératrices rec¬ 
tilignes ; les droites D constituent l’im de ces systèmes ; il y en 
a un deuxième, dont A, B, C sont des génératrices particulières. 

Ce qui précède montre en outre que deux génératrices d’un 

même système ne sont jamais con¬ 
tenues dans un plan; par contre, il 
y a toujours un plan passant par 
deux génératrices de systèmes diffé¬ 
rents. 

Enfin, quatre génératrices Di, D 2 / 
D 3 , D 4 d’un même système coupent 
deux génératrices A et B de l’autre 
en deux systèmes de points qui se correspondent dans une homo- 


(i) Nous avons vu (n° 77) que toute surface du second ordre est réglée, 
pourvu qu’on envisage indifféremment des droites réelles ou imaginaires. En 
géométrie réelle seulement, la disUnction, parmi les surfaces du second ordre, 
de surfaces réglées ou non réglées, a sa raison d’être. 
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graphie, et par suite ont même rapport anharmonique : 
(a>\a%a§afj = (b\b-ib$h fj. 

La valeur commune des deux membres, indépendante de la gé¬ 
nératrice choisie dans le système A, B, s’appelle rapport anhar¬ 
monique de quatre génératrices Dj, D 2 , D 3 , D 4 . C’est aussi celui 
des quatre plans déterminés par la droite A et chacun des points 
bu h, 63 , 64 , c’est-à-dire des plans tangents aux points a u « 2 , 
a 3 , au Ceci nous démontre la propriété suivante : 

Le rapport anharmonique de quatre plans tangents à une 
surface du second ordre en quatre points d’une génératrice est 
égal à celui des quatre points de contact. 

122. Classification des propositions géométriques 
d’après leur manière de se comporter vis-à-vis des 
transformations précédentes. — Nous sommes maintenant 
à même de subdiviser les théorèmes de la géométrie en plusieurs 
groupes; pour opérer cette subdivision, nous considérerons chaque 
proposition, et nous supposerons qu’on fasse subir aux données mises 
en jeu dans Vhypothèse une des transformations précédemment étu¬ 
diées, à savoir : 

_ 1° ou bien une transformation homographique arbitraire; 

2° ou bien une transformation linéaire arbitraire ; 

3° ou enfin une similitude quelconque. 

Les données ayant été ainsi transformées, si la conclusion subsiste, 
nous dirons que la proposition a un caractère projectif, linéaire, ou 
métrique, suivant que la transformation qui, appliquée aux prémisses, 
conserve le résultat, est une transformation homographique, une 
transformation linéaire, ou une similitude ( 4 ). Chacune de ces trans- 


( 4 ) Remarquons à cette occasion que tonie relation 
f(a , b , c , A, B, C, ...)== 0 

qui traduit un théorème du type métrique, où les seules grandeurs mises en 
jeu sont certains angles A, B, C, ... de la figure et les longueurs a , b , c, ... 
de certains de ses segments, est homogène par rapport à ces dernières, si du 
moins cette relation (supposée algébrique) ne résulte pas, par combinaison 
linéaire, d’un certain nombre d’autres, distinctes et do degrés différents. En 
effet, faisons une similitude dans le rapport h . La relation précédente doit 
entraîner, quel que soit h, 

f(ha , hb, hc 1 ..., A, B, cf, ...) = 0. 

Il suffit alors de reprendre le raisonnement fait au n° 16, note ( 4 ), page 50. 
Boijligand. — Géom. anal. 45 
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formations est un cas particulier de la précédente; il en résulte aisé¬ 
ment qu’une propriété qui subsiste par une transformation linéaire 
subsiste par une similitude ; qu’une propriété qui subsiste par une 
transformation homographique subsiste par une transformation 
linéaire ou une similitude. Les réciproques sont évidemment fausses. 
Si une figure possède une propriété métrique déterminée, celle-ci ne 
s’applique pas aux figures qu’on en déduit par des transformations 
linéaires ou homographiques, etc... 

Exemples. —- Le théorème du carré de l’hypoténuse appartient 
au type métrique : en effet, il subsiste par une similitude, qui change 
un triangle rectangle en un autre triangle rectangle. 11 en est.de 
même de toutes les relations métriques (*) de la géométrie élémen¬ 
taire : relations entre les éléments d’un triangle, d’un quadrilatère 
inscriptible, etc. De telles relations ne s’appliquent plus aux figures 
déduites de la figure initiale par des transformations linéaires ou 
homographiques, celles-ci modifiant les angles. 

L’énoncé suivant, dont l’élève vérifiera l’exactitude, nous fournit 
un exemple de proposition rentrant dans le type linéaire: 

Pour que trois droites A, B, G de l'espace soient parallèles à un même 

plan , il faut et il suffit que le rapport des 
segments déterminés par elles sur une droite 
mobile qui les rencontre soit constant : 

Ï>Q 4 

— s = const. 

PR 

Toute proposition du type linéaire 
pourra se vérifier analytiquement en 
faisant usage indifféremment d’axes rec¬ 
tangulaires ou d’axes obliques. 

En tin les propositions établies aux 
n 08 118, 119, 121 sont autant d’exemples 
de propriétés projectives. 



123. Avant de quitter cet ordre d’idées, qui nous permet de classer 
une proposition géométrique, et, par suite, nous donne une indication 
sur la nature du raisonnement qui la démontre, nous signalerons 
un théorème fondamental, qui met en évidence le rôle important 
joué par les éléments isotropes dans les propositions de caractère 
métrique. 


1. Note de la page précédente. 
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Théorème. — Toute propriété métrique d'une figure plane fournit 
une propriété projective de la nouvelle figure formée par la première 
et les points cycliques de son plan. 

En effet, une propriété métrique d’une figure F, appartenant à toute 
figure semblable, peut se traduire par une relation (ou plusieurs) 
entre certains angles de la figure F ( 1 ). La démonstration du théo¬ 
rème actuel se ramène donc immédiatement à celle du suivant, dû A 
Laguerre : 

L 9 angle de deux droites est une fonction du rapport anharmonique 
de l'angle qu'elles forment avec les droites isotropes menées par leur 
point de concours. 

En effet, soient deux demi-droites OP et OQ, dont l’angle est égal 
A celui de deux demi-droites OA et OB. Tout revient h démontrer que 
l’égalité 

(OP, OQ) = (OA, OB) 

entraîne la suivante: 

(OP, OQ, 01, OJ) = (0A, OB, 01, 0.1), 

où 1 et J désignent les points cycliques. Or cela est évident si l’on 
remarque que les deux figures POQ et AOB se déduisent l’une de 
l’autre par une rotation, c’est-à-dire par une transformation homo- 
graphique dans laquelle le point 0, ainsi que les points I et J sont 
leurs propres transformés: il sufiit d’exprimer la conservation du 
rapport anharmonique pour aboutir au résultat annoncé. 

Remarque. — On peut d’ailleurs vérifier le théorème de Laguerre 
en calculant directement le rapport anharmonique des droites OP et 
OQ avec les droites isotropes 01 et OJ. Soient m et m' leurs coefficients 
angulaires, les axes étant supposés rectangulaires; nous avons, en 
appelant Y l’angle-des demi-droites, 

(OP, OQ, 01, OJ) - rn ^- i : 5Lr- f = 1 

m' -h i m-\~i 1 H- mm' — i(m f — m) 

___ 1 H- i tg Y ( 2 ) 

_ 1 — Ug Y 

Q) Cette possibilité résulte de l’homogénéité signalée dans la note du 
n° précédent. A cause de cette homogénéité, toute relation métrique qui fait 
intervenir, outre certains angles A, B, C ... de la figure, les longueurs de 
certains segments, peut être écrite de manière à ne mettre en jeu que les 
rapports de ces segments à l’un d’eux, rapports qui se ramènent, trigonomé¬ 
triquement, à des expressions ne contenant que des angles. 

( 2 ) Quand deux droites issues de 0 varient en faisant un angle constant, 
leur rapport anharmonique avec les droites isotropes demeure constant. Donc 
ces droites engendrent des faisceaux homographiques dont les rayons doubles 
sont les droites isotropes. 



228 ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 

En particulier, pouf que deux droites soient rectangulaires, il faut et 
il suffit qu’elles soient conjuguées harmoniques par rapport aux droi¬ 
tes isotropes. 

On démontre, de meme, qu’à toute propriété métrique d’une figure 
de l’espace correspond une propriété projective de la nouvelle figure 
formée par l’ensemble de la première et du cercle à l’infini. 

Enfin, on établit qu’à toute propriété linéaire d’une figure corres¬ 
pond une propriété projective de celle qui est formée par l’ensemble 
de la première et du plan de l’infini (ou de la droite de l’infini, en 
géométrie plane). 


V. — Inversion. 


124. Soit 0 un point fixe appelé pôle d'inversion ; faisons cor¬ 
respondre à chaque point M le point Mi de la droite OM tel que 


OM . OM t = A, 


h étant une constante qu’on appelle la puissance d f inversion. Le 
point Mj est appelé l’inverse du point M. Si l’on prend le point O 
pour origine d’un système d’axes rectangulaires, on passe des 
coordonnées du point M à celles de par les formules 


(O 


Xi 


hx 


x 2 y 2 -f- z 

Zi = 


__ h y 

'^ 1 x 2 -y 2 -\~z 2 ’ 
hz 


Il est clair que la transformation est réciproque, c’est-à-dire que 
l’inverse de est le point M lui-même. Donc, si l’on résout les 
équations (1) en x , y, z, l’on trouvera 

_ hxj _ hy x 

x î -H y\ sî y x\ -f- y\ -f- z\ 

_ hz s 

x\ -+- y-, -f- *î 

Chaque point de la sphère 2 de centre O et de rayon i/h est 
conservé. A cette sphère, qui est réelle si h est un nombre réel 
et positif, nous donnerons le nom de sphère fondamentale. 

Deux Couples M, M t et N, N t de points inverses sont sur un 



INVERSION 


229 


même cercle, en vertu de l'égalité 

ÔM . ÔM t = ON . ÔN^. 

Il en résulte que les tangentes à deux courbes inverses en deux 
points correspondants M et M t forment un triangle isocèle avec 
la droite MM t , et par suite sont symétriques par rapport au plan 
perpendiculaire au milieu de MM A (*) ; il s’ensuit que l’inversion 
conserve les angles que font entre elles les tangentes à deux 
courbes en un point commun. 

Une sphère qui ne passe pas par le pôle est globalement con¬ 
servée par une inversion dont la puissance est celle du pôle par 
rapport à cette sphère (n° 40). Si la puissance d’inversion est 
différente, la figure inverse est une sphère homothétique par 
rapport au pôle ; en effet, si, laissant fixe le pôle, on fait varier 
la puissance d’inversion, les diverses figures déduites d'une 
figure F sont homothétiques entre elles par rapport au pôle. 

Une sphère qui passe par le pôle a pour inverse un plan per¬ 
pendiculaire au diamètre du pôle. 

Un cercle quelconque est l’intersection de deux sphères. Son 
inverse est donc un cercle, ou une droite si le cercle donné passe 
par le pôle. 

125. Sphères el cercles orthogonaux. Faisceaux de 
cercles. — L’inversion s’applique utilement à la théorie des 
cercles orthogonaux, des faisceaux de cercles, etc., et, récipro¬ 
quement, ces notions géométriques facilitent la démonstration 
de certaines propositions relatives à l’inversion. 

Deux cercles d’un plan sont dits orthogonaux lorsque les tan¬ 
gentes en leurs points de rencontre sont rectangulaires. Pour 
qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que la distance des centres 8 
soit liée aux deux rayons R et R' par la relation 

(2) S 2 = R 2 h- R' 2 . 

Deux sphères sont orthogonales quand un plan contenaiit la 


( 4 ) Nous nous bornons à rappeler ces propositions, qui ont été vues dans 
la classe de Mathématiques. 
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ligne des centres les coupe suivant deux cercles orthogonaux. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffît que la distance 8 des 
centres soit liée encore aux rayons R et R' par la relation (2). 

Enfin, on peut généraliser la définition de l’orthogonalité (mot 
pour mot) en l’étendant à deux cercles d’une sphère. Pour que 
cette orthogonalité ait lieu, il faut et il suffit que le plan de l’un 
des cercles contienne le sommet du cône circonscrit à la 
sphère suivant l’autre. 

L’inversion conservant les angles, deux sphères ou circonfé¬ 
rences orthogonales donneront par cette transformation deux 
sphères ou circonférences orthogonales ( 1 ). 

Quel que soit le pôle d’inversion, étant donnée une sphère, on 
peut toujours disposer de la puissance d’inversion de manière 
que cette sphère se transforme en elle-même ; pour qu’il en soit 
ainsi, il faut et il suffît que la sphère fondamentale soit orthogo¬ 
nale à la sphère donnée. 

Prenons maintenant un ensemble de deux sphères S et S' ayant 
respectivement pour équations 

x 2 -h y 2 -f-z 2 — 2 ax —2 by — 2 cz d — 0 , 
x 2 -f- y 2 -f- z 2 — 2 a'x — 2b' y — 2 c'z -h d' — 0. 

Si l’on veut faire une inversion qui transforme en elle-même 
(globalement) chacune de ces sphères, on ne peut plus choisir 
arbitrairement le pôle d’inversion. Celui-ci, devant avoir même 
puissance par rapport aux deux sphères, doit se trouver dans le 
plan 

2 (a' — d)x h- 2 (6' — b)y 4 - 2 (c' — c)z + d — d' = 0 

(voyez au n° 40 l’expression de la puissance d’un point par rap¬ 
port à une sphère). Ce plan est perpendiculaire à la ligne des 
centres ; il est à distance finie pourvu que les sphères ne soient 
pas concentriques. Moyennant cette restriction, les deux sphères 
ont, à distance finie, un cercle et un seul, réel ou imaginaire, 
contenu dans le plan précédent, auquel on donne le nom de plan 


( 4 ) Nous étendons le sens des mots « sphère » et a cercle » en considérant 
qu’un plan ou une droite peuvent être regardés comme une sphère ou un cercle 
de rayon infini. 
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radical des deux sphères. Un point de ce plan est le pôle d’une 
inversion qui conserve chacune des deux sphères, ou encore le 
centre d’une sphère orthogonale aux deux précédentes. Ainsi, 
le plan radical des sphères S et S' est aussi le lieu des centres 
des sphères E orthogonales à la fois à S et S'. 

Considérons, non seulement les sphères S et S', non concen¬ 
triques, mais encore l’ensemble des sphères, à un paramètre, qui 
passent par leur cercle commun à distance finie. Tout point du 
plan de ce cercle a meme puissance par rapport à toutes ces 
sphères, et par suite est le centre d’une sphère orthogonale à 
l’une quelconque d’entre elles. Un tel système de sphères constitue 
par définition un faisceau . Toute sphère du faisceau a son centre 
sur l’axe du cercle (C) commun à S et S'. Un plan contenant cet 
axe coupe le faisceau de sphères suivant un système de cercles 
passant par deux points fixes, réels ou imaginaires. Un tel système 
constitue par définition un faisceau plan de cercles . La droite 
joignant les deux points fixes est Taxe radical commun à tous 
les cercles du faisceau. 

Une inversion transforme manifestement un faisceau de sphères 
en un autre faisceau de sphères. De même, un faisceau plan de 
cercles est transformé en un faisceau de même nature si l’on a 
soin de choisir le pôle d’inversion dans le plan du faisceau 
donné. 

Supposons maintenant qu’on transforme un faisceau plan de 
cercles en choisissant le pôle d’inversion en dehors du plan de 
la figure. On obtient, sur la sphère transformée de ce plan, l’en¬ 
semble des cercles qui passent par deux points fixes, réels ou 
imaginaires, de cette sphère ; un tel système constitue un fais¬ 
ceau sphérique de cercles. Soit D la droite qui joint les deux 
points fixes : tout cercle du faisceau est dans un plan mené par D, 
et par suite est orthogonal à n’importe quel cercle de contact 
d’un cône circonscrit ayant son sommet sur D. Ces cercles de 
contact forment à leur tour un faisceau, car ils passent par les 
points de contact des plans tangents menés de D à la sphère (qui 
sont les cercles de rayon nul du premier faisceau). Appelohs A 
la droite qui joint ces deux points : tout cercle section d’un plan 



232 ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 

passant par D est en définitive orthogonal à tout cercle section 
d’un plan passant par A. Les deux faisceaux sphériques qui cor¬ 
respondent aux droites D et A, dont la réciprocité est évidente, 
s’appellent faisceaux conjugués 

Supposons que D soit réelle et extérieure à la ^sphère. Les 

points fixes communs aux cercles 
du faisceau correspondant à D sont 
imaginaires ; dans ce faisceau, il 
y a, par contre, deux cercles de 
rayon nul qui sont réels. Dans 
l’autre faisceau, les cercles passent 
par deux points fixes réels, qui 
sont les centres des cercles de 
rayon nul du premier ; etc. 

De ces propriétés, on déduit im¬ 
médiatement celles des faisceaux plans de cercles. Nous pou¬ 
vons énoncer les théorèmes suivants : 

Les cercles orthogonaux à deux cercles d’un faisceau F le sont 
à tous les cercles de ce faisceau et forment un nouveau fais¬ 
ceau cp. Il y a réciprocité entre les faisceaux F et cp, qui sont dits 
conjugués. Dans le cas des éléments réels, la réalité des points 
fixes dans l'un des faisceaux exclut la réalité des cercles de rayon 
nul dans le meme faisceau. Les points fixes de chaque faisceau 
sont les centres des cercles de rayon nul de l’autre ; à ces der¬ 
niers, on donne communément le nom de points limites. En pre¬ 
nant pour pôle d’inversion un point limite de F, les cercles de cp 
deviennent des droites passant par l’inverse du second point 
limite de F. Par suite, les cercles de F deviennent des cercles 
concentriques. 

Rappelons le théorème suivant : si les centres de trois sphères 
ne sont pas alignés, les plans radicaux de ces sphères, prisés 
deux à deux, ont en commun une droite perpendiculaire au plan 


(*) On donne aussi à D et A le nom de droites conjuguées ; elles le sont 
d’ailleurs aussi au point de vue de la théorie des pôles et polaires, c’est-à- 
dire qu’un point de D et un point de A sont conjugués harmoniques par rap¬ 
port aux points de rencontre avec la sphère de la droite qui les joint. 
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des centres ; c’est Taxe radical des (rois sphères. Tout point de 
cette droite est le centre d’une sphère orthogonale aux trois pré¬ 
cédentes; elle l’est aussi à toutes les sphères qui passent parles 
deux points à distance finie, communs aux trois premières. Ces 
sphères dépendent de deux paramètres ; on dit qu’elles forment 
un réseau . Remarquons que les sphères orthogonales aux sphères 
d’un réseau forment un faisceau, et réciproquement. 

De même, étant donnés trois cercles d’un plan ou d’une sphère, 
qui n’appartiennent pas à un même faisceau, il existe un point 
et un seul qui a même puissance par rapporta ces trois cercles, 
à savoir le point commun aux axes radicaux des cercles pris 
deux à deux s’il s’agit de cercles d’un plan, ou bien le sommet 
du trièdre ayant pour faces les plans des cercles s’il s’agit de 
cercles d’une sphère. 

126. Théorème. *— Étant données deux figures inverses , si on les 
transforme par une inversion quelconque , les deux nouvelles figures 
obtenues sont encore inverses l'une de Vautre• 

Pour démontrer ce théorème, nous établirons d’abord le lemme 
suivant : 

Supposons qu’à chaque point M on fasse correspondre un point M t , 
de manière qu’inversement à un point M t réponde un seul point M, et 
en outre que deux couples quelconques de points correspondants soient 
sur un cercle. La transformation ainsi définie est une inversion (ou une 
symétrie par rapport à un plan). 

En effet, considérons deux couples particuliers A, A i et B, B t de 
points correspondants situés sur un cercle C, et un couple quelconque 
M, M t . Soient y le cercle contenant les quatre points A, A t , M, M t et 8 
celui qui contient de même B, B,, M, M t . Par les cercles y et 8 passe 
une sphère (pouvant se réduire à un plan : dans ce cas l’élève achèvera 
le raisonnement), qui contient le cercle C (en effet le pian AA t B la 
coupe suivant un cercle qui a trois points communs avec le cercle C). 
Donc la droite MM t passe par le point O, commun à AA i et BB t , et 
l’on a _ _ _ _ 

OM . 0M t = OA . OA t . 

Donc la transformation est bien une inversion. Toutefois, ce raison¬ 
nement suppose que le point O est à distance finie; si AAj et BBj sont 
parallèles, on voit aisément que la transformation se réduit à une 
symétrie par rapport au plan diamétral de la sphère perpendiculaire 
à AAj et BB t . Pour assurer la généralité des énoncés, nous regai*- 
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derons donc la symétrie par rapport à un plan comme un cas parti¬ 
culier de l'inversion. 

Pour établir alors le théorème annoncé, considérons deux figures F 
et F,, inverses l’une de l’autre, et soient ? et les figures qu’on en 
déduit en leur appliquant une inversion de pôle quelconque. Soient 
M, M, et P, Pj deux couples quelconques de points correspondants de 
F et F t . Ces quatre points sont sur un même, cercle, donc la même 
propriété appartient aux couples jx, ;x t et m, tn t transformés de 9 et 9 ,. 
La proposilion en résulte, d’après le lemme précédent. 


VI. — Involution. 

127. Nous avons réservé pour la fin de ce chapitre l’étude de 
l’involution, bien que la relation involutive ne soit qu’un cas 
particulier de la relation homographique. 11 nous sera en effet 
commode d’utiliser ici quelques-uns des résultats de La section 
précédente. 

On dit qu’une relation homographique est involutive lorsqu’elle 
est symétrique en x et x u c’est-à-dire de la forme 

) OiXX\ ~\r Xy) —{— y 0. 

Considérons un axe orienté x'x muni d’une origine O, et sur cet 
axe les points M et Mi tels que l’on ait 

OM=æ, OMi — Xi. 

Si a est nul, le milieu du segment MM t est fixe. La correspon¬ 
dance entre M et Mi sur l’axe est une symétrie. Si a n’est pas 
nul, la relation (1) peut s’écrire 

x -f- — ^ (x\ H —— ^ = 0 , en posant 8 = -^- — y 

Faisons sur l'axe x'x un changement d’origine, la nouvelle ori¬ 
gine I étant définie par 

ÔÏ = -1 

a 

La relation précédente peut s’écrire 


IM . IM t = 8. 
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Le point I s’appelle le point central de l’involution. Il correspond 
au pointa l'infini, dans Lune et l’autre division ; en général, on 
peut ici parler de la correspondance de deux points, sans spécifier 
à quelle division chacun appartient, et cela en vertu de la symé¬ 
trie de la relation (1). 

L’involution engendrée sur x'x par M et M t offre deux points 
doubles, réels ou imaginaires. Soient A et A'. Nous avons 

ÏM . ÏM^ — ÎX 2 , 

relation qui exprime que deux points correspondants sont conju¬ 
gués harmoniques par rapport aux points doubles. La valeur 
constante du rapport anharmonique de deux points correspon¬ 
dants avec les points doubles est donc ici — \. (On démontrera, 
à titre d’exercice, la réciproque.) 

Il en résulte que le fait, pour deux points, de se correspondre 
involutivemcnt sur un axe, constitue une propriété projective. 

Un faisceau plan de cercles détermine une involution sur une 
droite quelconque de son plan, deux points correspondants étant 
les points de rencontre de cette droite avec l’un des cercles. Le 
point central est situé sur l’axe radical du faisceau. Ce sont là 
des conséquences immédiates de la notion de puissance d’un 
point par rapport à un cercle. 

Lne correspondance involutive est définie par la donnée de 
deux couples : soient en effet P, et Q, Qi deux couples de 
points associés ; et M, M t un autre couple quelconque. La rela¬ 
tion d’involution étant réciproque, aux points P, Q, Qi, M de la 
première division correspondent les points Pj, Q,, Q, M 4 de la 
seconde. En vertu de la conservation du rapport anharmonique, 
on peut donc écrire 

(P, Q, Qi, M) — (Pi, Q,, Q, MO, 

relation qui détermine complètement la correspondance entre M 
et M, 0). 


C 1 ) Cette relation met immédiatement en évidence la réciprocité du couple 
Q, Q 4 ; celle du couple P, y apparaît aussi ; on le vérifie en remarquant 
que l’égalité a lieu si on suppose que M vienne en P, Mt en P t ou inverse- 



236 ÉTUDE SOMMAIRE DE QUELQUES TRANSFORMATIONS 

On est donc amené à se poser le problème suivant : une invo- 
lution étant définie par deux couples de points correspondants, 

trouver le point qui répond à 
un point quelconque. Soient 
encore P, Pi et Q, Q t les deux 
couples donnés. Par P, Pi on 
mène un cercle, puis par Q, Q 4 
un autre cercle sécant au pre¬ 
mier. Soit M un point quel¬ 
conque de x'x : le point M 4 
correspondant est à l'intersection de x'x et du cercle qui passe 
par M et les points communs aux deux précédents. Dans le 
faisceau formé par ces cercles, les deux qui sont tangents à x'x 
fournissent les points doubles A et A', etc. 

128. Faisceaux involutifs. — Soient, sur une droite D, 
deux points M et M t liés involutivement. Joignons-les à un point 
fixe O, et soient ^ et p* les points de rencontre de OM et OM 4 
avec une droite A. Les points p. et sont liés involutivement 
sur A, quelle que soit cette droite. Nous pouvons donc dire que 
les droites OM et OM t se correspondent par involution ; il y a, 
dans cette correspondance, deux rayons doubles, qui s’obtiennent 
enjoignant O aux points doubles sur D. Deux rayons liés sont 
conjugués harmoniques par rapport aux rayons doubles. Une 
correspondance involutive entre deux droites est homographique 
et réciproque ; il s’ensuit qu’elle s’exprime par une relation 
homographique et réciproque, c’est-à-dire par une relation 
involutive, entre les coefficients angulaires de ces droites. 

Exemples. — 4° Les côtés d’un angle droit de sommet fixe sc 
correspondent dans une involution, dont les rayons doubles sont les 
droites isotropes. 

$° Prenons une courbe du second ordre, un point O sur cette 
courbe, et un point I en dehors. Menons par I une sécante variable 

ment. On est conduit à constater l’exactitude des deux égalités suivantes : 

(P, Q, Q t , P) = (P 4 , Qt, Q, PD et (P t , Q, Q„ P) = (P, Ot, Q, Pi),, 
ce qui n’offre pas de difficulté. 
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qui coupe là courbe en deux points M et M,. Si nous choisissons OM, 
OM, en résulte dune façon unique, et inversement. La relation entre 
les coefficients angulaires de ces droites est donc nécessairement 
homographique ; comme elle est réciproque, elle est involuiiveQ). 

Les rayons doubles joignent le 
point O aux points de contact 
des tangentes issues de I ; ceci 
nous montre que d’un point I 
on peut mener deux tangentes 
à une courbe du second ordre. 
Quel que soit le point. 0, les 
rayons OM et OM, sont conju¬ 
gués harmoniquement par rap¬ 
port aux rayons doubles OD et 
01)'. En particulier, en faisant tendre le point 0 vers D, on obtient 
un faisceau harmonique, dont les rayons sont DI, DD', DM, DM,. 
Donc le lieu des conjugués harmoniques du point 1 par rapport aux 
points de rencontre M et M, de la sécante variable IMM, n’est autre que 
la droite DD'. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, dont 
nous donnerons plus loin une démonstration purement analytique. 

Le lieu des conjugués harmoniques d'un point par rapport aux 
extrémités des cordes d'une courbe du second ordre qui passent par 
ce point , est la droite qui joint les points de contact des tangentes 
issues de ce point . On l’appelle polaire du point (Q. 

Ces exemples témoignent de la fécondité des notions relatives h l’ho¬ 
mographie et l’involulion, dans la théorie des courbes du second ordre. 



129. Un cas remarquable de correspondance involu- 
tive. Théorème de Desargues. — Nous allons établir une 
proposition importante par ses applications : 


0) La. réciproque de ce théorème est vraie : si deux droites OM et OM, 
issues d'un point 0 d'une courbe du second ordre se correspondent par invo - 
lution , la droite MM,, qui joint leurs deuxièmes points de rencontre avec cette 
courbe , passe par un point fixe. En etlet, soient OA, OA, et OB, OB, deux 
couples particuliers de rayons homologues, qui coupent la courbe en A, A,, 
B, B,. Soit 1 le point de rencontre de AA, et BB,. Menons IM qui coupe la 
courbe en M". D’après le théorème direct, OM et OM" se correspondent par 
involulion : cette involution a deux couples OA, OA, et OB, OB, communs 
avec l’involulion donnée. Donc M" coïncide avec M. 

( 2 ) Ce théorème s’applique aussi à une conique décomposée en deux droites ; 
l’élève étudiera directement ce cas particulier, comme exercice. Nous lui 
conseillerons aussi, dès maintenant, de se reporter à la démonstration analy- 
. tique (n° 169), dont la compréhension n’exige rien de plus que ses connais¬ 
sances actuelles. 
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Si les coefficients d’une équation du second degré sont des 
fonctions linéaires d’un paramètre , ses racines sont liées invo - 
lutivement. 

Soit en effet l’équation 

('a —}— \a^X“ —J— (b —f— \bf)x —j— c —f— Xc^ === 0, 

dont les coefficients sont des fonctions linéaires du paramètre X. 
Choisissons la valeur de l’une des racines : X se trouve déterminé, 
donc l’autre racine en résulte d’une façon unique. Comme il y a 
réciprocité, les racines sont liées entre elles involutivement. Pour 
obtenir explicitement la relation entre x' et x\ il suffit d’ailleurs 
d’éliminer X entre les équations 

(a -h X. af)QrJ -h x”) -\-b X6, = 0, 

(a \af)x'x" — (c - 4- Xcj) = 0, 

ce qui donne 

x'x"(abi — bai ) -f- (x' x")(aci — caf) -f- bc { — cb { = 0. 

Cette proposition d’algèbre conduit en géométrie au théorème 
de Desargues. Considérons les courbes du second ordre, définies 
en coordonnées homogènes par l’équation 

(2) F(X, Y, T) -f- XG(X, Y, T) — 0. 

Ces courbes forment une famille à un paramètre, qu’on nomme 
faisceau ponctuel , dont nous étudierons plus tard les propriétés. 
Les deux points déterminés par l’une d’elles sur une sécante ? et 
c’est là l’énoncé du théorème, se correspondent involutivement . 

En effet, le long de cette sécante, nous pouvons exprimer X, 
Y, T en fonctions linéaires d’un paramètre [x : 

X = Xj -h fxX 2 , Y = Y, -f- pY 2 , T = T t + gTo. 

En portant ces valeurs dans l’équation(2), nous aurons une équa¬ 
tion du second degré en fx, dont les coefficients dépendent linéai¬ 
rement de X. Entre les deux racines de cette équation il y a donc 
une relation involutive ; par suite, le long de la sécante A, les 
points M et M, déterminés par l’une de nos courbes se corres¬ 
pondent involutivement (en prenant sur A une origine A et un 
sens positif, la valeur de AM est une fonction homographique 
du (x de ce point; or si deux nombres (x et |x t sont liés involuti- 
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vement, il en est de même des valeurs déduites de chacun d’eux 
par une même transformation homographique). 

On obtiendra de même des divisions involutives en considérant 
les deux points de rencontre d’une droite fixe avec une des sur¬ 
faces du second ordre 

F(X, Y, Z, T) 4 - XG(X, Y, Z, T) = 0. 

La démonstration est exactement la même que dans le cas pré¬ 
cédent. 

Nous donnerons plus tard de nombreuses applications du théo¬ 
rème de Desargues. Remarquons dès à présent que nous en 
avons un cas particulier dans cette proposition, déjà signalée : 

Les cercles (ou les sphères) d’un faisceau déterminent sur une 
droite une involution. 

Cherchons en effet l’équation d’un cercle du faisceau déterminé 
dans le plan xOy par les deux cercles 

C — x 2 -b /y 2 — 2 ax — 2 by H- c = 0, 

C' = x 2 4-y 2 — 2 a'x — 2 b'y 4- c' = 0. 

Chaque cercle ayant pour équation 

(3) C + XC'-O 

est un cercle du faisceau. Inversement, montrons qu’on peut 
déterminer X de manière que cette équation représente un cercle 
quelconque F du faisceau. Sur F, prenons en effet un point 
M 0 (.r 0 , y 0 ), autre que les deux points communs à C et C 7 . Soient 
C 0 et Co les valeurs prises en M 0 par les premiers membres des 
équations de ces deux cercles. Le cercle 

C£C — C 0 C' = 0 

est bien de la forme annoncée et passe en M 0 . Il a trois points 
communs avec F ; par suite T est bien représenté par une équa¬ 
tion de la forme (3). 

La proposition précédente, obtenue déjà, se trouve ainsi rat¬ 
tachée à l’ordre d’idées actuel. 



CHAPITRE VIII 

CORRÉLATION. TANGENTES. ENVELOPPES. 

I. — Corrélation dans le plan. 

Équation tangentielle d’une courbe algébrique. 

130. Courbes corrélatives. — Nous emploierons des coor¬ 
données homogènes. A la droite D d’équation 

uX -f- vY - 4 - rT = 0 

associons le point P de coordonnées homogènes w, r, r. On dit 
que le point P et’la droite D sont corrélatifs. 

Théorème. — Si la droite D tourne autour d’un point, le point 
corrélatif P décrit la droite corrélative du point fixe . 

En effet, on peut traduire l’hypothèse en exprimant que u, v , r 
sont des fonctions linéaires d’un paramètre 

u = u { -h lu 2 , v = Xt? 2 , r = r, -f- Àr 2 ; 

le point P décrit dans ces conditions une droite A d’équation 

aX + py -f- y t = 0, 

les coefficients a, p, y étant liés par les relations 
auj —1— —f- y r i = 0, 

a U-2 -f- “H =:: fi* 

Or, le point autour duquel tourne D est le point d’intersection 
des deux droites 


ufX vfY -f- r^T = fi, 
u 2 X -f- -f- r 2 T = 0. 
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On peut lui attribuer comme coordonnées homogènes a, J3, y. 
C’est donc bien le corrélatif de A. (C. q. f. d.) 

Le raisonnement montre en outre que le rapport anharmonique 
de quatre points alignés est égal à celui des quatre droites con¬ 
courantes qui en sont les corrélatives. 

Donnons maintenant la notion de courbes corrélatives. Soit 
une courbe C, une tangente variable D à cette courbe. Le lieu 
du point P, corrélatif de la droite D, est une courbe V. Nous allons 
établir qu'il y a réciprocité entre C et I\ d’où le nom de courbes 
corrélatives. 

En effet, soit m le point de contact de C et de la tangente D. 
Soit Di la tangente à C en un point m t , infiniment voisin de m, 
et Pi le corrélatif de Dj. Le point de rencontre de D et D t est le 
corrélatif de la droite PPj ; il tend vers m quand D'i tend vers D. 
Donc la tangente en P à P, qui est la limite de PP 4 , est la 
droite corrélative du point w. (C. q. f. d.) 

Analytiquement, on peut raisonner ainsi : soient x , y , t les 
coordonnées homogènes d’un point de C et 

u X -f- vY -f- rï = 0 


l’équation de la tangente en ce point. Le long de la courbe, 
x, y , t d’une part et u, u, r d’autre part sont des fonctions d’un 
certain paramètre X, liées par les identités 


u 


ux -f- vy -\-rt = 
dx dy dt 

-l_ _t/, —— r — 


dl dl c/X 



qui expriment que À — X est racine double de l’équation 

u(X)x( A) -h vÇk)y(A) -f- r(X)£( A) = 0, 

qui donne les À des points d’intersection de la courbe avec sa 
tangente correspondant à la valeur particulière X. Or ces deux 
identités entraînent la suivante : 


du 

~dî 


dv 

d\ 


4H'- 


La réciprocité annoncée en résulte. 
Bouligand. — Géom. anal. 


16 
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134. Équation tangentielle d’une courbe algébrique. 

— Soit une courbe algébrique 

f(X, Y,T) = 0. 

La condition pour qu’une droite 

uX-h üY -h rT = 0 

soit tangente à cette courbe s’obtient en écrivant que son équa¬ 
tion peut être identifiée avec celle de la tangente en un point 
(x, y, t) de cette courbe. Or cette tangente est 

Tout revient donc à éliminer x, y , t entre les équations 

ux-hvy - f- rt = 0, 
u _ v _ r 

r.-rr?: 

qui sont linéaires et homogènes en u, u, r. On obtient ainsi une 
relation algébrique 

cp(u, *, r) = 0, 

homogène en u , t>, r, qu’on nomme équation tangentielle de la 
courbe . Si, dans cette équation, l’on regarde u, *>, r, non plus 
comme les coefficients d’une droite, mais comme les coordonnées 
homogènes d’un point, elle représente la courbe corrélative F de 
la courbe C ; chaque point de G est le corrélatif d’une tangente 
à la courbe V : avec précision, l’équation 

xu + yv -f- tr = 0, 

où u, u, r désignent les coordonnées homogènes d’un point et 
x, y, t certains coefficients, représente la tangente à la courbe 
F, moyennant la condition 

f(x, y, 0 = 0, 

qui, par suite, n’est autre que l’équation tangentielle de la 
courbe F. 

Ainsi, moyennant des notations convenables, Véquation tan¬ 
gentielle d’une courbe est Véquation ponctuelle de sa corréla¬ 
tive et inversement (par équation ponctuelle, nous entendons 
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l’équation ordinaire, le qualificatif marquant seulement l’oppo¬ 
sition des deux points de vue). 

k cause de la réciprocité établie précédemment, si l’on donne 
l’équation tangentielle, 

?(«, », r) = 0, 

de la courbe C, pour obtenir son équation ponctuelle, il suffira 
d’éliminer u, v, r entre les équations 

xu —|— yv -4— lr — 0, 

£ _ £ £(‘). 

~ f 

Ça Cpv Çr 

Remarque. — Aux coefficients u, u, r de l'équation d’une tan¬ 
gente à la courbe C, on donne le nom de coordonnées tangen- 
tielles; par opposition, les coordonnées homogènes æ, y, t de 
son point de contact sont dénommées coordonnées ponctuelles. 

132. Classe d’une courbe algébrique. — On nomme 
classe le degré de l’équation tangentielle. 

Si une courbe est de première classe, cette courbe est un point ; 
en effet, l’équation tangentielle 

au -f- bv -f- cr — 0 

exprime que la droite 

uX -f- vY -4- rT = 0 
passe par le point (a, 6 , c). 

Problème. — Mener d'un point M 0 (x 0 , y 0 , (o) les tangentes à 
une courbe algébrique. 

1 ° On donne l’équation tangentielle de la courbe. On est alors 
amené à résoudre le système de deux équations homogènes 

<p(u, V , r) = 0 , 
üx 0 -I- vy 0 -+- rt 0 = 0, 


(*) Par là, nous démontrons aussi qu’étant donnée une délation algébrique 
homogène entre w, v, r, il existe une courbe algébrique à laquelle la droite 

uX -+- vY -+- rT == 0 


reste tangente. 
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à trois inconnues u, v, r . Le nombre des solutions est égal au 
degré de cp, car si */, n, r étaient des coordonnées ponctuelles, 
x 0 , yo, t 0 désignant les coefficients d’une certaine droite, le 
système actuel correspondrait à la recherche des points de ren¬ 
contre de cette droite et de la courbe cp = 0. 

Ainsi la classe d’une courbe est encore le nombre de tangentes 
qu’on peut lui mener d’un point pris au hasard. Il en résulte 
que toute transformation- homographique la laisse inaltérée. 

2° On donne l’équation ponctuelle de la courbe 

(C) f(x,y,l) = 0. 

Un point de contact M(æ, y, l) satisfera à cette équation et à 
l’équation 

(Ui) Xofx -H ÎJof'y “4- loft = 0 

qui exprime que M 0 est sur la tangente en ce point (æ, y, i ). 

Tout point de contact s’obtient donc en cherchant les points 
communs aux courbes G et C t . Mais, inversement, chaque point 
commun à ces deux courbes ne fournit pas un point de contact; 
le système formé parleurs équations répond en effet à un objet 
plus étendu que la seule recherche des tangentes issues de M 0 : il 
exprime la condition nécessaire et suffisante pour que l’équation 

f(x —f— Xa* 0 , y -f- a?/o, t -f- X^o) ^ 0 

admette la racine X = 0 au moins à l’ordre deux, c’est-à-dire 
pour que la droite MM 0 ait, en M, au moins deux points com¬ 
muns avec la courbe G. Si le point M est simple, cela entraîne 
alors le contact de MM 0 avec la courbe. Mais si M est au moins 
d’ordre d’eux, toute droite issue de M possède, ipso facto , deux 
points confondus en M et communs avec C. Il n’y a pas en général 
contact: le contact ne se produit que si l’ordre de multiplicité 
de la racine X = 0 surpasse l’ordre de M en tant que point de la 
courbe G. En résumé, on devra donc examiner chaque solution 
fournie par un point singulier de G : sauf des cas exceptionnels, 
elle ne convient pas au problème proposé. 

133. Relation entre l’ordre et la classe. — Supposons que la 
courbe C ne possède pas de point singulier. Tout point commun à C et 
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C t est le point de contact d’une tangente issue de M 0 . Le nombre de 
ces points est m(m — 1), d’où le théorème suivant : 

Une courbe d'ordre m, sans point singulier, est de classe m(m — 1). 
Par exemple, une courbe du second ordre est de seconde classe. La 
réciproque est vraie, d’après la théorie de la corrélation. 

Si une courbe G, du second ordre, est indécomposée, il est impos¬ 
sible que son équation (angentielle se décompose : cette dernière 
circonstance exigerait que les tangentes à G passent par deux points 
fixes A et B, qui seraient des points d’ordre deux de G, conclusion 
contraire à l’hypothèse d’indécomposilion. 

Soit encore la courbe du troisième ordre 

æ Z _f_ y 3 — J» ; 

elle n’a pas de point singulier, elle est donc de sixième classe. 

Supposons maintenant que G présente des points singuliers. Ainsi 
que nous l’avons dit, chacun d’eux a pour effet d’abaisser la classe de 
plusieurs unités. En particulier, on peut élablir le résultat suivant : 

Un point d'ordre deux , à tangentes distinctes, abaisse la classe de 
deux unités. 

Il suffit, pour le montrer, de faire voir qu’un tel point y t , tf) 

constitue une solution, d’ordre deux, du système formé par les 
équations de G et de G t . Or, toutes les dérivées secondes de f ne 
s’annulant pas en M t , M t est un point simple de G t ; la tangente en 
ce point h celte courbe a pour équation 

*o O/*? + yf x iïi "+" *di) + Vo( x f *\y\ Vf y f “+- if y x tf) y 

~t“ -h yfy\t x -f* if tf) = 0, 

ce qu’on peut écrire 

(I) ttfâx -h yfây 4~ 

après avoir posé 

2?(aq y, t ) = a?*/£ï -f- y*fi* 4- t*f"t f 4- flfuh + ^txfï lXl 4- ^xyf Xi y r 

Or l’équation 

y, 0 = 0 

représente (n° 75) l’ensemble des tangentes en M t à G ; nous verrons 
plus loin [(n° 170), l’élève est dès maintenant à même de comprendre 
le raisonnement qui a trait à cet objet], que l’équation (1) est celle 
de la polaire de M 0 par rapport h l’ensemble de ces deux droites. 
Ainsi la tangente en M t à G t est conjuguée harmonique de M t M 0 par 
rapport aux tangentes en M* à G, et par suite elle est distincte de 
celles-ci si M 0 n’est sur aucune d’elles. Le théorème est donc 
démontré. 
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Un point d’ordre deux à tangentes confondues fait perdre en général 
trois unités à la classe, mais il peut en faire perdre un nombre plus 
grand. Pour s’en rendre compte, l’élève cherchera combien l’origine 
fait perdre d’unités à la classe des courbes 

x\x 2 v 2 ) — y 2 et x\x* H- y 2 ) = y 2 . 

Ce nombre est quatre pour la première, cinq pour la seconde. Pour 



comprendre le mécanisme de ce déchet, l’élève fera bien de tracer, 
concurremment à chacune de ces courbes, l’une des suivantes : 

y\ 1 — x 2 ) == (x* — ê)(x 2 — 4«*) 
et y 2 (l — æ 3 ) = 3 (x — z)(x — <1îXx —- 3eX# — 4e), 

dont elles sont les limites respectives; ces dernières n’ont pas de points . 
singuliers ; il est alors facile, sur la ligure ci-dessus, en choisissant 
convenablement la position de M 0 , de compter le nombre des tangentes 
issues de ce point et infiniment voisines de 
Mais les exemples précédents constituent des cas exceptionnels. En 


( ! ) Il ne faut généraliser cette méthode qu’avec circonspection : les résultats 
tirés du seul examen d une ligure réelle sont toujours sujets à caution, l’oubli 
de deux solutions imaginaires conjuguées pouvant les fausser. Les exemples 
précédents sont simplement construits de manière à faire comprendre com¬ 
ment les choses se passent. 
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général, un point de rebroussement diminue la classe de trois unités; 
il en est toujours ainsi pour un point de rebroussement d’une courbe 
du troisième ordre, puisque sa classe, au plus égale à six, est au 
moins égale à trois. 

En définitive, on peut résumer ainsi les résultats concernant la 
classe d’une courbe d’ordre trois : 

1° Si elle n’a pas de point singulier, elle est de sixième classe; 

2° Si elle possède un point d’ordre deux à tangentes distinctes, sa 
classe est quatre ; 

3° Enfin si elle présente un rebroussement, elle est de troisième 
classe. 

134. Classe d’une courbe unicursale. — Si une courbe C est 
unicursale, il en est de meme de sa corrélative, car si x, y, t sont des 
polynômes en X, 

* = PW, y = QW, £ = S(X), 

on peut prendre 

« = Q(X)S'(X) - S(X)Q ; (X), u = S(X)P'(X)- P(X)S'(X), 
r = P(X)Q'(X) — P / (X)Q(X) ; 

si P, Q, S sont de degré m, les u, v, r sont au plus de degré 2m -*-2. 
Donc 

La classe d'une courbe unicursale d'ordre m est au plus 2m — 2. 

Par exemple, la classe d’une courbe unicursale d’ordre trois est au 
plus quatre. Cette classe est donc nécessairement quatre ou trois, 
d’où il suit que la courbe possède un point et un seul d’ordre deux. 
Ceci nous démontre le résultat suivant, déjà annoncé (n° 95): 

Pour qu'une courbe du troisième ordre soit unicursale, il faut et il 
suffit qu'elle ait un point d'ordre deux. 

La courbe 

x* 4-1/3 = t z 

n’a pas de point singulier; elle n’est donc pas unicursale. 


II. — Corrélation dans l’espace. — Représentation tangen- 
tielle des lignes et des surfaces. 


135. Au plan P qui a pour équation 

ux -4- vy -h wz -f- rt = 0, 

nous associerons le point M, de coordonnées homogènes u, v, w, r ; 
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nous dirons que ce point et ce plan sont corrélatifs . En raisonnant 
comme en géométrie plane, on établit les résultats suivants : 

1° Si le plan P tourne autour d’un point fixe A, son corrélatif M 
décrit le plan B corrélatif de A ; 

2° Si le plan P tourne autour d’une droite fixe D, son corrélatif M 
décrit une deuxième droite ; ces deux droites sont réciproques et 
s’appellent corrélatives. 

136. Application aux courbes. — Surfaces dévelop¬ 
pables. — Supposons (pie le point M décrive une courbe G ; ses 
coordonnées homogènes x, y, z, t seront fonctions d’un certain para¬ 
mètre X. Si un plan R est tangent en M à la courbe C, scs coefficients 
u, v, w, r vérifient les deux relations identiques ( 4 ) 

(1) ux -h vy ivz -f- rt = 0, 

02) u -f + v T^ w< r; + r^ = o. 

dk dX dl dk 

Le lieu des corrélatifs p des différents plans R est une surface 2); 
celle-ci est réglée, car pour une valeur fixe de X, les équations (1) et 

(2) définissent une droite G,. . Le plan tangent en un point p à la sur¬ 
face £ contient la droite Ox , ainsi (pie la tangente à la courbe 
obtenue sur X, en faisant varier X seul. 

Or, les identités (1) et (2) entraînent 

/a i * \ btt . bl* , bll> . , 6 r A 

(2 bis) x ——h y -{- 2 -p t — = 0 

ôX ‘ bX bX bX 

les relations (1) et (°2 bis ) expriment que la droite Ox et la tangente 
à la courbe obtenue sur 1' en faisant varier X seul sont contenues 
dans le plan qui a pour coefficients x, y, z , t, c’est-à-dire dans le plan 
corrélatif du point M de la courbe C. Nous pouvons donc énoncer le 
résultat suivant : 

Le plan tangent à la surface U est le même en chaque point d’une 
génératrice : c’est le plan corrrélatif du point M sur la courbe G. 

Tous les plans tangents à ü forment, et c’est là un fait remarquable, 
une famille à un paramètre. 

Pour faire apparaître un caractère de réciprocité entre la figure 
initiale et sa corrélative, considérons les plans osculateurs de G, qui 
forment une famille particulière de plans tangents. Appelons a, fi, y, o 


(*) Les coefficients u, v, w, r dépendent du paramètre ). et d’un deuxième 
paramètre qui résulte de l’indétermination du plan tangent, assujetti seule¬ 
ment à contenir la tangente à G en M. 
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les coefficienls de l’un d’eux. Ils sont Tondions du seul paramètre X, 
et liés à x, y, z, t par les idcnlités. 


(3) 

('0 

( 5 ) 


dx 
a — 

dX 

d 2 x 
a- 

dX 2 


(XX yz ùt : 




-+- y — 4 - 8 — 
dX 1 dX dX 





cih/ 

dX* 


cPz 

dX* " + " 



-0, 


qui entraînent 


(3 bis) 
(4 bis) 
(5 bis) 


da dg dS = 0 

dX u dX dX dX 


dx dx ^ dy d$ dt db ^ 

dX dX dx dX + ÎÎX dX dX * dX 



+ ?y 


dX* 


dX* 



Les relations (3), (3 1)is ), (5 l,is ), forment un système qui se déduit de 
eelui des relations (3), (4), (5) par rechange de x et de a, de y et de (3, 
de z et de y, de t et de b. En interprétant ce résultat, nous obtcnon s 
immédiatement l’énoncé suivant : 

Le plan oscillateur à la courbe G au point M a pour corrélatif un 
point g qui décrit , sur la surface 2, une courbe F; en p, le plan oscu- 
lateur à F a pour corrélatif le point M. 

Il y a donc réciprocité entre les courbes G et F. En comparant les 
deux énoncés précédents, nous voyons maintenant que, tout le long 
de la génératrice 6 A , le plan tangent à 2 est justement le plan oscil¬ 
lateur en \j. i\ F. 

Gherchons enfin la tangente en ;jl à la courbe F ; nous laisserons 
à l’élève le soin de vérifier qu’on peut la considérer comme la droite 
qui joint les poinls 


a , P, Y, S 


d<x dp dy do 
dX* dX y dX } dX 


Or les plans corrélatifs de ces points sont, dans la figure initiale, 
a#-bpy+ yz + o*~0, 


, dx 

dix' 


•y^+s-2-f-t — = 0; 
y dX dX dX 


tous deux sont tangents à la courbe G, en vertu des identités (4) et 
(4 bis ), qui expriment que ces plans coupent la courbe en deux points 
confondus. Ainsi : 



250 


CORRÉLATION. TANGENTES. ENVELOPPES 


Au point jjl, la tangente à F est la droite 6 a , corrélative de la 
tangente MT. 

La théorie précédente nous conduit A des conclusions extrêmement 
importantes : 

1° Si une surface est le lieu d'une tangente à une courbe gauche, en 
chaque point d'une génératrice elle admet le même plan tangent, qui 
n'est autre que le plan oscillateur à la courbe gauche. 

En effet, considérons la surface S engendrée par les tangentes h 
une courbe G : appliquons à cette courbe la succession des raisonne¬ 
ments précédents. Nous en déduisons une courbe réciproque F ; 
d’après ce que nous avons vu, la surface S n’est autre que le lieu des 
points corrélatifs des plans tangents h T. Donc le plan tangent à S 
est le même tout le long d’une de ses génératrices et se confond avec 
le plan oscillateur de G. 

2° Si les plans tangents à une surface dépendent d'un seul para¬ 
mètre, cette surface est le lieu des tangentes à une courbe gauche. 

En effet, les points corrélatifs des plans tangents à la surface £ 
dépendent aussi d’un seul paramètre. Donc ils engendrent une courbe 
G. D’après ce qui précède, les génératrices de la surface S sont les 
tangentes à la courbe F, réciproque de G. 

On établit, en analyse, que ces surfaces sont les seules qu’il soit 
possible d’appliquer sur un plan, sans déchirure ni duplicature. Pour 
cette raison, on leur donne le nom de surfaces développables. 

Remarque. — Toute surface développable est réglée, mais la réci¬ 
proque n’est pas vraie ; pour une surface réglée quelconque, le plan 
tangent varie quand son point de contact décrit une génératrice : 
nous avons eu, au n° 121, un exemple de cette circonstance en étu¬ 
diant les surfaces réglées du second ordre. Nous avons alors montré 
que si un point décrit une génératrice, le plan tangent en ce point 
tourne autour d’elle, de manière que le rapport anharmonique de quatre 
de ses positions soit égal à celui des quatre poijits de contact correspon¬ 
dants. Cette loi est générale. Il est aisé de la vérifier: considérons 
la surface définie, en coordonnées non homogènes, par les équations 

(b) x — oz -h p, yi=zbz-\- q, 

où a, b, p, q sont des fonctions d’un paramètre X. Un point de la 
surface est déterminé si l’on connaît son X et son z. Le plan tangent 
en ce point est défini par la génératrice et la tangente à la section 
horizontale, qui a pour paramètres directeurs 

* TTr —f 

aX dA 


da dp 
d\ d\’ 


0 . 
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Donc, le plan tangent cherché a pour équation 

X — aZ — p = u.(Y — 6Z — q), 

en posant 

da dp 
dX + dX 
d6 , do" 
z Ti + dx 


Cette relation met en évidence une correspondance homographique 
entre z et «jl ; la propriété annoncée en résulte. Toutefois, si - , pour 
certaines valeurs de X, l’on a 

da _ clb 

dp dq 

le plan tangent sera le même en tout point de chacune des généra¬ 
trices correspondantes. Enfin, si cette égalité a lieu quel que soit X, 
les plans tangents à la surface réglée sont invariables le long de chaque 
génératrice : ils forment une famille à un paramètre, et dans ce cas seu¬ 
lement il existe sur la surface une courbe tangente à toutes les généra¬ 
trices ( 4 ). Nous proposons, comme exercice, de vérifier que cette courbe 
est bien définie en adjoignant aux deux équations (6) la suivante : 

i = — é£. 
da 


137. Application de la corrélation aux surfaces non 
développables. — Faisons maintenant décrire à un point M une 
surface S non développable ; les plans tangents à cette surface 
dépendent de deux paramètres, et le lieu de leurs corrélatifs est une 
deuxième surface 23 ; montrons la réciprocité, c’est-à-dire établissons 
que les plans tangents à 23 ont pour corrélatifs les points de S. A cet 
effet, appelons X et g. les paramètres qui déterminent la position d’un 
point de S ayant pour coordonnées homogènes x, y, z, t. Ces quatre 
nombres, ainsi que les quatre coefficients u, v, te, r du plan tangent 
à S au point considéré sont des fonctions de X et de |x. Ce plan est 
déterminé par les tangentes aux deux courbes obtenues en faisant 
varier seulement X ou bien p.. Nous avons donc les identités : 

ux 4- vy -h wz 4- rt = 0, 


bX bX bX bX 


b jjl b;a ba btx 


( 4 ) On montrera que c’est là un fait exceptionnel. Voir n° 14§ bis . 
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elles entraînent les suivantes : 


bX bX ôa 5X 


b[Jl bg Ô[i. bU 


la réciprocité annoncée en résulte immédiatement. 


138. Équation tangentielle d’une surface algébrique. — Soit, dès 
lors, une surface algébrique non développable, d’équation 

/'O, ?/, z, t) — 0. 

On obtient son équation tangentielle en éliminant x, y, z, t entre les 
équations 

S ux -f- vy -\-wz -f- rt — 0, 
u _ v _ w _ r 

r*-n~f*~h 9 

qui sont homogènes en x, y , z, t. Soit 

?(w, w , r) = 0 

l’équation ainsi obtenue, qui n’est autre que l’équation ponctuelle de 
la surface corrélative. A cause de la réciprocité précédemment 
établie, si on donne cette équation tangentielle, on en déduit inverse¬ 
ment l’équation ponctuelle, en éliminant u, v , w, r entre les équations 

S ux -h vy -t- wz -h rt = 0, 

x_ y z_ t 

~j ZT 17 * 

Çu 

La classe d’une surface algébrique non développable est le degré de 
son équation tangentielle. C’est aussi le nombre des plans tangents 
qu’on peut mener à la surface par une droite. 


Remarque. — Si l’on part de l’équation ponctuelle d’une surface* 
algébrique, sans avoir recherché si elle est ou non développable, on 
s’apercevra qu’elle l’est si l’élimination de x, y, z, t entre les équa¬ 
tions du système (7) conduit à deux relations distinctes (puisque, 
dans ce cas, comme corrélative de la surface, on doit trouver une 
courbe). Ainsi : 

Une développable a deux équations tangentiellcs. 

Remarquons à ce propos que si la courbe corrélative de la dévelop¬ 
pable n’est pas l’intersection complète de deux surfaces, on rencon¬ 
trera, dans la représentation tangentielle de cette développable, des 
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difficultés du même ordre que celles qui se sont présentées pour les 
courbes gauches. 

Si l’on part d’une équation tangentielle déterminée, Pélimination 
de u , v , iv, r entre les équations (8) fournit ou bien une seule rela¬ 
tion, et on est en présence d’une véritable surface ; ou bien deux 
relations: les plans dont les coefficients vérifient l’équation proposée 
sont alors tangents a une courbe. 

Classe d’une surface développable. — Cetle notion est corrélative 
de la potion d’ordre d’une courbe gauche; c’est donc le nombre 
de plans tangents qu’on peut mener d'un point à la développable 
proposée. 

Une surface développable de première classe se réduit à une droite; 
une surface non développable de première classe, à un point. Quand 
l’une des équations tangcntielles d’une développable est du premier 
degré, cette développable est un cône. 

139. Théorème. — Si une surface du second ordre est déve¬ 
loppable , elle se réduit à un cône . 

En effet, un plan tangent à toute surface du second ordre la 
coupe suivant une courbe du second ordre, qui admet le point 
de contact comme point d’ordre deux (n° 77) ; c’est-à-dire sui¬ 
vant un système de deux droites issues de ce point. Supposons 
qu’un plan tangent particulier soit en contact avec la surface 
tout le long d’une génératrice G; chaque point de cette droite 
est d’ordre deux dans l’intersection du plan et de la surface, 
qui est donc cette droite comptée deux fois. Par G, menons un 
autre plan ; il coupe la surface suivant une deuxième droite, 
et, comme il n’est pas tangent, c’est que le point commun à G 
et à cette deuxième droite est un point d’ordre deux de la sur¬ 
face. Celle-ci est donc un cône. (C. q. f. d.) 

La conclusion de la proposition actuelle n’exige en réalité qu’une 
hypothèse moins restrictive que celle de l’énoncé; il n’est pas besoin 
de supposer que le plan tangent est invariable le long de chaque 
génératrice; il suffit que cette propriété s’applique à une seule géné¬ 
ratrice. 

Théorème. — Toute surface non développable du second ordre 
est de seconde classe. 
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En effet, chacun de ses plans tangents la coupe suivant deux 
droites distinctes. Soit alors à mener des plans tangents par une 
droite D, rencontrant la surface en A et B. Un plan tangent issu 
de D coupe la surface suivant deux génératrices passant, l’une 
par A, l’autre par B. Or, par A il passe deux génératrices G 4 et 
Ga, déterminées par le plan tangent en ce point. Les plans 
D, Gi et D, G 2 coupent la surface suivant G,, G 2 et les deux 
génératrices de B. Ce sont les plans cherchés, et ils sont bien 
au nombre de deux. 

La théorie de la corrélation nous permet maintenant d’énoncer 
le théorème suivant : 

Toute surface de deuxième classe est du second ordre , ou 
exceptionnellement se réduit à une conique. 


III. — Enveloppes. 

140. Nous ne développerons la théorie qu’en géométrie plane. 
Nous avons vu qu’une droite 

ux 4- vy -+- rt — 0, 

dont les coefficients sont liés par une relation homogène 

<p(», ï, r) = 0 

ou, ce qui revient au meme, sont des fonctions d’un paramètre 
X, reste tangente à une certaine courbe. 

Généralisons maintenant le problème et considérons une 
famille de courbes C* dépendant d’un paramètre X, et définies en 
coordonnées non homogènes par l’équation 

f(x, y, X) = 0. 

Demandons-nous s il existe une courbe E, tangente aux courbes 
Cx ; si la réponse est affirmative, nous donnerons à cette courbe 
E le nom A'enveloppe des courbes Cx. 

Théorème. «S il existe une enveloppe E, au voisinage de 
laquelle les dérivées partielles f x et f 7 demeurent finies et 
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continues (*), cette enveloppe appartient au lieu L des points de 
rencontre des deux courbes 

f(x, y, X) = 0 et f' x (x, y,X) = 0. 

Plaçons-nous au point de vue de la géométrie réelle, et supposons 
qu’il existe une enveloppe E. Les coordonnées d’un point de contact 
de E et de Cx seront certaines fonctions de X, 

* = A(X), y = B(X), 

qui fourniraient, si on pouvait les calculer, une représentation para¬ 
métrique de E. Or ces fonctions vérifient nécessairement l’identité 

f(x, y , X) = 0. 

Pour achever de les déterminer, il faut une seconde relation : expri¬ 
mons la coïncidence des tangentes àE et à Cx. La normale à Cx a pour 
paramètres directeurs f' x et f' y et la tangente à E a pour paramètres 

— et ^. On doit avoir 
dX dX 

f dx f dy __ Q 
îx dX^ îy dX 

Or puisque la fonction composée f(x, y , X) de la variable X est identi¬ 
quement nulle, il en est de même de sa dérivée, et l’on a 

En comparant les deux dernières relations, on voit que les deux fonc¬ 
tions x et y de X doivent satisfaire ù, la relation 

t\(x, y, X) = 0. 

Remarque. — Nous avons spécifié, dans l’énoncé, que f' x et fy devaient 
rester finies au voisinage de E. Si l’on renonce à cette hypothèse, 
le théorème cesse d’être vrai. Si le long d’une ligne, Tune des déri¬ 
vées fx ou fy devient infinie, il peut se faire que cette ligne soit 
langente aux courbes Cx sans que soit nulle; en voici des exem¬ 
ples : si l’on prend 

f(x, y,X) = \-x-+- v/R 2 — V 2 , 
on a f [ — i. 


(t) On suppose qu'il en soit ainsi pour tous les points ( x y y) avoisinant Tare 
E considéré et pour toutes les valeurs de X mises en jeu le long de cet arc. 
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Les droites y = ± R n’en 



f 


r 


OC' O 

A 

oc 




constituent pas moins une enveloppe 
des courbes (b, qui sont des demi- 
cercles. 

On a un exemple analogue en pre¬ 
nant 

f(x, y, X) == X — x 4- y y = 0, 

ce qui donne encore f{ = 4. 

Ces courbes sont tangentes à l’axe Ox 7 
sur lequel fÿ est infinie. 


Théorème. — Toute courbe définie par le système 

f(x, y , À) = 0, /■'(.c, y, X) = 0 

e.v/ soit une enveloppe de courbes Cx, «0*7 un /t'eu c/e points sin¬ 
guliers des lignes Cx, soit, exceptionnellement, une courbe Cx 
particulière. 


En effet, supposons que les fonctions 
(1) x = A (X), y = B(X) 


satisfassent aux deux relations du'système précédent. En dérivant la 
première par rapport à X et tenant compte de la seconde, nous voyons 
que l’on a 


f > djH j f dy _ a 

îx d\^ Ty 7/> 1 


relation qui exprime la coïncidence des tangentes h la courbe Cx et à 
la courbe L définie paramétriquement par les relations (1), pourvu 
que fx et fÿ ne soient pas tous les deux nuis. Dans ce cas, la courbe 
L est une enveloppe des courbes Cx. Par contre, si, en chaque point 
de L, fx et fÿ s’annulent, de la relation (2) on neÿpeut plus déduire le 
contact de L etdeCx : L est un lieu de points singuliers des cour¬ 
bes Cx. 

Enfin si fl contient en facteur une fonction de X seul, les courbes 
particulières Cx correspondant aux zéros de cette fonction constituent 
des solutions étrangères au problème de la recherche de l’enveloppe. 


Remarques. — 1° Il peut se faire qu’en des points isolés de L, on 
ait â la fois 

f u — 0, f y = 0; 


alors, pour la valeur correspondante de X, Cx a un point singulier 
sur L, et, pour cette courbe particulière, le contact cesse en général 
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avec la courbe L. La famille d’hyperboles 

(x — y)( x -+- y — fcX) h h = 0 


fournit un exemple de cette circonstance : toutes ces courbes sont 
tangentes à 0#, sauf pour la valeur X = 0, pour laquelle la courbe 
présente un point double. 

<2° La relation ($) est satisfaite lorsque et ^ sont simultané- 

dl dX 


ment nuis : s’ils le sont identiquement, cela exprime que les cour¬ 
bes Cx passent par un point fixe. On voit d’ailleurs que les coordon¬ 
nées de ce point vérifieront fy = 0. Si ~~ et s’annulent pour une 

Cl A Cl A 

valeur exceptionnelle de X, on obtient un point de rebroussement 
pour la ligne L : il en est du moins ainsi lorsqu’une au moins des 


dérivées ~~ et 

dX* dX 1 


n’est pas nulle, et alors les valeurs de celles-ci 


forment un système de paramètres directeurs de la tangente à L au 
point considéré. Cette tangente coïncide encore avec celle de la 
courbe Cx correspondante en ce point, pourvu qu’il soit simple 
pour cette dernière courbe. En effet, l’identité (2) donne, par déri¬ 
vation, 


ff d 2 x . f d 2 y 
Ix dX 2 fy dX2 




(dxV^Gyf dædy 
[dXj + /xy dXdX 


ru 



=o. 


Pour notre valeur particulière de X, cette identité fournit la relation 


^ d\x f , d 2 y „ 
Tx dX* îy dX^ ' 


: 0, 


qui exprime le contact. Cette méthode s’étend d’ailleurs au cas où, 
pour une valeur de X, x et y ont un plus grand nombre de dérivées 
nulles. 


141. Notion de point limite. — Le système 

f(x, y, X) — 0, fi ( X , y , X) = 0, 

qui intervient dans la recherche de l’enveloppe, est la limite, 
pour h = 0, du système 

Kx,y,x>=o, + 

équivalent au suivant : 

f(x,y,X) = 0, f(x, y, A -f- A) = 0. 

Donc le lieu L est aussi la limite du lieu des points d’intersection 
Bouligand. — Géom. anal. 17 




258 


CORRÉLATION. TANGENTES. ENVELOPPES 


de deux courbes Ci et Ci + h , dont les paramètres diffèrent d’une 
valeur constante h lorsque h tend vers zéro. Ces points d’inter¬ 
section tendent vers des points appelés points limites ou points 
caractéristiques. Le lieu de ces points est l’enveloppe, pourvu que 
chacun d’eux soit simple sur la courbe C>.. 

142. Relation du problème des enveloppes avec celui des con¬ 
tours apparents. — Soit la famille de Courbes 

f(x,y,X) = 0. 

Le plan xOy étant supposé horizontal, ces courbes sont des sec¬ 
tions horizontales de la surface 

(S) f(x, xj, z ) = 0. 

La condition 

fi(x, XJ, z) = 0 

exprime que le plan tangent au point (x, y, z ) est vertical, 
pourvu que ce point ne soit pas vin point singulier de la sur¬ 
face S. La recherche de l’enveloppe des courbes Ci équivaut donc 
à celle du contour apparent horizontal, en projection, de la sur¬ 
face S. Ce fait est d’ailleurs évident géométriquement : les sec¬ 
tions horizontales de S se projettent horizontalement suivant des 
courbes tangentes au contour apparent; c’est là un fait bien 
connu, dont nous laissons au lecteur le soin de retrouver la dé¬ 
monstration. 

La remarque précédente va nous donner l’explication d’un certain 
nombre de faits, déjà rencontrés, et, en meme temps, nous per¬ 
mettre d’étudier la disposition des courbes C>. au voisinage de l’en¬ 
veloppe. 

Considérons un arc F de la courbe définie par les équations 
f(x, y , z) = 0 , fl(æ, y , :)^ 0 . 

Supposons que tous les points de S situés sur cet arc soient des points 
simples, c’est dire qu’en aucun point de F, f' x et fÿ ne s’annulent 
simultanément. On peut alors disposer des axes, de manière que le 
long de cet arc (ou d’une portion plus restreinte) fy ne soit pas nulle. 
Supposons en outre que, le long de T, la dérivée fît ne s'annule pas 
non plus. A cause de la continuité, fÿ et fît auront un signe constant 
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sur T et dans £on voisinage. On en déduit que chaque section de la 
surface S, par un plan x ~ x () (x 0 désigne l’abscisse d’un point de T), 
présente au voisinage de P une concavité de sens déterminé; en 

effet ^ est donné par 





-+- fz* 


0 , 


or est, dans les conditions actuelles, un infiniment petit, donc ^ 
ôz éz' 2 

a un signe constant. Supposons donc, pour fixer les idées, que toutes 
nos sections parallèles h #Oz tournent, au voisinage de P, leur con¬ 
cavité vers les y positifs, comme 
l’indique la figure. La projection 
E de l’arc P partage la partie 
avoisinante du plan xOy en deux 
régions : un point de la région (I) 
(du côté des y positifs), voisin 
de E, est la projection des deux 
points situés sur la portion de S 
avoisinant P. Par ce point, il 
passe donc deux courbes Ci ; ces 
courbes sont tangentes à E; les 
deux points de contact tendent 
vers le premier, lorsque celui-ci 
tend vers un point de E. Par 
contre, une verticale issue de la 
région (II) ne rencontre pas la surface S. De l’autre côté de Tare E, il 
n’y a pas de courbes G*. Nous pouvons donc énoncer le théorème 
suivant : 

Soit un arc satisfaisant aux équations 



f(x, y, X) = 0, fi(x, y, X) = 0, 

ne contenant aucun point singulier des courbes Cx, et tel que, le long 
de cet arc, ne s'annule pas. Il divise la portion avoisinante du plan 
en deux régions : en un point infiniment voisin de l'arc, situé dans l'une 
des régions, il passe deux courbes Cx, qui touchent cet arc en des points 
infiniment voisins du premier. Par un point de l'autre région, il ne 
passe, dans les mêmes conditions, aucune courbe Cx. 

On voit comment la notion de point limite se trouve précisée par 
ce théorème : dans les conditions de l’énoncé, deux courbes Cx et 
Cx + a, infiniment voisines, ont bien un point d’intersection infiniment 
voisin de l’enveloppe. 

Examinons maintenant le cas où, fÿ restant d’un signe déterminé 
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(sans s’annuler) sur l’arc T et dans la région avoisinante, la dérivée 
fît s'annulerait sur T ; en général, elle change alors de signe en tra¬ 
versant cet arc. Chaque section 
de S par un plan x = # 0 présente 
alors, sur F, un point d’inflexion à 
tangente verticale, en sorte qu’un 
point du plan xGy , voisin de E, est, 
quelle que soit la région qu’il oc¬ 
cupe, la projection d’un seul point 
de la région de S qui avoisine F. 
Dans ce cas, les portions des courbes 
Cx, voisines de E, traversent cet 
arc : il n’y a plus ici de point limite 
réel. Par contre, si fît s’annule le 
long de F (ou f{t le long de E), sans 
changer de signe, la disposition 
des courbes Cx au voisinage de l’enveloppe est la même que dans le 
cas ordinaire (/£• 0) étudié précédemment. 

11 nous reste à examiner ce qui résulte de la présence sur la sur¬ 
face S d’un point singulier ou d’une ligne singulière. Bornons-nous 
A étudier le cas où, en ce point, ou sur cette ligne (et dans le voisi¬ 
nage), A* n’est pas nulle. S’il y a un point singulier admettant un 

cône des tangentes du second ordre à 
contour apparent réel (*), les sections 
horizontales de S voisines de ce point 
se projettent suivant des courbes qui 
sont bitangentes aux deux branches 
réelles de courbe constituant le con¬ 
tour apparent, en projection, de S 
dans le voisinage du point conique. 
La section particulière Cx 0 dont le plan passe par le point conique 
offre un point double en ce point: sa projection n’a en général 
aucun contact avec E. Ainsi, nous retrouvons le résultat déjà 
obtenu, dans le cas où une courbe particulière Cx 0 admet un point 
double : le contact cesse alors pour la valeur X 0 . Dans les conditions 
précédentes, l’enveloppe a elle-même un point double, et chaque 
courbe Cx voisine de Cx 0 la touche en deux points voisins du point 
double, un sur chaque branche. 


(i) Un point singulier de la surface dont le cône des tangentes est imagi¬ 
naire, ou réel avec un contour apparent imaginaire, donne ou des courbes 
C„ imaginaires, ou des courbes G x entourant la projection du point conique ; 
dans un cas comme dans l’autre, cela ne donne aucun résultat au point de 
vue enveloppe réelle. 
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Enfin, si S présente une ligne double, celle-ci constitue un lieu de 
points doubles des sections horizontales de la surface. Nous avons vu 
(page 150) que si les relations /£ = />; = 0 sont vérifiées le long d’une 
ligne de la surface, elles entraînent fz = 0 en chaque [point de cette 
ligne. Donc s’il y a un lieu de points singuliers des courbes Cx, ce lieu 
est la projection d’une ligne singulière de S, et on a, en chaque point de 
cette courbe, = 0. Les lieux de points singuliers satisfont donc bien 
au système auquel on est conduit pour rechercher l’enveloppe. 

En définitive, en rattachant le problème des enveloppes à la déter¬ 
mination d’un contour apparent, nous retrouvons les résultats qu’une 
étuue directe avait mis en évidence. 

143. Cas de données algébriques. — Étudions le cas où 
f(x , y, X) est un polynôme en A. Les conditions simultanées 

f(. x > y> X) = /IO, y, x) = o 

expriment qu’au point ( x , y ) il passe deux courbes C>. confondues, 
puisque l’équation donnant les X de ces courbes doit admettre 
une racine double. L’élimination de X fournit une équation 

A(æ, y) = 0, 

dont le premier membre est le discriminant du polynôme en A, 

/■(*> y. *)• 


Exemples. — Soit 

f(x, y, A) = A(x, y) A 2 -b B(æ, y)X -b C = 0. 
L’enveloppe est 

B 2 — 4AC = 0. 

Soit encore 


f(x, y, A) = X 3 -b P(r, y )A -b Q(x, y) = 0. 
L’enveloppe est 


4P 3 -b 2TQ 2 = 0. 

Soit encore la famille de courbes 

A(x, y) cos (i -b B(a?, y) sin p. = C(æ, y), 

dont l’équation rentre dans le type considéré par le changement de 
variable 


A 
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L’enveloppe des courbes de celte famille est 

A 2 (tf, y)+B 2 (ai, y)= C 2 (x, y), etc. 

Supposons .maintenant que f(x , y, X) soit un polynôme, non 
seulement par rapport à la variable X, mais encore par rapport 
à x et y. Les courbes Cx sont donc maintenant algébriques, et 
pour énoncer les résultats en toute généralité, nous considére¬ 
rons toutes les valeurs réelles ou imaginaires des variables du 
problème. 


144. Supposons qu’on cherche Venveloppe d'une courbe d'ordre n 
sans point multiple ; la courbe infiniment voisine la rencontre en n 2 
points; il y a donc n 2 points limites, par suite, n 2 points de contact 
avec l’enveloppe. Parmi ces points, il peut s’en trouver un certain 
nombre qui restent fixes, soitp ce nombre: les courbes Cx passent 
alors par ces points et demeurent tangentes à une courbe E, avec 
laquelle elles ont n 2 — p points de contact. 

Il peut arriver que deux points limites soient constamment con¬ 
fondus, ce qui revient à dire que pour chaque valeur de X le système 

(i) f(x, y, À) = 0, K(x, y,l) — 0 

admet une solution æ, y d’ordre deux ; les nombres x, y , coordonnées 
du double point limite sont des fondions de X qui vérifient identi¬ 
quement les deux relations précédentes, et, par suite, leurs consé¬ 
quences : 

® n.f x +n,f x +r,=«-. 


le fait que x , y est solution double du système f — f{ — 0 peut pro¬ 
venir, ou bien de ce qu’il est, quel que soit X, d’ordre deux pour la 
seconde de ces courbes (J[ .X — /xy — 0), ou bien de ce que pour chaque 
valeur de X il y a contact des courbes Cx et f{ = 0, ce qui exige 


fixfy f\yfx — 0 , 

ou, en utilisant la première des relations (2), 


n 


dx 

'aï' 


fl 


dy__ 

dX 


0 . 


Donc, dans un cas comme dans l’autre, les fonctions x et y de X doi¬ 
vent satisfaire identiquement à la relation 

f x*(#, Vt X) — 0. 

Supposons qu’il en soit ainsi ; montrons que chaque courbe Cx est 
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osculatrice à l'enveloppe (n° 


84). En effet, ^ a une valeur unique 
clx 


au point de contact ( x , y) de Cv. et E, montrons que la valeur de —^ 
est aussi la même pour les deux courbes. 1 7 

Pour cela, envisageons les relations (1) comme déterminant les 

deux fonctions inconnues y et X de la variable x. Pour calculer 

clx 2 

le long de l'enveloppe, dérivons par rapport A x les identités (1), la 
première, deux fois en tenant compte de la seconde, et la seconde, 
une seule fois, en ayant égard à 


Il nous vient 


n* = 0 . 


dx 




et 





En vertu de cette dernière relatipn, nous obtenons 


f xi 




c’est-A-dire la relation même qu’on eût trouvé en regardant, dans 

la première des équations (4), X comme une constante: est bien 

le même pour E et Cx. 

Plus généralement, si les relations 

A>> y y *) = b, fi(x, y, X) = 0 


entraînent les suivantes: 

y, >•) = ■•• = y, A) = 0, avec # 0, 


q points limites seront confondus et les courbes C\ auront avec leur 
enveloppe un contact d’ordre q. 


Application : cas d’une famille de cercles. — Prenons par exemple 
Je cas d’un cercle - :: c’est une courbe du second ordre passant par les 
points cycliques. Donc ici, le nombre p des points fixes de la courbe 
est au moins égal A deux. S’il y a un troisième point fixe O, à distance 
finie, le cercle de centre w touche son enveloppe en un seul point M, 
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symétrique de O par rapport à la tangente en uj au lieu de ce point, 

car le point de rencontre de deux de 
nos cercles infiniment voisins C et Ci 
est symétrique de O par rapport à la 
droite towj qui tend vers la tangente 
<oT au lieu des centres. Si p est égal 
à deux, C touche son enveloppe en 
deux points, qui, pour la même rai¬ 
son que précédemment, sont symé¬ 
triques par rapport à la tangente au 
lieu des centres. Bien entendu, ces points peuvent être réels ou ima¬ 
ginaires. Montrer, comme exercice, que si tous les cercles Cx de la 
famille étudiée sont orthogonaux à un cercle fixe T, de centre O, sur 
chacun de ces cercles, les points limites se correspondent dans une 
inversion dont le cercle fondamental est P. 

Examinons le cas où les deux points limites viennent à se confon¬ 
dre : ils sont alors situés sur la tangente au lieu des centres, qui est 
par suite normale à l’enveloppe. On en déduit le théorème suivant 
Pour qu'un cercle soit osculateur à une courbe, il faut et il suffit que 
son centre décrive l'enveloppe des nbrmales ou développée de cette courbe. 
(Ce résultat ne suppose même pas que la courbe soit algébrique.) 


145. Enveloppe de courbes présentant des points multiples. — 

Si les courbes Cx présentent des points multiples, la relation 

A(,r, y) = 0, 

obtenue en annulant le discriminant, donne aussi le lieu de ces points 
multiples. Dans ce cas, le polynôme A(.r, y) se décompose en un pro¬ 
duit ; on peut même établir que le facteur irréductible qui, annulé, 
correspond au lieu de l’un des points multiples, entre dans A avec 
une puissance égaie, en général, au nombre d’unités que ce point fait 
perdre à la classe de la courbe. Cet énoncé se vérifie aisément pour la 
famille des courbes 

f(x, y + X) = 0, 

déduites de l’une d’elles par une translation parallèle à O y. 

146. Enveloppe d’une famille de courbes définies paramétrique- 
ment. — Soient les courbes Cx, représentées paramétriquement par 
les relations 

« = f(t, y — 9(t, *)• 

La valeur t du paramètre borrespondant à un point de contact de Cx 
avec l’enveloppe (si celle-ci existe) est une fonction de X; si cette 
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fonction est connue, les relations précédentes, dont les seconds mem¬ 
bres deviennent des fonctions composées de X, fournissent la repré¬ 
sentation paramétrique de l’enveloppe. Or en exprimant la coïncidence 
des tangentes, on obtient la relation 

gifi — figi = 0 , 

qui définit la fonction cherchée. A vrai dire, on obtient ainsi, non 
seulement l’enveloppe, mais encore le lieu des points des courbes Cx 
où fi et gi s’annulent simultanément quel que soit X. 

147 Enveloppe de courbes dépendant de deux paramètres liés 
par une relation. — Soient les courbes 

f(x, V > \ P) = 0, 

les paramètres X et p étant liés par la relation 

?(X, p) = 0. 

Cette relation définit p en fonction implicite de X, ce qui permet de 
considérer f comme unè fonction composée de X. Donc l’enveloppe et 
le lieu des points multiples de nos courbes seront fournis par le 
système 

f(x, y , X, p) = 0, 

fi+r * l =0; 

or nous avons 

= 0 . 

a a 

Pour avoir l’enveloppe et le lieu des points multiples, nous serons, en 
définitive, amenés à éliminer X et p entre les trois relations 

/‘0> V , h p)=o, 

9(X, p) = 0, 

fiti — fiti = 0. 

De ce cas, on passe facilement à celui où l’on cherche l’enveloppe des 
courbes 

FO, y , w, r) = 0, 

où w, V, r sont trois paramètres entrant dans F d’une manière homo¬ 
gène et liés par une relation homogène. Il suffit de poser 



L’élève étudiera ce problème et retrouvera, par ce procédé, le moyen 
de passer de l’équation tangentielle d’une courbe h son équation 
ponctuelle. 
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148. Enveloppe d’une iamille de surlaces. — Nous ne 
pouvons étudier ici cette question en détail : nous nous bornerons 
à quelques indications. 

Il y a lieu d’examiner deux problèmes différents, suivant que 
les surfaces données dépendent de un ou de deux paramètres. 

Soit d’abord une famille de surfaces Sx à un paramétré, defi¬ 
nies par 

f(x, Vy z > = 

Le système obtenu en adjoignant à cette équation la suivante 
fi(x,y,z,X) = 0 

fournit l’enveloppe et le lieu des points singuliers des surfaces Sx. 
Supposons, pour simplifier, qu'il n’y ait pas de points singuliers 
sur Sx. Les deux équations précédentes représentent une courbe 
variable I\, qui engendre l’enveloppe E. Chaque surface Sx est 
tangente à E tout le long de la courbe F., qu’on nomme courbe 
caractéristique. 

Soit maintenant une famille de surfaces à deux paramétrés 
f(x, y, s, X, p) = 0; 

chacune de ces surfaces touche son enveloppe par un (ou plu 
sieurs) points, qu’on obtient en adjoignant à l’équation de la sur¬ 
face les deux suivantes : 

/■-(x, y, z, X, p) = 0. /i*( x ' V' z ’ — 

On obtient l’équation de l’enveloppe et le lieu des points singu¬ 
liers des surfaces S en éliminant X et p entre ces trois équations. 
Nous demandons au lecteur d’admettre ces divers résultats. 

148 bis . Familles de courbes de l’espace. — Ainsi que nous 1 avons 
noté à la tin du n° 136, une famille à un paramétre de droites 
X = a(X)z + p(X), y = è(X)z -+- q(X), 
n’a nas en général d’enveloppe. Il en est de même pour une famille à 
un paramètre de courbes de l’espace ; notamment, s’il existait une en¬ 
veloppe des courbes f(. x, z, X) = g(y, z. X) = 0, elle se projetterait sur 
.rOz suivant l’enveloppe des /-= 0, sur yOz suivant 1 enveloppe de» 
(l = 0- or, sur res deux enveloppes, les deux points de contact prove 
nant d’une même valeur de X n’ont pas en général le meme z : ils ne 
sont donc pas les projections d’un point de l’espace sur xOz et ÿ< z. 
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LONGUEUR D’UN ARC. — COURBURE 


149. Longueur d’un arc. — Considérons une courbe rap¬ 
portée à trois axes rectangulaires et définie par une représenta¬ 
tion paramétrique 

* = f( 0. y = </(0> z = K 1 )- 

Soit M 0 M l’arc qui correspond à l'intervalle de variation t Q) t 
du paramètre. On démontre que le périmètre de toute ligne 
brisée d'extrémités M et M 0 , ayant ses sommets consécutifs 
disposés sur l’arc M 0 M (en suivant toujours le sens M 0 M)^ a une 
limite quand le nombre des sommets augmente indéfiniment de 
manière que chaque côté de la ligne brisée tende vers zéro. 
Cette limite s'appelle la longueur de l'arc M 0 M. 

Nous admettrons que Varc est un infiniment petit équivalent 
à sa corde( l ). 

Cela posé, la longueur s de l are M 0 M est une fonction du para¬ 
mètre t de son extrémité M. Supposons qu’on ait fait choix, sur 
la courbe, d’un sens positif de parcours. La quantités représen¬ 
tera, avec plus de précision, Y abscisse curviligne de M, l’origine 
ds 

étant M 0 . Cherchons —• Supposons que, t variant dans un sens 
dt 

déterminé, M se déplace toujours dans le même sens. Si le sens 

ds 

de variation de s et celui de t coïncident, — sera positif ; s’ils 

0) Il peut y avoir exception : tel est le cas où la courbe est une spirale 
logarithmique, Mq se trouvant au point asymptote. 
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s’opposent, -y sera négatif. Cherchons sa valeur absolue. Don- 
dt 

nons à t un accroissement AL Nous pouvons écrire 

Aj dist ce curv. MM' dist c e curv. MM' dist ce rectil. MM' 

A/ |A/| dist ce rectil. MM' |At| 

D’après une proposition précédemment admise, le premier fac¬ 
teur tend vers 1. Donc la limite cherchée est celle de 


Nous avons donc 




L’abscisse curviligne de M à partir de M 0 est donc donnée en 
définitive par la formule 


■./yf'KO+g'KO + nO-dt. 


Exemple. — Calculer la longueur d'un arc de la cycloïde 
x — a(t — sin y = a(l — cos t). 

Considérons un arc qui a pour origine le poinl O, et prenons pour 
sens des arcs croissants le sens des t croissants. L’application de la 
formule précédente (avec z = 0) nous donne 




Il est important, lorsque l’extrémité de l’arc est située sur une 
arche quelconque de la courbe, de ne pas oublier le symbole : valeur 
absolue. 

Des précautions de cette nature s’imposent d’ailleurs chaque fois 
que sur l’arc calculé sont situés des points de rebroussement. En 
effet, supposons qu’une valeur t i du paramètre fournisse un tel 
point ; en reprenant la courbe 

x = /(f), y = g(0, % — KO* 

les développements des seconds membres au voisinage de ce point 
sont de la forme 


fi 0 — f($ i) ti) J) -f- i(J — L) p "** 1 *4“ • * 

0(0 = Qih) “t” bp + i(J — ) p **■ 1 

KO = Kt ,) +* c p (t - t x )p + Cp + - t t )p + 1 -h . • -, 
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p étant un entier pair, et les trois nombres a pf b p , c p n’étant pas 
tous nuis. Dès lors, en posant p = 2A, la quantité 

fKV+oW + i'Xi) 

contient en facteur (t — Par suite, nous avons 

|=i «-«tic-'.F-Vm 

ty(t) étant une fonction qui ne s’annule pas pour t = t x . Il s’introduit 
bien, comme nous l’avions annoncé, un sj'mbole de valeur absolue. 


150. Cosinus directeurs de la tangente dans le sens des arcs 
croissants. — Menons la tangente en M à la courbe et considérons 
Taxe T'T porté par cette tangente et oriente dans le sens des arcs crois¬ 
sants. Un segment infiniment petit de cet axe, d’origine M et de 
mesure algébrique ds, a pour projections sur les trois axes des infini¬ 
ment petits équivalents aux accroissements des coordonnées quand 
l’arc subit l’accroissement cis (parce que l’arc est un infiniment petit 
équivalent à sa corde, en même temps que celle-ci a sa direction infi¬ 
niment voisine de celle de la tangente), ou encore aux valeurs simul¬ 
tanées des trois différentielles dx, dy , dz. Donc, les cosinus directeurs 
de l’axe T'T orienté dans le sens des arcs Croissants sont 


(i) 


dx, [iz= dy, y== dz. 

cls ils ds 


Il est facile de vérifier, en se reportant à ce que noiis avons dit à 
la fin du n° précédent, qu’en un point de rebroussement ces trois 
quantités changent brusquement de signe. 


151. Notion d’indicatrice sphérique. — Considérons la 
sphère de centre O et de rayon égal à l’unité. Le rayon parallèle 
à la demi-droite positive MT de V axe T'T, et de même sens, 
détermine sur cette sphère un point p., dont le lieu est une courbe 
I, qu’on nomme indicatrice sphérique de la courbe initiale C( 1 ). 
Le cône engendré par Op., c’est-à-dire le cône des tangentes 
à C, a pour plan tangent le long de Op. un plan parallèle au plan 
osculateur de la courbe C en M (ce dernier étant déterminé en 
direction par celle de MT et d’une tangente M'T' infiniment voi- 


(i) Cette indicatrice offre une discontinuité quand G présente un rebrous¬ 
sement. 
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sine). Comme Op. est normal à la sphère, la tangente en \x à la 
courbe I est parallèle à la normale principale en M à la 
courbe G. 

Sens positif de la normale principale. —Adoptons comme sens 
positif de parcours sur I celui qui correspond au sens positif sur 
C, et convenons de prendre pour sens positif sur la normale 
principale le sens MN défini par la demi-tangente gQ à l’indica¬ 
trice dans le sens des a croissants (<i étant l’abscisse curviligne 
d’un point [x de 1). Nous allons démontrer un fait important : 

Le sens ainsi déterminé sur MN est indépendant du sens 
choisi sur C. 

En effet, changeant de sens sur C, on substitue à p. son symé¬ 
trique \j! par rapport à O. On modifie en outre le sens de rota¬ 
tion de [xp/ autour de O. Donc p.0 et </0' sont bien de meme 
sens. Il y a plus : 

Le sens ainsi déterminé sur la nor¬ 
male principale est encore celui de la 
concavité de la courbe. 

Pour définir cette dernière, supposons 
essentiellement que M ne soit ni un rebrous¬ 
sement de C, ni un point où la tangente 
ait plus de deux points confondus avec 
la courbe. Menons par la tangente MT un plan distinct du plan 
osculateur. Il divise l’espace en deux régions: nous appelons 
région de la concavité celle qui contient l’arc de la courbe infi¬ 
niment voisin de M. Formons l’indicatrice sphérique en faisant 
coïncider le point O avec le point M lui-même ; du cône des tan¬ 
gentes de sommet M, ne prenons que la nappe engendrée par 
les demi-droites parallèles aux tangentes dans le sens des s’ 
croissants. Les points de l’arc infiniment voisin de M fournissent 
des demi-génératrices, qui sont dans la région de convexité si 
ces points sont antérieurs à M, dans la région de concavité si 
ces points lui sont postérieurs. Donc la demi-tangente à l’indica¬ 
trice dans le sens qui répond au sens de C, ou ce qui revient au 
même la demi-droite MN, est bien dirigée vers la concavité de C. 
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152. Courbure. Hayon de courbure. — Soit un arc MM 7 , 
dont les extrémités ont s et$-+- A.s* comme abscisses curvilignes ; 
les points p et p', qui leur correspondent sur I, ont a et a-pAa 
comme abscisses sur cette courbe. Par hypothèse, A<j est du 
signe de A s. Eu outre As est un infiniment petit équivalent à 
l'angle des deux demi-tangentes MT et M'T' ; en appelant £ cet 


angle, on désigne par courbure moyenne le rapport —• La cour - 

A s 

bure en M est la limite de ce rapport quand As tend vers zéro, 

' A<t 

ou encore celle de • Elle est donc essentiellement positive 


et sa valeur est -y Son inverse, — > est une longueur égale¬ 
ment positive, qu’on appelle rayon de courbure, 



Le point « de la demi-droite MN tel que M<*>=R s’appelle le 
centre de courbure en M. 


153. Formules de Frenet. — Appelons a t , p t1 y 4 les. cqsinus 
directeurs de l’axe qui a pour portion positive la demi-droite 
MN ; ce sont aussi ceux de la tangente pO à l’indicatrice. Gomme 
le point p a justement pour coordonnées oc, p, y, nous avons 


da 

*' "" de 

S -5® 

“ de’ 

c/y 

Tl ~ ~T~> 

0(7 

ce qui peut s’écrire 



c/a ds 

“* ~ ds ' Je 

_d[i ds 
?l ~ds de 

c/y ds 
^ds'de’ 

ou enfin 



/ty\ da a 4 

W ds R’ 

ds ft’ 

8-I3- 

li 

se b 

154. Calcul du rayon 

de courbure. — 

Nous distinguerons deux 


cas. 

1° On a pu expliciter x, y, z en fonction de l’arc $. Les formules (2> 
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donnent immédiatement le résultat. En les élevant au carré et ajou¬ 
tant, on obtient 



2° Supposons qu’on connaisse seulement x, y, z en fonction d’un 
paramètre t. Appelons x t/', z' leurs dérivées premières par rappprt 
tW, x\ y ", z” leurs dérivées secondes. Partant de (3), nous allons 
appliquer la méthode du changement de variables. Nous avons 

dx __ ïx'_ _ dy __ a['_ _ 

ds \Zx^+^y' 2 4- z' 2 ’ ds " + yf 2 z f 2 

dz _ _ tz’_ _ 

ds -4- z' 2 ’ 

où s 2 = 1 ; la valeur de £ sera 4-1 si le sens des t croissants se 
confond avec celui des s croissants. Dès lors 

d 2 x _ d ! _ zx[ _^_ dj _ zad _^_£_ 

ds 2 dsi/ 2 ~h z 12 ) ~~ dt + ) \Jx ,2 +y' 2 -{-V 2 

__ x^_ _ x'jx'x” 4- y'y n 4- z'z") , 

x n *4- y 12 4- s' 2 (x n -4- y /2 -4- z' 2 ) 2 ’ 

finalement, nous sommes amenés ù introduire les coefficients de 
l'équation du plan oscillateur, 

A = y'z f — z’y”, B = z , x tt — x'z n , G == x'y" — y’x tt ; 

et il vient 

d 2 x = B z' — Gy' d 2 y Cx'— Az ' _ 

ds 2 (x’ï 4- y' 2 + Z n f ds 2 (x 12 -f- y' 2 -f- z' 2 ) 2 ’ 

dH _ A y' — Bx' _ 

ds 2 ( x ,2 4- y' 2 4~ z /2 ) 2 

Élevons au carré et ajoutons, en tenant compte de l’identité de 
Lagrange et de la relation 

A#' -f B y' 4- Cz / = 0. 

Ayant divisé haut et bas par x 2 4- y' 2 4- z /2 , nous trouvons 
finalement 

1 _ A 2 4- B 2 4- C 2 
B 2 («Hf + î' 2 ) 3 ’ 

155. Raison d’être de la notion de centre de courbure. — La 
définition du centre de courbure pourrait paraître arbitraire. 
Mais nous allons justifier l’importance de cette notion, en démon¬ 
trant le théorème suivant : 
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Théorème. — U intersection du plan normal en un point fixe 
M de la courbe et du plan normal en un point M' infiniment 
voisin a pour position limite la perpendiculaire au plan oscu- 
lateur de M, menée par le centre de courbure relatif à ce point. 

En effet, soit s l’abscisse curviligne de M ; en ce point, le plan 
normal a pour équation 

(4) f(s) = <X - x) -+- p(Y - y) -+- T (Z - z) = 0. 

Au point M', d’abscisse curviligne s-t-A$, on peut écrire en 
abrégé l’équation du plan normal sous la forme 

f(s -h As) = 0. 

L’intersection de ces deux plans est aussi dans le suivant 

f( s ^ s ) K 8 } — o. 

A s 


Ainsi, sa position limite est dans le plan 


ou, en développant, 


/■'« = 0, 




ds 


ds x 


P 


— y— =0. 

ds ^ ds 


Finalement, en tenant compte des formules de Frenet, la droite 
limite du plan normal en M (ou encore sa « caractéristique ») 
est l’intersection du plan (4) et du plan 

(5) ai(X — x) -(- Pi(Y — y) -+- yi(Z — z) — R. 

Appelons P le point de cette droite qui a pour coordonnées X, 
Y, Z. L’équation (4) exprime que la projection du vecteur MP 
sur la tangente est nulle ; l’équation (5) exprime que sa projec¬ 
tion sur l’axe MN est égale à R. Donc la projection orthogonale 
de P sur le plan osculateur en M est le centre de courbure w 
(C. q. f. d.)- 


Les plans normaux à la courbe C forment une famille à un para¬ 
mètre. Donc ils enveloppent une développable. La droite que nous 
venons de déterminer est précisément la génératrice de contact d’un 
de nos plans normaux avec cette développable. 

Bouligand. — Géom. anal. 


18 
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156. Cas des courbes planes. — Examinons en particulier 
le cas où la courbe C est contenue dans le plan xOy. Son indi¬ 
catrice se compose alors d’arcs du grand cercle de notre sphère 
de centre O et de rayon unité, contenu dans ce pflan. Chaque 
fois que M, se déplaçant sur C, rencontre un point d’inflexion, 
ja rebrousse chemin sur ce cercle. 

Tous les plans normaux enveloppent ici un cylindre, dont la 
base est, dans le plan #0y, la développée (n° 19 e ) de la courbe 
C ; l’application du théorème établi au numéro précédent, au cas 
actuel, nous conduit au résultat important : 

Le point de contact de la normale en M avec son enveloppe 
est justement le centre de courbure en M (au sens du n° 152). 

On peut ainsi présenter la théorie de la courbure des courbes 
planes, comme cas particulier de celle des courbes quelconques. 
Mais pratiquement, au lieu de mettre enjeu l’arc du cercle tri- 
gonométrique, regardé comme positif, mais parcouru dans un 
sens qui dépend de l’orientation de la concavité de l’arc de C 


dont il fournit l’indicatrice, on préfère introduire la quantité 
en posant 

? = (OJTmÏ) = (Otf, Oja), 


MT désignant toujours 


y 

“V 

Xt 




c 



y 

1 

y * 


valeur algébrique du 
représente Vordonnée 
d y axes rectangulaires 
système fixe Oa?, Oy. 


1 » demi-tangente dans le sens des arcs 
croissants, et au lieu de poser 

_ ds 


on convient d’écrire 


Le nouveau sécond membre a même 
valeur absolue que l’ancien, mais il 
est d’un signe variable ; on l’appelle 
rayon de courbure. Montrons qu’elle 
du centre de courbure dans le système 
MT, MN, de même orientation que le 
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En effet, si la concavité de C est à la gauche (*) d’un observa¬ 
teur qui décrit cette courbe dans le sens positif des arcs, l’axe 
positif MN est dirigé dans le sens de la concavité. Donc .Mm est 

positif. Comme cp va en croissant avec s, il en est de même de 

j, — 

y • Inversement, quand Mm est négatif, il en est de même de 


-• On a donc bien 


= Mw.‘ 


On peut d’ailleurs donner de ceci une démonstration directe. 
Les cosinus directeurs de MT sont 


C0S 


sm <p = ■ 


Ceux de MN sont 

cos^<p-+-~y sin ^<p -+- y y 

Cherchons l’enveloppe de MN. Cette droite a pour équation 

(6) (X — x ) cos cp -t- (Y — j/) sin = 0. 

Pour avoir le point où elle touche son enveloppe, associons-lui 
l’équation dérivée par rapport à s. Il vient 

(7) (X — x ) cos |ï + |j+(ï- y) sm 4- y 'j = 

Les équations (6) et (7) définissent les projections de Mw sur 

ds 

MT et MN. La première est nulle, et la seconde vaut —• Le 
point w étant situé sur la droite MN, nous avons donc bien 

Mm = 


157. Évaluation du rayon de courbure. — Autant que possible, 
dans les questions relatives à la courbure, on doit éviter de 


(*) La gauche est le côté des y positifs pour un observateur décrivant Oa? 
dans son sens positif. 
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recourir à d’autres formules que les suivantes 

Al 


dx 

cos ? = 77> 


smcp^-, 


R = 


ds 

ûfcp 


C’est à titre exceptionnel qu’il convient d’utiliser la formule 


R: 


(1 

y" 


qui donne le rayon de courbure d’une courbe y ~ f (x) ; le 
second membre représente la valeur algébrique de ce rayon 
de courbure, si l’on prend pour sens des arcs croissants celui 
des x croissants sur la courbe. En dérivant l’équation de la 
normale [(2), p. 111] par rapport à x , on obtient également les 
coordonnées du centre de courbure 

Gt, y+'-±M-. 

y y 

Examinons aussi le cas où la courbe est définie par son équa¬ 
tion polaire 

p=/•(«)• 

Ici encore, il est en général peu commode de se servir de 
l’expression directe du rayon de courbure, à l’aide de la fonction 
/*(0) et de ses dérivées. Il est préférable d’introduire l’angle V, 
défini de la manière suivante : soit Ou la demi-droite positive du 
rayon vecteur d’un point M, de telle sorte que 

(Ox, Ou) = 0. 

D’autre part, soit MT la demi-tangente dans le sens des arcs 

croissants. Nous posons 

v = (oITTmt). 

En posant toujours 

cp = (O#, MT), 

nous avons 

cp =r 0 -f- V. 

D’où nous déduisons 

cos V = cos(<p — 0)=^cos 6 ^ sin 6 = — 



ds 


sin V = sin (cp — 6) = ^ cos 8 • 
ds 


pds 

ni 

p ds 


.^sms= xd y-y dx =A- 

ds r 


ds 

Éï 

ds' 
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Donc, en coordonnées polaires, il suffira pour les problèmes 
relatifs à la courbure, d’utiliser les formules 


cos V 




■ \r 

smV = ?*’ 


R: 


ds 


</ô + c/V 


158. Propriétés de la développée d’une courbé plane. 
— Soient x, y les coordonnées d’un point de la courbe C, expri¬ 
mées en fonction de l’arc s de cette courbe, etX, Y celles du 
centre de courbure <o correspondant. Nous avons 


X . = x -f- ~ cos ^cp -h ^ j = x — R sin <p, 
Y = y -+- ~~ sin ^cp 4 - = y -h R cos cp, 

d’où, en dérivant par rapport à s et simplifiant, 


rfX 

ds 

dY 


d R . 

-r- sin 

ds 

dR 


ds ds 


cos cp. 




Considérons un arc de la développée qui n offre pas de point 

de rebroussement. Des formules pré¬ 
cédentes, il résulte immédiatement 
que cet arc a pour longueur la diffé¬ 
rence M 2 o) 2 — des rayons de cour¬ 
bure de C aux points M t et M 2 , qui 
correspondent à ses extrémités. 

À cause du changement de sens de 
la tangente dans le sens des arcs 
croissants en un point de rebrousse¬ 
ment, le résultat précédent cesse d’être 
exact s’il existe un tel point sur l’arc 
w,to 2 . Nous laissons à l’élève le soin 
de s’en rendre compte, après avoir fait la figure, et raisonné sur 
chaque portion située de part et d’autre du point de rebrousse¬ 
ment. 




278 


LONGUEUR D’UN ARC. COURBURE 


159. Théorème. — Le cercle tangent en M à la courbe C et 

passant par un point M' de celte 
courbe infiniment voisin a pour» 
limite un cercle, dont le centre est 
le centre de courbure <o, c'est-à-dire 
le cercle oscillateur (n° 144). 

Prenons pour origine le point M, 
pour axe Oæ la tangente en ce point 
dans le sens des s croissants. Le 
cercle tangent en O à Ox et passant 
par M' a une équation de la forme 



x 2 4- y 2 — 2A t y = 0. 

L’ordonnée (k de son centre est fournie, en fonction des coor¬ 
données ( x , y) de M', par la formule 


X = ^ + 2L. 
2 y 2 


Quand M' tend vers M, X a même limite que • D’autre part, 

l’ordom 
posant 


l’ordonnée du centre de courbure en O est la limite de — en 

? 


s = OM', cp = (OîT^T'). 

Or les infiniment petits s et sont respectivement équivalents 

à x et y'. Le segment Ow est donc égal à la limite de —, ou 

x' 2 ^ 

encore de—-• Or xy' est un infiniment petit équivalent à 2y 


(un développement de Mac-Laurin de y en fonction de x permet 
de le vérifier). La proposition en résulte. 


Exercice. — Soient, sur une courbe G, deux points M t et M 2 , tels 
que l’arc, correspondant de la développée n'offre pas de rebrous¬ 
sement . Prenons les cercles osculateurs à G en M t et M 2 . La distance 
de leurs centres est la longueur du segment co,w 2 . La différence de 
leurs rayons est (n° 158) la longueur de l’arc ?o t w 2 de la développée. 
Cet arc surpasse sa corde ; donc, les cercles osculateurs à G en et M 2 
ne sont pas sécants; Vun est intérieur à Vautre . 

159 bi ®. — Développantes d’une courbe plane oti gauche. 

— Sur une courbe G sans rebroussement, prenons une origine A des 
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abscisses curvilignes. En chaque point M d’abscisse curviligne positive, 
menons la tangente T'T (orientée vers les s croissants) et prenons sur 
sa partie négative MT' un point P, distant de M de la longueur de 
l’arc AM. Ce point P décrit une courbe V appelée développante de la 
portion $ > 0 de C. T est définie par les équations 

X = x — as, Y = y — (te, Z =r.z — js, 

où s peut être regardé comme le paramètre (bien noter qu’il repré¬ 
sente l’abscisse curviligne sur C, non sur T). Nous avons, d’après les 
formules de Frenet, 


dX ___ s dg 

ds ~ R 4 " ds R P ” 


dZ _ __ £ Y 

ds R “ 


Donc, la tangente à F est parallèle à la normale principale au point 
correspondant de C. 

A chaque point A de C, il correspond une développante bien déter¬ 
minée pour la partie de G postérieure à A. Une courbe a donc une 
infinité de développantes, qui sont, d’après ce qui précède, les trajec¬ 
toires orthogonales des demi-tangentes, menées dans un sens déter¬ 
miné (actuellement, le sens négatif). Pour passer d’une de ces dévelop¬ 
pantes à une autre, il n’est pas nécessaire de changer sur C l’origine A, 
il suffit d’augmenter ou de diminuer MP d’une longueur constante. 
Si G est un arc fini, en vertu de la définition précédente, cette lon¬ 
gueur sera astreinte à rester comprise entre certaines limites. En la 
supposant arbitraire, on élargit la notion de développante; moyen¬ 
nant quoi, le théorème du n° 158 peut s’énoncer ainsi : un arc de 
courbe plane donnant naissance à un arc de développée sans rebrous¬ 
sement en constitue une développante . 

Exercice. — Gonsidérons trois axes reciangulaires et soient 
X = f(s), y = g(s) 

les équations d’une courbe du plan xOy , le paramètre s désignant 
l’abscisse curviligne d’un point sur cette courbe. En adjoignant l’équa¬ 
tion 

Zz= as b 

aux deux précédentes, on définit une hélice tracée sur le cylindre dont 
la section droite est la courbe initiale. On demande d’établir que les' 
développantes de cette hélice sont planes et se confondent avec les 
développantes de la courbe initiale. 
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LES COURBES DU SECOND ORDRE 


I. — Nature géométrique d’une courbe du second ordre. 

160. Cas de décomposition. — L’équation générale d’une 
courbe du second ordre, en coordonnées homogènes, peut s’écrire 

(1) f(x,y, t) = kx 2 -+- A't/ 3 -4- A"/ 2 -t- 2Byt-+-2B'lx -+- 2B"xy — 0. 

La courbe n’est décomposée que si elle admet un point d’ordre 
deux, c’est-à-dire si les trois droites 

—/ï = Aa;4-B". ¥ + B'/=:0, 

4 -fy= B"x -+- k'y + B< =' 0, 

fl 

|f! = B'x + By + A'< = 0 

sont concourantes ; si deux au moips de ces droites sont dis¬ 
tinctes, la courbe a un point singulier unique ; elle est formée 
de deux droites distinctes. Si ces trois droites sont confondues, 
la courbe se réduit à une droite double (confondue avec les pré¬ 
cédentes), et le polynôme f(x, y , t ) est alors le carré d’une forme 
linéaire. 

161. Directions asymptotiques. — Faisant jouer mainte¬ 
nant un rôle particulier aux points à l’infini, nous abandonnerons 
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les coordonnées homogènes, et écrirons l'équation d'une courbe 
du second ordre sous la forme 

(2) f(x , y ) — kx 2 -f- 2Bxy -h C; y 2 - 4 - 2 D# - 4 - 2E y - 4 - F — 0 . 

Le faisceau des directions asymptotiques menées par O a pour 
équation 

kx 2 -f- 2Bæy - 4 - C; y 2 = 0 . 

Supposons tous les coefficients réels. La réalité des directions 
asymptotiques dépend du signe de B 2 — AC. 

(o 32 — AC<0 : les deux directions asymptotiques sont ima¬ 
ginaires conjuguées. Donc tous les points réels de la courbe sont 
à distance finie. 

2° B 2 — AC = 0 : les deux directions asymptotiques sont con¬ 
fondues'; si F on suppose C non nul, on a une identité de la 
forme 

<p(.r, y ) = kx 2 - 4 - 2B xy -h C y 2 = C( t y — mx) 2 . 

Si C est nul, 9 se réduit au terme kx 2 , et si la courbe est vérita¬ 
blement du second ordre, A n’est pas nul. 

3° B 2 — AC>0 : il y a deux directions asymptotiques réelles 
et distinctes. Par suite, la courbe admet deux asymptotes réelles 
(n°8t, rem,), parallèles à chacune de ces directions. Soient 
P = 0, Q = 0 les équations de ces droites ; chacune d’elles ren¬ 
contre la courbe en deux points à l’infini ; on en déduit aisément 
que l’équation de la courbe peut s’écrire 

PQ = const te . 

162. Nature géométrique (l’une courbe du second 
ordre indécomposée. — Théorème I. — Lorsque B 2 — AC est 
nul, la courbe (si elle ne se décompose en deux droites paral¬ 
lèles) est une parabole . 

En effet, faisons un changement d’axes, le deuxième système 
étant formé d’axes rectangulaires OiX u Oiy { ; pour 0^, prenons 
une parallèle à la direction asymptotique double. L’équation de 
la courbe devient 


y £ + 20t&f -f— 21 ^ 1^1 —j— Fj == 0. 
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Si D t est nul, elle se décompose en deux droites parallèles ou 
confondues ; écartons ce cas. On peut résoudre par rapport à x t 
et obtenir 

• x i — *.Vi + P.y t -+- r» 

équation qui se ramène, par une translation des axes, à la forme 

Y* = 2 pX. 

La courbe étudiée est donc bien une parabole (n“ 98). 

Théorème II. — Lorsque B 2 — AC n’est pas nul, la courbe 
possède un centre de symétrie et un seul. 

D’abord, pour que l'origine soit centre, il faut et il suffît que 
son équation demeure vérifiée quand on remplace x et y par 
— x et — y. Cela exige 

D = E — 0, 

ce qui revient à dire que l’équation ( 2 ) ne doit pas contenir de 
terme du premier degré. 

Donc, pour qu’un point (u, r) soit centre, il faut et il suffit 
que la nouvelle équation de la courbe ne contienne plus de termes 
du premier degré, après la translation d’axes 

x — u- 1- X, y — v 4- Y. 

Or, le premier membre de (2) devient, par cette transformation, 

f(u +X,» + Y) = f(u, v ) 4- X/' -4 Y /J 4- Ÿ (X, Y) = 0, 

<p représentant toujours, dans la théorie actuelle, l’ensemble des 
termes du second degré de f. Donc pour que (u, v ) soit centre, 
il faut et il suffit qu’on ait 

= Au 4- Br 4- D — 0, 

f'v = Bu 4-.Cn 4- E = 0. 

mi 

Or ce système a une solution unique, en vertu de l’hypothèse 

AC — B 2 0. (C. q. f. d.) 
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Conséquence. — Lorsque les directions asymptotiques sont dis¬ 
tinctes, en prenant le centre pour origine et supposant que la 
courbe est indécomposée, on ramène son équation à la forme 

(3) AX 2 -h 2BXY -h CY 2 = i. 

Théorème III. — Toute courbe du second ordre, non décom¬ 
posée, et possédant des directions asymptotiques distinctes est 
une hypet bote ou une ellipse . 

En effet, A, B, C étant réels, l’équation 

cf(a?, y) = 0 

représente deux droites réelles ou imaginaires conjuguées. Leurs, 
bissectrices (n° 46) sont deux droites réelles et rectangulaires, 
représentées par l’équation 

B y 2 H-(A — C)xy — Bar 2 = 0. 

Prenons ces dernières droites comme axes ( 1 ). L’équation (3)* 
devient 

<xx 2 h- pt/ 2 = 1. 

Si a et p sont de signes contraires, c’est-à-dire si les directions 
asymptotiques sont réelles, la courbe est une hyperbole (n° 100 ); 
en effet, nous pouvons toujours disposer des notations de manière 
que a soit positif. En posant 

1 o 1 

a = p = — jp 

a 2 b 2 

nous trouvons bien l’équation d’une hyperbole. 

Si les directions asymptotiques sont imaginaires, a et p sont 
de même signe. 

1 ° S’ils sont tous deux négatifs, la courbe n'a aucun point réel. 
On dit que l’équation proposée représente une ellipse imagi¬ 
naire. 

( 4 ) Les directions de ces droites sont celles des axes qui font évanouir le 
terme rectangle dans l’équation de la courbe. On les nomme directions prin¬ 
cipales. 
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2 ° S’ils sont tous deux positifs, on peut poser 

1 Q 1 

* = ~t> ■ p=Tr> 

a 2 b 2 

ce qui ramène à la forme de l’équation de l’ellipse réelle, donnée 
au n° 100 . 

En résumé, une équation quelconque du second ordre repré - 
sente une ellipse, une hyperbole, une parabole, ou un système 
de deux droites . 

Remarque. — Dans le cas où A et C sont de signes contraires, 
la courbe est toujours une hyperbole. En particulier, la rela¬ 
tion 

A -t- C = 0 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que les asymp¬ 
totes soient rectangulaires. La courbe prend alors le nom d’hy¬ 
perbole équilatère. 

163. Axes d’une courbe du second ordre à centre unique. — 

Toute courbe du second ordre à centre unique possède, d’après 
la théorie précédente, deux axes rectangulaires ; ce sont en gé¬ 
néral les seuls : le cas exceptionnel est constitué par le cercle, 
qui possède une infinité d’axes de symétrie. 

En efTct, les axes de symétrie de la conique sont aussi des axes de 
symétrie du système de ses asymptotes : seules, les deux bissectrices 
de ces droites répondent à la question, pourvu toutefois qu’elles 
soient bien déterminées. Or, elles doivent être conjuguées d’une part 
par rapport aux deux asymptotes, d’autre part, par rapport aux deux 
droites isotropes issues du centre. 11 n’y a donc indétermination que 
si ces deux couples de droites coïncident, c’est-à-dire si la conique 
admet pour points à l’infini les points cycliques : or c’est là une 
propriété qui n’appartient qu’au cercle. 

Proposons-nous, étant donnée une conique qui admet l’origine 
pour centre, de trouver la direction de ses axes. Soit 

Ax 2 - 4 - 2B xy -t- Cy 2 — 1. 

Il suffit de construire l’ellipse et l’hyperbole d’après leurs équa- 
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tions pour constater que l’un des axes fournit, pour chacune de 
ces courbes, le minimum du rayon vecteur issu du centre. Pre¬ 
nons donc O pour pôle et Ox pour axe polaire. L’un des axes 
fera l’angle <*> avec Ox , si cet angle rend maximum la quantité 

-- = A cos 2 (o 4 - 2B sin w cos w + C sin 2 o>, 

P 

c’est-à-dir* s’il vérifie l’équation obtenue en annulant la dérivée 
du second membre 

(C — A) sin o) cos co B(cos 2 <o — sin 2 w) = 0, 


ou encore 

B tg 2 to + (A — C) tg (o — B = 0. 

Cette équation définit les coefficients angulaires des axes ; on 
retrouve le résultat déjà obtenu à partir des bissectrices des di¬ 
rections asymptotiques. 

L’équation précédente est identiquement satisfaite lorsqu'on a 
A — C = B — 0, 

c’est-à-dire lorsque cpfœ, y) se réduit à x 2 4 - y 2 , ou enfin (n° 40) 
lorsque la courbe est un cercle. 

164. Sommets. Paramètre. — On appelle sommet un point de 
la courbe situé sur un axe de symétrie. La tangente en ce point 
est perpendiculaire à Taxe. 

Prenons pour axe Oæ un axe de la courbe, O étant un sommet 
situé sur cet axe. L’axe O y n’est autre que la tangente en O. A 
cause delà symétrie par rapport à Oa\ l’équation de la courbe 
né contient ni terme en xy, ni terme en y. Il n’y a pas non plus 
de terme constant, l’origine étant sur la courbe. Son équation 
est donc de la forme 

y 2 = 2px-hqx 2 . 

La quantité p n’est autre que l’abscisse du centre de courbure 
en O. Sa valeur absolue s’appelle le paramètre correspondant 
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au sommet O. La courbe est une ellipse si q est négatif, une hy¬ 
perbole s'il est positif, une parabole s'il est nul. Cette forme 
d'équation montre qu’on peut regarder une parabole comme la 
limite d'une ellipse ou d'une hyperbole, variant de manière qu'un 
sommet et le cercle de courbure en ce point (qui est d’ailleurs 
surosculateur) restent fixes, le centre s'éloignant indéfiniment. 


II. — Conditions d’homothétie de deux courbes 
du second ordre. 

165. La considération des points à l’infini nous a permis d'éta¬ 
blir une classification des courbes du second ordre. Elle va encore 
nous fournir la solution d'un autre problème : rechercher à quelles 
conditions deux coniques sont homothétiques. Nous envisageons 
ici Thomothétie avec toute la généralité que comporte l’algèbre 
des quantités réelles ou complexes. La question est de voir si, 
remplaçant dans l’équation de la première courbe x , 3 /, z par 
des quantités de la forme 

a-+-\(x — a ), b-h\(y — b ), c 4 - \(z — c), 

on obtient une équation représentant la seconde. 

Cela posé,,nous allons établir le théorème suivant : 

Pour que deux courbes du second ordre soient homothétiques, 
il faut et il suffit qù’elles aient mêmes directions asymptotiques . 
S’il s’agit de coniq'ues àcenlre, on peut alors les regarder comme 
homothétiques de deux manières différentes . S’il s’agit de para¬ 
boles à axes parallèles, elles sont homothétiques d’une seule 
manière . 

La condition est évidemment nécessaire. Établissons qu’elle 
•est suffisante. 

i° Chaque courbe a ses directions asymptotiques distinctes, 
donc un centre unique. Confondons les centres par une transla¬ 
tion, ce qui n'altère pas la possibilité d'homothétie (n° 107). Pre¬ 
nons pour origine le centre commun, les axes étant les bissec- 
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trices des directions asymptotiques. Nos courbes auront des 
équations de la forme 

Ax 2 B,y 2 = C, AX 2 -f- BY 2 = C'. 

Si l’homothétie est possible, son centre est le centre commun ; 
appelons X le rapport d’homothétie éventuel. Les formules de 
transformation sont 

X = Xx, Y = Xi/ ; 

riiomothétique de la première conique se confond avec la seconde 
si l’on a 

CX 2 = C'. 


Cette équation définit pour X deux valeurs opposées, réelles ou 
imaginaires : le théorème est donc vrai dans ce cas. On est 


m 





amené ainsi à regarder deux 
hyperboles ayantleurs asymp¬ 
totes parallèles comme homo¬ 
thétiques, dans un rapport réel 
ou imaginaire, suivant que les 
axes transverses sont paral¬ 
lèles ou perpendiculaires.. 

Quand les centres O et O' 


de deux coniques homothé¬ 
tiques sont distincts, elles admettent deux centres d’homothétie S 
et S,, situés sur la droite 00' et tels que 


SO' S,0' _ OW . 

SO S t 0 0/n 

ces relations montrent que S et S, ne seront réels que si X l’est 
lui-même. 

2° Chaque courbe est une parabole. Les axes sont, par hypo¬ 
thèse, parallèles. Par translation, amenons les sommets et, par 
suite, les axes à coïncider ; un calcul très simple, que l’élève 
fera, montre alors l’unicité d’une homothétie faisant corrosDondre 
la seconde parabole à la première. 
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Conséquence. — Deux courbes homothétiques du second ordre 
ont deux points communs à l'infini : donc elles ont, au plus, deux 
points communs à distance finie. Ces deux points peuvent être 
eux-mêmes rejetés à l'infini. Il en est ainsi : 

1° Si la première courbe possède un centre unique, confondu 
avec le centre d’homothétie ; 

2° Si la première courbe est une parabole, la seconde s’en 
déduisant pàr translation le long de l’axe. 

Pour le voir, il suffit d’écrire les équations homogènes des 
deux courbes. Il est avantageux de choisir les axes de manière 
que la première ait immédiatement son équation sous forme 
réduite. Dans le premier cas, nous aurons les équations 

lix 2 -f- B y 2 = t 2 , 

Kx 2 -h By 2 -4- 2D£r -f- 2E ty FJ 2 = 0. 

Pour que les quatre points communs à ces deux courbes soient 
rejetés à l’infini, il faut qu'on ait D = E = 0, etc... Nous laissons 
à l’élève le soin d’achever. 


III. — Les modes de définition géométrique communs 
aux trois courbes du second ordre 

(point de vue ponctuel). 

166. Sections du cône à base circulaire. — Dans les 
cours de géométrie élémentaire, on établit que toute section 
plane d’un cône de révolution est une ellipse, une hyperbole on 
une parabole. En utilisant les théorèmes généraux de la géomé¬ 
trie analytique, nous voyons sans peine que cette proposition 
n’est qu’un cas particulier d’un théorème plus étendu. Un cône 
ayant pour base une courbe algébrique plane d’ordre m est lui- 
même d’ordre m, ainsi que toutes ses sections planes. Dans le 
cas de m =• 2, on peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si un cône a pour base une ellipse } une hyperbole ou une 
parabole ; il a pour seclions planes des ellipses y des hyperboles 
et des paraboles. 
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Ce théorème s’applique en particulier au cône à base circu¬ 
laire. / 

C’est pour cette raison que l’on a donné aux courbes du second 
ordre le nom de coniques. 

167. Définition basée sur la considération d’un loyer 
et d’une directrice. — Théorème. — Le lieu des points dont 
le rapport des distances à un point fixe (foyer) et à une droite 
fixe (directrice) est constant est une conique. 

En effet, prenons l’origine au point fixe, l’a\e Ox étant per¬ 
pendiculaire à la directrice, qui aura pour équation x = d. Soit e 
le rapport constant. L’équation du lieu sera 

{t) x 2 ~h y' 1 — e' 2 (x — d) 2 . 

Ce lieu est une hyperbole si e surpasse 1, une parabole s’il lui 
est égal, une ellipse s’il lui est inférieur. Le nombre e s’appelle 
Y excentricité. 

Remarque. — Si l’on passe en coordonnées polaires, l’équalion (1) 
devient 

(2) p 2 — c\p cos '■> — d) 2 ; 
on a donc, ou bien 

(3) p d— c(p cos w — d<) 0, 

ou bien 

(3 bis) p — e(p cos io — d) = 0. 

L’équation (3 bis) se déduit de (3) en changeant p en — p et <o en o) 4 - t:, 
donc elle représente la même courbe qu’elle. On peut donc se borner 
A la première. On a donc 

_ e<l 

\ 4- e cos '■> 

Comme exercice, l’élève vérifiera que ed est le paramètre relatif à 
l’un des sommets situés sur Ox. Ce paramètre est donc égal à la 
demi-corde perpendiculaire A J’axe focal. 

Réciproquement, toute conique peut être regardée comme le 
lieu des points dont le rapport des distances à un point fixe et 
Bouligand. — Géom. anal. 19 
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à une droite fixe a une valeur constante. Soient F un tel point, 
D une telle droite : F s’appelle un foyer, D est la directrice cor¬ 
respondante. 

Pour démontrer ce théorème, il suffit de montrer qu’on peut 
ramener l’équation d’une conique quelconque à la forme 

(4) (x — x 0 ) 2 -|- (;y — y 0 )' 2 = e\x cos a + y sin a — X) 2 i 

L’équation (4) est en effet celle d’une conique qui admet pour 
foyer le point (.r 0 , i/o), pour directrice la droite 

x cos a -f- y sin a — X — 0, 

l’excentricité ayant la valeur e. 

Nous pouvons prendre l’équation de la conique proposée sous 
forme réduite. 

1° Cas d’une conique a centre. Pour que l’on puisse à l’équa¬ 
tion (4) identifier une équation telle que 

CS) f + (A, H réels) 

il faut qu’il n’y ait dans (4) ni terme en æy , ni terme en .r, ni 
terme en i/, ce qui déjà exige : 

ou bien sina = 0, avec 

ou bien cos a = 0, avec x 0 = 0. 

Cela nous montre que si la courbe (5) admet un foyer, ce point 
est forcément situé sur l’un de ses axes. Cela posé, s’il existe 
sur Ox un foyer d’abscisse 

c = cp(A, H), 

on en déduira un foyer d’ordonnée <p(B, A) sur O y. Donc, on peut 
se borner à chercher les foyers situés sur Qx. On est ramené à 
identifier l’équation (5) avec 

(4 bis) (.x — c) 2 -f* y 1 — e 2 (x — d) 2 , 

ou 

x\l - e 2 ) + y 2 + 2(e 2 d — c)æ = e 2 d 2 — c 2 . 
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Cette identification conduit au système 

A(i — e 2 ) — B = e 2 d 2 — c\ c = è 2 d. 

Dans les deux premières équations, remplaçons c 2 par e 4 c/ 2 . 11 
vient 

A = e 2 d 2 , B = A — c 2 , 

d'où 

c* = A— B, 



c 


Il y a donc possibilité de déterminer c et d , et on peut énoncer 
maintenant les résultats suivants : 

1° Une ellipse réelle 

(«>*> 

possède sur son grand axe deux foyers réels, d’abscisses 
dts/a 1 — b 2 , et sur son petit axe deux foyers imaginaires, 
d'ordonnées ± i\f a 1 — b 2 . 

2° Une hyperbole 


possède sur son axe transverse deux foyers réels, d’abscisses 
±\Ja 2 -\~b 2 , et sur son axe non transverse deux foyers imagi¬ 
naires, d’ordonnées ± i\/a 2 -h 6 2 . 

2° Cas d'une parabole. — Soit la parabole 

y 2 — 2 px = 0. 

Son équation ne contient ni ternie en x 2 , ni terme en xy, ni 
terme en y. En l'identifiant avec (4), il vient 

y 0 = sin a 0 = 0. 

Il n’y a donc pas de foyer en dehors de Ox. En continuant l'iden¬ 
tification, on voit que e 2 doit être égal à l’unité. L’élève achèvera 
et constatera quil y a un foyer unique : c’est le point de Ox qui 

a pour abscisse ^ • 
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168. Génération à l’aide d’un loyer et du cercle di¬ 
recteur associé. — Ce nouveau mode de définition ne diffère 
pas du précédent dans le cas de la parabole. Bornons-nous donc 
à considérer une conique ayant pour centre l’origine', l’axe Ox 
étant l’axe focal. Soit c l’abscisse de F, d celle de la directrice D 
correspondante. L’équation de la courbe s’écrit indifféremment 

( x — c) 2 4- y 2 = e\x — d) 2 , 

(x 4- c) 2 4- y 2 = e 2 (x 4- d ) 2 , 

ce qu’on peut encore écrire 

MF — e\x — d|, MF' = e\x-\~ d\. 

Pour une ellipse, entièrement située entre ses directrices, x 2 — d 2 
est négatif. Donc x — d et x 4- d sont de signes contraires. On 
a donc alors 

MF = e(d — x\ MF' = e(d 4- œ), (d > 0) 

d’où 

MF 4- MF' = 2ed = 2a. 

Pour une hyperbole, x 2 — d 2 est positif : x — d et #4 - d sont 
de même signe. On a donc, s étant égal à db 1, 

e . MF = e(x — d), 
ê . MF' = e(x -4- d), v 

de sorte que 

MF — MF' — ± 2ed — ± 2a. 

Ainsi, la somme, pour l'ellipse , la différence , pour l'hyper¬ 
bole (celle-ci en valeur absolue), des distances d'un point de la 
courbe aux foyers est constante et égale à la longueur de l'axe 
focal . 

Associons au foyer F le cercle P, de centre F' et de rayon 2a. 
Le cercle T s’appelle cercle directeur associé au foyer F. Nous 
pouvons donner à l’énoncé précédent la forme que voici : 

Un cercle ayant son centre sur une ellipse ou une hyperbole 
et passant par un foyer est tangent au cercle directeur associé 
à ce foyer. 
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En résumé^ toute conique peut se définir comme le lieu des 
centres des cercles passant par un point fixe F et tangents à un 
cercle fixe T. Celui-ci peut se réduire à une droite : la conique 
est alors une parabole. Sinon, F sera ou bien à l'intérieur de P, 
la conique est alors une ellipse ; ou bien à l'extérieur, la conique 
est une hyperbole. 

Montrer, comme exercice, que la directrice qui correspond au 
loyer F est l’axe radical du cercle P et du cercle de rayon nul de 
centre F. A cet effet, évaluer la différence des puissances d’un point 
de la courbe par rapport à ces cercles et en déduire la constance du 
rapport des distances de ce point A F et à leur axe radical. 


IV. — Propriétés projectives des coniques! 1 ). — Pôles et 

polaires. 

169. Points conjugués par rapport à une conique. 
Tangente. — Les propriétés que nous allons étudier mainte¬ 
nant se conservent lorsqu'on fait subir à la figure qu'elles con¬ 
cernent une perspective ou une transformation homograpbique 
quelconque. Elles sont indépendantes du fait que la conique soit 
une ellipse, une hyperbole ou une parabole. 

Dans la théorie projective des courbes du second ordre, la 
notion de points conjugués joue un rôle fondamental ; elle en¬ 
globe en particulier la détermination de la tangente en un point. 
Nous allons donc introduire cette notion. 

Nous dirons que deux points M i (x ll t/ 4 , tj) et y 2 , 4) 

sont conjugués par rapport à la conique 

f(x y y y t ) = Ax 2 A'y 2 -f~ A Y 2 -h 2B yt -h 2\S'tx -h 2B "xy = 0 

s’ils sont conjugués harmoniques par rapport aux deux points de 
rencontre de cette courbe et de la droite MjM 2 . 

Un point de cette droite a pour coordonnées homogènes 

x \ Xa?2, 3/1 —4— 

(*) Nous avons rencontré déjà de telles propriétés, n o# 117 et 118. 
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Les X des points de rencontre de MiM* et de la conique sont les 
racines de l’équation 

f(jE i H - y i 4— Xt/ 2 , 4- XL) — 0, 

ou 

f( x u yu ii) -4 K x *f*i -+- y*fy> + kf'O 4- î/2, l) = o ; 

pour que ces points divisent harmoniquement M,M 2 , il faut et il 
suffit que leurs X soient opposés, c'est-à-dire que l’on ait 

X ^'x x 4- y*fy x + hfl t = fi, 

ou, en développant, 

Aa?i# 2 --f- K'yiy.) -f- K" td^ -H D(j/iL 4~ li}/^) 4- 1L(L*^2 4- xdf) 

-I B"(,r 1 ( î/ 2 + î/iX 2 )=rO. 

Le premier membre de cette relation s’appelle forme polaire de 
la forme quadratique f(x, y, /). Ainsi qu’on devait s’y attendre, 
elle fait intervenir symétriquement les points M, et M 2 , ce qui 
donne lieu à l’identité 

x 2 Ai 4 y 2 /* y, -H L/)', = X \ f ' x . 1 4- y if y, 4- l'if If 

170. Polaire d’un point. — Le lieu des conjugués d’un point 
fixe M, est la droite 

X fx , + y fy { 4- lft l = fi- 

On lui donne le nom de polaire du point Mi. 

Si Mj est sur la courbe, cette équation n’est autre que celle 
de la tangente en M t (n° 75). Donc : 

Une tangente à une conique est le lieu des conjugués de son 
point de contact. 

Cet énoncé suppose que la conique est indécomposée : il 
entraîne alors que la polaire d’un point non situé sur la courbe 
passe par les points de contact des tangentes menées de ce point 
(n° 128). Réciproquement, toute droite peut être regardée 
comme la polaire du point d’intersection des tangentes menées 
aux points où elle rencontre la conique. Ce point s’appelle le 
pôle de la droite. 
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Si une conique est décomposée en deux droites distinctes, son 
point double est conjugué par rapport à tout autre point. Donc la 
polaire de tout point B, par rapport A un système de deux droites, 
passe par leur point commun A. Inversement, une droite passant 
par A possède une infinité de pôles, situés sur une droite issue de A. 
Une droite qui ne passe pas par A a tous ses points conjugués de A, 
mais on ne peut dire que A en soit le pôle, la polaire de ce point 
étant indéterminée. 


171. La réciprocité entre deux points conjugués entraîne 
immédiatement le théorème suivant : 

Théorème. — Si le point M décrit la droite (a), la polaire 
(p.) de M tourne autour du pôle A de la droite (a). Inversement, 
le pôle d’une droite qui tourne autour d'un point engendre la 
polaire de ce point. 

11 importe de remarquer en outre que le rapport anharmonique 
de quatre positions de M sur la droite (a) est égal à celui des quatre 
droites ([*) correspondantes autour du point A. Un effet, prenons sur 
la droite (a) deux positions ?/', t') et M\x", y", t ") du point M. 

Un point quelconque M de (a) aura pour coordonnées 

x' -h ax\ y' -f- Xy" f t'-\-At" \ 

le rapport anharmonique de ces quatre points est celui de leurs a ; 
il est donc le même que celui de leurs polaires, car celle de M a pour 
équation 

*r x + y't; h- t'n + K** n -t- ?/'/;+<"/d - o. 

172. Équation de l’ensemble des tangentes menées d’un point 
à une conique. — Soit la conique 

f(x, y , 0 = °> 

et le point M 0 (a* 0 , y 0 , t 0 ). Pour qu’un point M (x,y, t) appartienne 
au lieu, il faut et il suffit que la droite M 0 M coupe la conique en 
deux points confondus. Or tout point de cette droite a pour coor¬ 
données homogènes 


X 0 -f- AX, 


y 0 4 ~ At. 
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La condition cherchée est donc que l’équation 

f(x 0 Xæ, y 0 -4- Xt/, /q XQ — 0 

ait une racine double en X. Donc, l'ensemble des tangentes, 
menées de M 0 est représenté par 

OA -+-.vA tfl 0 ) 2 —yOo, ,vo. MAO. y. 0 — °- 

173. Triangle conjugué par rapport à une conique. — Étant 
donnée une conique indécomposée, il existe une infinité de 
triangles, à trois paramètres, dont les sommets sont deux à deux 
conjugués par rapport à cette courbe. En effet, soient A et B 
deux points conjugués. Il y a un seul point C conjugué à la fois 
de À et B ; c'est le point commun à leurs polaires ; le triangle 
ABC possède alors la propriété demandée. Chaque sommet a 
pour polaire le côté opposé. 


V. — Propriétés du type linéaire C). — Théorie des 

diamètres. 

174. La distinction des courbes du second ordre en ellipses,, 
hyperboles et paraboles a pour point de départ une propriété 
linéaire : tangence ou non tangence de la droite de l’infini à la 
courbe. On en déduit immédiatement le résultat suivant : 

La projection cylindrique d’une ellipse, d’une hyperbole, ou 
d’une parabole est une conique de la même espèce. 

Dans tous les énoncés qui se rattachent au type linéaire, nous 
aurons donc à distinguer entre les coniques à centre et la para¬ 
bole. Si, en outre, nous faisons intervenir la réalité des éléments 
mis en jeu, l’ellipse et l’hyperbole donneront naissance à des. 
énoncés distincts. 

Pour obtenir des propriétés linéaires des coniques, nous par- 


0) Il s’agit des propriétés qui subsistent quand la courbe subit une trans¬ 
formation linéaire, par exemple lorsqu’on la projette cyiindriquement (n° i09). 
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tirons des résultats projectifs de la section précédente et nous 
ferons jouer à la droite de l’infini un rôle particulier. 

175. Diamètre conjugué d’une direction. - Appliquons 
le théorème de la polaire d’un point, en supposant ce point à 
l’infini ; soient a, p, 0 ses coordonnées homogènes. Toutes les, 
cordes issues de ce point sont parallèles à la direction de para¬ 
mètres a, p. Sur chacune d’elles, le conjugué du point à l’infini 
est le milieu des deux extrémités. Nous pouvons donc énoncer le 
théorème suivant : 

Le lieu des milieux des cordes parallèles à la direction (a, p) 
est la droite 

a) «A-+- m =»• 

On l’appelle le diamètre conjugué de la direction (a, p). Son 
équation, établie en coordonnées homogènes, conserve la môme 
forme en coordonnées non homogènes, car on passe du premier 
cas au second en faisant t = 1. 

Le point (a, p, 0) n’est situé sur la conique que si elle admet la 
direction asymptotique (a, p) : dans ce cas, l’équation (1) se réduit à 
celle de l’asymptote si la courbe est une conique à centre ; elle 
représente la droite de l’infini dans le cas d’une parabole. Mais, dans 
cette hypothèse, le problème de la recherche du milieu des cordes 
de direction (a, p) ne se pose plus, une droite parallèle à cette direc¬ 
tion coupant la courbe en un seul point è distance Unie. Toutefois, 
dans le cas des coniques à centre, pour conserver la généralité de 
certaines réciproques, on conserve à la droite (4) le nom de diamètre, 
et on l’appelle diamètre singulier. 

176. Propriétés des diamètres : l ü Dans les coniques à 
centre. — Tous les diamètres passent par le centre y puisqu’en 
ce point f' x et f' y s’annulent. Réciproquement, toute droite pas¬ 
sant par le centre est un diamètre (grâce à l’introduction des 
diamètres singuliers), car une telle droite appartient au faisceau 
linéaire déterminé par 
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Diamètres conjugués. — Soient A et B les points de rencontre 
de la conique et de la droite de l’infini, M un autre point de cette 
droite, M' son conjugué sur celle-ci. La polaire de M est la droite 
qui joint M' au centre, et réciproquement. Nous pouvons donc 
énoncer le théorème suivant : 

Dans une conique à centre, il y a réciprocité entre une 
direction et celle du diamètre des cordes parallèles à cette 
direction. Autrement dit, il existe une infinité de couples de 
droites, tels que chaque droite soit le diamètre conjugué des 
cordes parallèles à l’autre. Les deux droites de l’un de ces couples 
sont conjuguées harmoniques par rapport aux directions asympto¬ 
tiques de la courbe. Les rayons d’un tel couple, liés involutive- 
ment, constituent deux diamètres conjugués. La tangente à 
l'extrémité d’un diamètre est parallèle au diamètre conjugué. 

Démontrer, à litre d’exercice, ces propriétés par le calcul, en sup¬ 
posât! I la conique rapportée à ses axes. Soit 



son équation. Entre les coefficients angulaires m et m' de deux dia- 
} mètres conjugués, on établira la relation 

mm' =.- 

A 

Dans le cas de Vellipse, les asymptotes sont imaginaires ; 
pour construire le diamètre d’une direction, on construit d’abord 
son symétrique par rapport à un des axes. Nous laissons au lec¬ 
teur le soin de vérifier que cette dernière droite est conjuguée 
de la parallèle à cette direction, menée par le centre, par rapport 
aux diagonales du rectangle ayant mêmes axes que l’ellipse. On 
peut aussi considérer l’ellipse 



comme déduite du cercle 


X 2 -+- Y 2 = a\ 
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par la transformation linéaire 

•* = X, 



qui consiste en une multiplication des ordonnées par le rapport 

constant ~ Deux diamètres conjligués de l’ellipse proviennent 

alors de ^eux diamètres rectangulaires de ce cercle. La considé¬ 
ration de ce cercle, connu sous le nom de cercle principal, 
fournit d’ailleurs le moyen de résoudre rapidement de nombreux 
problèmes usuels relatifs à l’ellipse : points d’intersection avec 
une droite, tangentes menées d’un point, etc... 

Dans le cas de l'hyperbole, les asymptotes étant réelles, la 
construction d’un diamètre est immédiate. Pour trouver la con¬ 
juguée harmonique, par rapport à ces asymptotes, d’une droite 
issue de O et parallèle à la direction donnée, on peut lui mener 
un segment parallèle terminé sur les asymptotes et joindre O au 
milieu de ce segment; ainsi, le diamètre d'une direction est le 
même pour la courbe et le système des 
deux asymptotes. On en déduit aisément 
la construction par points d’une hyperbole 
déterminée par ses asymptotes et un point A. 
Par A, on mène une sécante quelconque, 
rencontrant les asymptotes en P et Q, et 
l’on porte 

QM = ÂP. 



Le point M est un point de la courbe. De cette propriété, on 
déduit que la tangente en M s’obtient en prenant la conjuguée 
de OM par rapport aux asymptotes, et lui menant de M la 
parallèle. 

2° Dans la parabole. — Tous les diamètres sont parallèles à 
Vaxe. — En effet, la parallèle menée par l’origine à un diamètre 
a pour équation 

aepi -f~ (3<py = 0 ; 


puisque la courbe est une parabole, on a 
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çi et <p y sont proportionnels à Xx-h py, ce qui démontre la pro¬ 
position. On peut aussi l'établir en remarquant que le conjugué 
du point à l’infini de la direction dont on cherche le diamètre, 
coïncide avec les deux points de rencontre confondus de la 
courbe et dç la droite de l’infini, c’est-à-dire est justement le 
point à l’infini sur l’axe. 

Un diamètre rencontre donc la courbe en un seul point ; il 
s’ensuit qu’il n’y a qu’une seule tangente parallèle à une direc¬ 
tion donnée. 

177. Autres propriétés, de type linéaire, des coniques 
à centre. — 1° Hyperboles conjuguées. — Soit l’hyperbole II. 
Prenons la tangente en un point M de cette courbe ; soient R et 
R' ses points de rencontre avec les asymptotes. Le point M est 
le milieu de RR'. Par rapport au système d’axes obliques formé 
par ses asymptotes, l’hyperbole a pour équation 

XY = const te . 

Il en résulte aisément que le triangle ORR' a une aire constante. 

Soit Ri le symétrique de W 
par rapport au centre O de 
H. Le triangle ORR t est équi¬ 
valent à ORR'. On en déduit 
aisément que RRi reste tan¬ 
gent, en son milieu P, à une 
deuxième hyperbole H t . En 
vertu de l’équivalence précé¬ 
dente, il est clair que les 
hyperboles H et H 4 sont ré¬ 
ciproques. On leur donne 
le nom d'hyperboles conju¬ 
guées r. 

Prenons pour axes de coor¬ 
données deux diamètres con¬ 
jugués, l’un Ox rencontrant II en A, l’autre O y rencontrant H r 
en B, En remarquant que les équations de H et Hi ne con- 
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tiennent pas de terme du premier degré, que, dans l’une et 
l’autre, l’ensemble des termes du second est 


x 2 y 2 


ÔA 2 ÔB 2 ’ 

on conclut aisément 

que les équations de ces courbes sont : 

t° pour H, 

y 2 ,. 

OA 2 OB 2 

2° pour H,, 

* 2 :y 2 _ < 

OA 2 OB 2 


Les diamètres Ox et O y ayant été choisis arbitrairement, la 
forme de ces équations nous conduit au théorème suivant, qui 
n’appartient plus au type,linéaire, mais qui se rattache au point 
de vue métrique : 

Le carré de la longueur d’un demi-diamètre de H et le carré 
de la longueur du demi-diamèlre de l'hyperbole conjuguée 
porté par la même droite sont des nombres opposés. 

Par carré de la longueur, nous entendons naturellement : 
expression analytique du carré de la longueur. A cause de 
l’énoncé précédent, faisant intervenir non plus seulement l’idée 
de direction, mais celle de longueur, on donne souvent le nom 
de demi-diamètres conjugués à OM et OP. 

178. Théorèmes d’Apollonius. — Considérons .d’abord une hyper¬ 
bole. Menons également sa conjuguée. Nous voyons immédiatement 
que l’aire du parallélogramme OMRP est égale à celle du triangle 
ORR'. Ainsi : 

Dans l’hypei'bole, Vaire du parallélogramme construit sur deux demi- 
diamètres conjugués est constante . 

De cet énoncé, qui appartient au type linéaire^)* on déduit une 
relation métrique importante, entre les longueurs de deux demi- 


(*) C’est une conséquence du théorème suivant : la projection cylindrique 
d’une aire plane sur un plan est égale au produit de cette aire par un facteur 
dépendant de l’angle des plans et de la direction des projetantes. 

Pour le voir, évaluer le rapport de Taire initiale, puis celui de sa projection 
cylindrique, à celle d’une section droite du cylindre projetant. 
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diamètres conjugués. Laissons à Pélève le soin de vérifier qu’étant 
données deux droites fixes OU et OV, sur lesquelles s’appuie un 
segment RR' de milieu M, la quantité 0) 

OM* — MH 2 

est proportionnelle à Paire ORIV. En appliquant cette proposition 
au cas actuel, nous sommes conduits au théorème suivant : 

Dans l'hyperbole, la différence des carrés de deux demi-diamètres 
conjugués est constante. 

Les deux énoncés précédents constituent les théorèmes d’Apollonius 
pour l’hyperbole. De là, on passe facilement, et sans calcul, au cas de 
l’ellipse. 

Pour l’hyperbole 



si nous nous passons de la courbe conjuguée, les véritables carrés des 
longueurs de nos demi-diamètres sont OiVl 2 et — OP 2 . C’est donc leur 
somme algébrique qui demeure constante ; cet énoncé peut naturelle¬ 
ment se vérifier par un calcul qui s’appliquera à toute conique 


Dans le cas de l’ellipse, nous aurons donc la même proposition, mais, 
cette fois, chaque terme de notre somme algébrique est positif. D’où 
l’énoncé du théorème métrique : 

Dans Vellipse, la somme des carrés de deux demi-diamètres conjugues 
est constante. 

La forme du premier théorème reste la même, puisque pour passer 
du premier cas au second, il suffit de supprimer un facteur égal à i 
dans le premier membre de Ja relation qui l’exprime. 

179. Nous terminerons ces considérat ions par une proposition 
qui permet de trouver les points de rencontre d’une droite et 
d’une hyperbole donnée par ses asymptotes et un point. 


(U Pour l’établir, on s’appuiera sur la relation métrique suivante : 
OH 2 -+- OR' 2 = 20M 2 + 2MR 2 . 

En tenant compte de la constance de l’aire ORR', on formera 

(OR -h OR')* — RR 12 et (OR - OR’)* — RR 12 , etc... 
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Théorème. — Le produit des segments de direction fixe ayant 
leur origine commune sur une asymptote et leurs deux extré¬ 
mités sur Vhyperhole est constant. 

Nous laisserons à l’élève le soin d’établir cette proposition par 

le calcul. Nous la rattacherons 
à l’involution (n° 127). La sécante 
PRS passe par un point fixe, le 
point à l’infini sur A. Donc en 
joignant R et S au point à l’infini 
sur OU, les droites obtenues se 
correspondent par involution. Or 
ce sont les projetantes, dans une 
projection cylindrique de direc¬ 
tion OU. Leurs points de ren¬ 
contre r et .v avec OA sont donc 
aussi liés involutivement ; O est d’ailleurs le point central de cette 
correspondance. On a donc bien 

Or . 05 = PR . PS = const ,e . 

Cette valeur constante est manifestement opposée au carré du 
demi-diamètre porté par OA. 

Application. — Soit à chercher les points de rencontre d’une 
droite et d’une hyperbole définie par ses asymptotes et un 
point A. 

Soient R et S les points de rencontre cherchés, P et Q ceux 
où la droite coupe les asymptotes. On connaît la somme 
PR-t-PS = PQ; le produit PR . PS est donné en appliquant le 
théorème précédent ; menons par A la parallèle à la sécante ; 
soit B son deuxième point de rencontre avec l’hyperbole et G 
son point de rencontre avec OU. On a 

PR. PS = CA .CB. 

On est donc amené à construire les racines d’une équation du 
second degré. 
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VI. — Coniques au point de vue tangentiel. 

180. Équation tangentielle d’une conique. — Nous 
avons vu (n° 133) qu’une conique indécomposée est de seconde 
classe et que son équation tangentielle est indécomposée. Soit 

J/(«, r, w ) = 0 

cette équation. 

Pour que la courbe soit une parabole, il faut et il suffit qu’elle 
admette une direction asymptotique double, ou encore soit tan¬ 
gente à la droite de l’infini, ou enfin que son équation tangen¬ 
tielle manque de terme en w 2 . 

Pour que la conique soit une ellipse, il faut et il suffit qu’elle 
admette des tangentes réelles, de coefficient angulaire quel¬ 
conque, ou que l’équation = 0, ordonnée en io, admette des 

v 

racines quel que soit le rapport — En développant <j/, 

? u 

<J/ = au 2 -f- a'v 2 -4- a"w 2 -f- 2 buw -f- 2b'wu 2b" uv = 0, 
la condition cherchée est 

( bb' - a"b") 2 — (b 12 — aa")(b 2 — a 1 a") < 0. 

Si le premier membre est positif, la conique est une hyperbole. 


181. Nous laissons à l’élève le soin de vérifier que la conique 


à centre 

0 ) 



a pour équation tangentielle 

(1 bis ) Au 2 -h Bt> 2 = w 2 


et que la parabole 

<2) y 2 — 2 


\px 
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a pour équation tangentielle 
(2 bis) pv 2 — 2uio = 0. 

De là, on déduit les équations des tangentes de direction donnée, 
menées à ces courbes. Pour la conique (1), les tangentes de 
coèfficient angulaire m sont données par 

(3) y = mx ± \Jkm 2 4- B. 

Pour la parabole (2), l’unique tangente de coefficient m a pour 
équation 

(4) y = mx 4- 

2m 

Chacune des équations (3) et (4) (la première rendue rationnelle) 
fait connaître les coefficients angulaires des tangentes menées 
d’un point (#, y) à la courbe. Le lieu des points tels que ces 
tangentes soient rectangulaires est, dans le cas d’une conique à 
centre, un cercle concentrique 

x 2 y 2 = A 4- B, 

et, dans le cas de la parabole, la directrice. 

182. Mode géométrique de définition tangentielle, 
commun aux trois coniques. — Nous avons vu qu’une 
conique peut être définie ponctuellement comme le lieu des 
centres des cercles C passant par un point fixe F et tangents à 
un cercle fixe F (n° 168). Soit M le centre d’un cercle C, cp son 
point de contact avec F. Les points F et sont symétriques 
(n° 144) par rapport à la tangente au lieu de M. Donc : 

Le lieu des symétriques d’un foyer d’une conique par rap¬ 
port à ses tangentes est le cercle directeur associé à ce foyer 
(la directrice, s’il s’agit d’une parabole). 

Par une homothétie de rapport faite en prenant pour centre 

A 

ce foyer, on en déduit l’énoncé suivant : 

Le lieu des projections d’un foyer sur les tangentes est le 
cercle principal, s’il s’agit d’une conique à centre, ou la tan¬ 
gente au sommet , pour une parabole. 

Bouligand. — Géom. anal. 


20 



306 


LES COURBES DU SECOND ORDRE 


Nous parvenons donc à réunir les trois coniques dans une même 
définition tangentielle : 

Une conique est l’enveloppe des droites sur lesquelles un point 
fixe se projette en un point qui décrit un cercle ou une droite. 
Dans le premier cas, on obtient une conique à centre (ellipse, si 
le point est intérieur au cercle, etc...), dans le second, une para¬ 
bole. 

De là, le théorème de la puissance d’un point par rapport à 
un cercle permet, pour une conique à centre, de déduire l’énoncé 
suivant : 


Le produit des distances des foyers à une tangente est con¬ 
stant (positif pour une ellipse, négatif pour 
p' une hyperbole). 

C Xp Nous nous bornons à rappeler, pour la 

7\ parabole, les énoncés suivants : 

~L —j ^ e sommet est le milieu de la sous-tan- 

j F J 1 l^nle ; 

\. \Jy Im sous -"ormale est constante et égale 
au paramètre. 


183. Propriété caractéristique des loyers. — Théorème. 

— Pour qu’un point soit foyer d’une conique, il faut et il suffit 
que les tangentes menées de ce point à la courbe soient les 
droites isotropes. 

i La condition est nécessaire. En effet, une conique qui a 
pour foyer le point O a une équation de la forme 

æ 2 -t- y 2 = (ux + vy -f- u ,y. 

Les droites 

y — ± ix 

coupent cette courbe en deux points confondus. Donc, ce sont 
bien les tangentes menées de O. Les points de contact sont 
situés sur la droite 


ux '-h vy -+- w = 0, 

c’est-à-dire sur la directrice. Donc chaque foyer a pour polaire 
la directrice correspondajite . 
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2° La condition est suffisante. En effet, l’équation de l’en¬ 
semble des tangentes menées de l’origine à la conique 

f(x, y) = 0 

est de la forme (n° 172) 

/■(*. y) —D" = 0 , 

D désignant le premier membre de l'équation d'une droite. Si 
les tangentes menées de O sont les droites isotropes, nous avons 
l’identité 

f(. x i .V) — D 2 ~ X(* -2 -4- ,y 2 ). 

Donc l’équation de la courbe est 

4-ÿ 2 ) + D 2 = 0 

et le point O est loyer. (C. q. f. d.) 

Remarque. — On pourrait aussi raisonner géométriquement : 
pour trouver une des tangentes menées de F, il faut déterminer 
le point P de manière que FP soit confondue avec la perpendicu¬ 
laire PP'. Or, pour cela, il faut que FP soit une droite isotrope. 


VII. — Application de la théorie de la corrélation 
aux coniques. 


184. La courbe corrélative d’une conique indécomposée est 
une conique indécomposée. Tout théorème relatif aux coniques 
donne naissance, si l’on transforme son énoncé par corrélation, 
à un nouveau théorème qui se rapporte aussi aux coniques. 
L’énoncé de ce dernier se déduit de celui de la proposition ini¬ 
tiale au moyen d’un dictionnaire réciproque du type suivant : 


poinls 
on ligne droite 
intersection de deux courbes 

polaire d’un point 


droites 

concourantes 

tangente commune aux deux corré¬ 
latives 

pôle de la droite corrélative (par 
rapport il la conique corrélative). 
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Montrons que ces deux derniers éléments sont bien corrélatifs. 
La polaire d’un point A est la droite D joignant les points de 
contact des tangentes à la conique C issues de A ; le corrélatif 
de cette polaire est donc le point de concours des tangentes aux 
points d’intersection de la conique T (corrélative de C) et de la 
droite corrélative de A, ce qui établit la propriété annoncée. 

C’est ainsi que la notion de points conjugués, transformée par 
corrélation, engendre celle de droites conjuguées. Faisons sur 
cet exemple la traduction dont nous avons parlé plus haut : 


Deux points sont conjugués par 
rapport à une conique, lorsqu’ils 
sont conjugués harmoniques par 
rapport aux points de rencontre 
de la droite qui les joint et de la 
conique. 


Deux droites sont conjuguées 
par rapport h une conique, lors¬ 
qu’elles sont conjuguées harmo¬ 
niques par rapport aux langentes 
menées par leur point d’intersec¬ 
tion. 


Dans cette traduction, l’harmonicité subsiste du fait que le 
rapport anharmonique de quatre points alignés est égal à celui 
des quatre droites corrélatives. 

Pour que deux droites 


u { x -f- v t y -4- r x t = 0 , u 2 æ -h v 2 y r 2 t = 0 

soient conjuguées par rapport à la conique qui a pour équation 
tangentielle 

<f(u, n, r) == 0, 

il faut et il suffit que les points corrélatifs de cette droite soient 
conjugués par rapport à la conique corrélative, c’est-à-dire que 
l’on ait 

üpK* -f- ivK, + = o. 

Poursuivant notre traduction, nous obtenons une propriété 
caractéristique des droites conjuguées : 


Si A reste fixe, ses conjugués 
sont situés sur sa polaire. 

Si deux points sont conjugués, 
la polaire de chacun d’eux passe 
par l’autre, et inversement. 


Si une droite reste fixe, toutes 
les droites conjuguées passent 
par son pôle. * 

Si deux droites sont conju¬ 
guées, le pôle de chacune d’elles 
est sur l’autre, et inversement. 
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Deux droites conjuguées issues d'un foyer sont rec¬ 
tangulaires, puisqu'elles forment un fais¬ 
ceau harmonique avec les droites isotropes. 
En outre, le pôle de l’une est i\ l’intersection 
de l’autre avec la directrice; cette remarque 
fournit une construction de la tangente à 
une conique donnée par . son foyer et sa 
directrice ; la tangente en M coupe cette 
droite en un point P tel que FP soit per¬ 
pendiculaire à FM. 


185. Nouveau mode de définition tangentielle des coniques. — 
Au n° 118, nous avons indiqué, en nous plaçant au point de vue 
ponctuel, un mode de génération commun à toutes les courbes 
du second ordre, en établissant que : 

Le lieu des points de rencontre des rayons homologues de 
deux faisceaux homographiques de sommets A et B est une 
conique passant par A et B. Il y a décomposition si le rayon AB 
se correspond à lui-même, et le lieu comprend alors AB et une 
autre droite. 

Transformons ce résultat par corrélation. Nous en déduisons 
le suivant : 

L'enveloppe de la droite qui joint deux points homologues 
sur deux divisions homographiques dont les bases sont deux 
droites (oc) et ((î) d’un même plan est une conique tangente à (a) 
et (p). Il y a exception si le point de rencontre de ces droites est 
son propre homologue, auquel cas la droite joignant deux points 
correspondants passe par un point fixe. 

Lorsque la correspondance entre les points précédents est 
linéaire, si l’un des points s’éloigne indéfiniment, l’autre fait de 
même. La courbe est tangente à la droite de l’infini : c’est donc 
une parabole. 


186. Interprétation de la corrélation. Polaires réci¬ 
proques. — La relation 


x i x 2 H- y 1^2 -H l\t 2 = 0 
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exprime la condition pour que les points y i, L) et(«r 2 i t 2 ) 
soient conjugués par rapport au cercle 

æ 2 --h y 2 -4- 1 2 = 0 ; 

donc si l’on prend le point (u, v, r), sa polaire par rapport à ce 
cercle est la droite 


ux -f- vy -4. ri = 0, 

c’est-à-dire justement la droite corrélative. 

D’une manière plus générale, on dit que Ton fait une transfor¬ 
mation par polaires réciproques, lorsqu’à chaque point d’une 
figure F on fait correspondre sa polaire par rapport à une conique 
indécomposée, qu’on nomme la conique directrice . Les carac¬ 
tères généraux d’une telle transformation sont les mêmes que 
ceux d’une corrélation. Par exemple, si un point M décrit une 
courbe C, sa polaire enveloppe une courbe F, et le point de con¬ 
tact de cette droite avec F n’est autre que le pôle delà tangente/ 
en M à la courbe C. 

L’avantage de la généralisation ainsi opérée est le suivant : 

Si dans un plan deux figures se correspondent par polaires 
réciproques, les figures qu’on en déduit par une transformation 
homographique possèdent la même propriété, la conique direc¬ 
trice étant la transformée de celle qui servait de base à la cor¬ 
respondance des deux premières figures. Il est clair, par contre, 
que si déux figures sont corrélatives, celles qu’on en déduit par 
iransformation homographique ne le sont pas : il y a entre elles 
une correspondance par polaires réciproques par rapport à la 
conique transformée du cercle 

x 2 -h y 2 + t 2 = 0. 

Ainsi, au point de vue projectif, c’est la transformation par 
polaires réciproques, et non la corrélation, qu’il convient d’en¬ 
visager. 

Il est clair qu’un théorème projectif, transformé par polaires 
réciproques, donne naissance à un théorème projectif. 
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VIII. — Normales aux coniques. 

187. Nous terminerons ce chapitre par l’étude d'une question 
de géométrie métrique : la détermination des normales aux co¬ 
niques. En meme temps, nous construirons les développées de 
ces courbes. 

Cas de l’ellipse. —- Nous supposerons a > b et nous utilise¬ 
rons la représentation paramétrique 

x = a cos cp, y = b sin cp. 

La normale au point de paramètre cp sera 

—-^-c* = 0. (c 2 = a ' — b 2 ) 

cos cp sin cp 

Pour que la droite 

uX ■+• vY |- w = 0 


soit normale à l’ellipse, il laut et il suffît que l’on ait 

a _ _ b ___ 4 

« cos cp vsin cp w 

éliminons cos cp et sin cp. Nous obtenons l'équation tangentielle 
de la développée, qui est 

“1 ÈL = 

17 3 V“ W 2 ’ 

OU 

w\a 2 v 2 f 6 2 u 2 ) = c 4 uV 2 . 

L’équation ponctuelle s’obtient en éliminant cp entre l’équation 
de la normale et l’équation dérivée par rapport à cp. Écrivons ces 
équations sous la forme 

aX sin cp — bY cos cp — c 2 sin cp cos cp, 
aX cos cp H- 6 Y sin cp — c 2 (cos 2 cp — sin 2 cp). 
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On tire de ces équations 

aX = c 2 cos 3 9, 6Y = — c 2 sin 3 tp; 

la développée est donc une courbe unicursale (posez tg-|- = <) 
ayant pour équation ponctuelle 

(aX)^-t-(6Y)^ = c^. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire cette courbe, qui 
présente quatre points de rebroussement sur les axes de l’ellipse. 
II vérifiera que, parmi ces quatre points, ceux qui correspondent 

à <p = 0 et <p = sont alignés avec le sommet (a, 6) du rec¬ 
tangle R circonscrit à l’ellipse, 
la droite qui les porte étant 
perpendiculaire à la diagonale 
du rectangle qui ne contient 
pas ce sommet (*). 

Remarquons que cette courbe 
se déduit de celle qui a pour 
équation 

(7) ‘ 

en amplifiant les ordonnées 
dans le rapport Cette der¬ 
nière courbe peut être regar¬ 
dée comme l'enveloppe d une droite, 

c 2 . 

X sin cp — Y cos <p = — sin <p cos <p, 



(i) Cette propriété peut être rattachée à l’énoncé suivant : 

Associons les points do même abscisse sur notre ellipse et l'une des diago¬ 
nales du rectangle R. En ces points les sous-normales de ces deux lignes sont 
opposées. 

L’élève cherchera comment il faut modifier cet énonce dans le cas de 
l'hyperbole, en considérant, à la place de la diagonale de R, qui cesse d’exister, 
une asymptote de la courbe. 
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qui se déplace de manière que la distance de ses points d’inter¬ 
section avec les axes demeure constante; l’élève fera cette véri¬ 
fication. 


188. Nombre des normales réelles issues d’un point (a, fi). — 
Le point d’incidence ( x , y) d’une de ees normales est à l’inter¬ 
section de l’ellipse et de la courbe 

x y ’ 

a 2 b 2 


dont l’équation s’écrit encore 

c 2 xy -f- b 2 $x — a 2 <xy = 0. 


C’est une hyperbole équilatère (hyperbole d’Apollonius), ayant les 
axes pour directions asymptotiques, passant par le centre et le 
point (a, p). Elle a toujours au moins deux points réels communs 
avec l’ellipse. Il y aura donc, suivant les cas, deux ou quatre 
normales réelles. Pour faire cette distinction, unicursalisons l’hy¬ 
perbole d’Apollonius, en prenant pour paramètre fia valeur com¬ 
mune des rapports qui figurent dans la première forme de son 
équation. Il vient 


a 2 
a 2 -I- t ’ 


y 6>+r 


les t des points communs à l’ellipse et l’hyperbole sont les racines 
de l’équation 


K 0 


qv , 

(a 2 4-0* 


6 2 p 2 

(6 2 -t- ty 


1 = 0 . 


Construisons la courbe représentative de f(t ) : elle est asymp¬ 
tote aux droites t = — o 2 et l — — 6 2 , les branches infinies cor¬ 
respondantes étant au-dessus de Of ; en outre, elle est asymptote 
à la droite d’ordonnée — 1 . Il y a donc toujours une racine infé¬ 
rieure à — a 2 et une racine qui surpasse — b 2 . Entre — a 2 et — b 2 , 
f(l ) passe par un minimum. Pour que les quatre normales soient 
réelles, il faut et il suffit que ce minimum soit négatif. Or la 
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valeur de t qui correspond à ce minimum est racine de la déri¬ 
vée. On a, en l’annulant, 


1 

2 


no= 


aV 2 

O 2 h- ty 


byy 

( 6 2 -+- ty 


= 0. 



La racine de cette équation satisfait aussi aux proportions 

(q«) ~ __ (te)~ _ (ax) T + (6ft)~ 

a 1 ~{-l b 2 -t -1 c 1 


Donc, la valeur correspondante de f(t) s’écrit 



ce qui montre que f(t) est du signe de 


(aa) 3 -l- (6p) 3 — c 3 . 

Pour que les quatre normales soient réelles, il faut et il suffit 
que cette quantité soit négative, c’est-à-dire que le point (a, S) 
soit intérieur à la développée. 

189 . Cas de l’hyperbole. — Les méthodes sont les mêmes 
que pour l’ellipse. 11 convient toutefois de remarquer que si l’on 
veut une représentation paramétrique de la courbe, en posant 

Æ = ach;p, y = l> s h 9, 
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on ne représente qu'une des branches, celle de droite si a est 
positif. Dans cette hypothèse, pour représenter celle de gauche, 
il suffit de poser 

x = — a ch cp, y — b sh <p. 

Mais il n’est pas besoin de reprendre tous les calculs. Dans les 
résultats relatifs aux normales à l’ellipse, il suffit de changer b 1 
en — b 2 . Ainsi, la développée d’une hyperbole a pour équation 

2 1 A 

( ax) 3 — ( by) 3 — c 3 , 



en posant 


c* = a*-h b\ 


L’élève reprendra, comme exercice, la discussion du nombre des 
normales réelles issues d’un point (a, B) ; il y en a quatre quand 
ce point est intérieur à l’un des rebroussements de la développée 
(régions ombrées), deux dans l'autre région. 


190 . Cas de la parabole. — Soit la parabole 
y 2 — 2 px = 0. 

La normale au point (x, y) est 

yX. p\ — ?/(«£ —f-/>) = 0. 

Cherchons la normale de coefficient angulaire m. En vertu de 



316 


LES COURBES DU SECOND ORDRE 


l’équation précédente, nous avons 

m — — 

P 

Par suite, les coordonnées du point d’incidence s’expriment, en 
fonction de m, par les formules 

• y = — pm , x = ^ = 

La normale cherchée est donc 

Y = m(X p) — 

JL 


Cette équation définit, lorsque X et Y sont donnés, les coefficients 
angulaires des normales à la parabole menées du point (X, Y) ; 
il y a donc une ou trois de ces normales qui sont réelles. Elles 
le seront toutes trois, si l’on a 

80 — X) 3 -f-27/>Y*<0. 

La courbe obtenue en annulant le premier membre est la 

développée de la parabole. C’est 
une courbe du troisième ordre, 
qui admet le point (p, 0) comme 
point de rebroussement. Les nor¬ 
males menées d’un point sont 
toutes réelles quand ce point se 
trouve dans la région intérieure 
au rebroussement. 

En appelant B la projection sur Oæ 
des points de rencontre de la para¬ 
bole avec sa développée, il est facile 
de montrer que 

OB = 40 A = 4p. 

En effet, la somme des coefficients angulaires, et par suite celle des 
ordonnées des normales menées d’un point, est nulle. Appliquant cela 
au point D, on en* conclut que son ordonnée est la moitié de celle de 
C ; donc l’abscisse de A est le quart de Ô5. Il ne reste plus qu’à 
remarquer que la sous-normale AE est égale à p, pour obtenir le 
résultat annoncé. 





CHAPITRE XI 

SURFACES DU SECOND ORDRE OU QUADRIQUES 


I. — Nature géométrique des surfaces représentées 
par une équation du second degré. 

Génératrices rectilignes et sections circulaires. 

191. Cas où la surface possède un ou plusieurs 
points singuliers. — L’équation générale des surfaces du 
second ordre, en coordonnées homogènes, est 

f(x , y, z, t ) = A.z 2 4 - A 'y 2 -f- AV 4 - 2 Byz 4 - 2B ’zx 2B "xy 

-t- 2t(Cx -t- C'y 4- C'z ) 4 - DJ 2 = 0. 

Nous avons vu (n° 74) qu’une quadrique qui a un seul point 
d’ordre deux est un cône. C’est là aussi (n° 139) la condition 
nécessaire et suffisante pour qu’elle soit développable. Elle 
équivaut au fait que les quatre plans 

* fl= Ax+ B";y -t- B'z 4-0=0, 

!/•; = B"* -t- A 'y + B z 4 - C't = 0, 

~f' : = B'aj -4- Bÿ 4 - A"z 4 Cl = 0, 

~ fi == Oc 4 - C'y 4~ C"z 4 - = 0 

ont un point commun et un seul. 
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Si une quadrique a deux points d’ordre deux, elle se décom¬ 
pose en deux plans. Les plans définis par les quatre équations 
précédentes ont alors en commun une droite; ils peuvent même 
se confondre et alors la quadrique se réduit à un plan double. 

192. Nature géométrique d’une surface indécompo¬ 
sée du second ordre. — Nous allons aborder le problème 
de la classification des quadriques : nous diviserons ces surfaces 
en plusieurs catégories, celles d’une même catégorie étant sus¬ 
ceptibles d’une définition géométrique commune. Pour établir 
cette classification, nous prendrons pour point de départ le ca¬ 
ractère de la conique déterminée par la surface dans le plan de 
l’infini. Cette conique a pour équations 

f(x, ?/i 2 , 0 = 0, 1 = 0. 

En posant 

cp(æ, y, z) = A.r 2 4- A';/ 2 4- AV 2 4- 2Bi/z 4- 2B 'zx 4- 2B ’xy = 0, 
la conique à l’infini de la surface est encore représentée par 

y, *) —0, 1 = 0. 

Autrement dit, on peut la considérer comme l’intersection du 
plan de l’infini avec le cône <p — 0. A ce cône, on donne le nom 
de cône directeur de la surface. Notre classification sera basée 
sur la considération de ce cône. Le fait, pour une quadrique, d’ap¬ 
partenir à l’un des types que nous allons mettre en évidence, 
constituera une propriété linéaire de cette surface, car elle se 
ramène à une propriété projective de l’ensemble formé par la 
quadrique et le plan de l’infini. Bien entendu, nous supposons 
tous les coefficients réels. Le plan de l’infini ayant un rôle spécial, 
nous ferons, dans les calculs, t = 1. 

193. Premier cas : la conique à l’infini se décompose. — Le 
cône directeur est lui-même décomposé, soit en un plan double, 
soit en deux plans distincts, suivant que la ccfnique à l’infini de 
la surface se réduit à une droite double ou à un système de 



NATURE GÉOMÉTRIQUE DES QUADRIQUES 319 

deux droites distinctes. Étudions successivement ces deux alter¬ 
natives. 

Théorème. — Une quadrique non décomposée dont le cône 
directeur $e réduit à un plan double est un cylindre parabolique . 

Pour démontrer ce théorème et tous ceux qui suivront, nous 
supposerons que tous les systèmes d’axes auxiliaires dont nous 
ferons usage sont trirectangles. Cela posé, prenons le plani/tOsi 
d’un nouveau système, parallèle au plan double. L’équation de 
la surface devient alors 

x\ -f- 2C 1 a: 1 -4- 2 C/y, 4- 20^, -4- D t = 0 ; 

en faisant tourner Oy x et Oz t autour de Ox^on peut faire dispa¬ 
raître le terme en z et se ramener à une équation de la forme 

xj 4- 2C 1 a? 1 -4- 2C" Y 4- D, = 0, 

qui représente un cylindre dont les génératrices sont perpendi¬ 
culaires au plan #iOY, et dont la section droite dans ce plan est 
une parabole. En'la rapportant, par translation, à son axe et à 
sa tangente au sommet, on réduit en définitive l’équation de la 
surface à la forme 

Vf — 2/>X, = 0. 

Toute section plane de cette surface dont le plan n’est pas 
parallèle aux génératrices est une parabole (n° 174). On lui donne 
le nom de cylindre parabolique. 

Théorème. — Une quadrique non décomposée dont le cône 
directeur se réduit à deux plans distincts est un paraboloïde ou 
un cylindre à centres. 

Les deux plans de décomposition du cône directeur peuvent 
être réels ou imaginaires conjugués. Leur intersection estréellc ; 
prenons un nouveau système d’axes OiXiÿiZt tel que OiZi soit 
parallèle à cette intersection, et que les plans a^OiSi et yxOiZ x se 
confondent avec les bissecteurs, toujours réels, des plans de 
décomposition ou plans directeurs . Notre équation devient 

a x\ -4- pt/| -4- 2£\X { -f- 2 C(î/i 4- 2CÎZi 4- Dt = 0, 
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a et p étant tous deux différents de zéro. Si CI[ = 0, nous sommes 
en présence d'un cylindre, dont les sections sont des ellipses si 
a et p sont de même signe, des hyperboles si a et p sont de 
signes contraires. On dit que le cylindre est elliptique dans le 
premier cas, hyperbolique dans le second. 

Si Cï n’est pas nul, notre équation peut être résolue par rap¬ 
port à z u 

Zi = ox\ —h* by\ 2iCX[ ~j— 2 c f yi —f— d 9 
ce qui s’écrit encore 

z — a(x,-h^j H-rfiî 

en faisant une translation d’axes 

«. + - = x, y,-+--?■ «Y, Z — d t = Z, 

Cl O 

nous obtenons finalement l’équation 

Z = aX 2 H- 6Y 2 . 

La surface qu’elle représente est symétrique par rapport aux 
plans XOZ et YOZ. Tout plan parallèle à l’un de ces plans la 
coupe suivant une parabole, dont le paramètre demeure constant 
quand ce plan varie. Ayec plus de précision, on voit qu’on peut 
engendrer la surface : 

1° ou bien par la translation d’une parabole, dont le sommet 
décrit la parabole 

(P) X = 0, Z = 6Y a , 

la position initiale de la première étant 

(0) Y = 0, Z = aX 2 ; 

2° ou bien par la translation d’une parabole, dont la position 
initiale se confond avec la parabole P et dont le sommet décrit 
la parabole Q. 

La surface est appelée un paraboloïde, et les paraboles P et 
Q sont ses paraboles principales. 
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Si a et b sont de même signe, les plans directeurs sont ima¬ 
ginaires conjugués. En outre, Z a un signe constant. Toutes les 
paraboles sections de la surface par des plans contenant OZ sont 
d’un même côté du plan XOY tangent en O. Toute section non 
parallèle à OZ est une ellipse. La surface prend le nom de para - 
boloïde elliptique . Par une réduction d’ordonnées dans un rap¬ 
port constant, on la déduit de la surface 

Z = a(X 2 4- Y 2 ), 

c'est-à-dire de la surface de révolution engendrée par une 
parabole tournant autour de son axe ( paraboloïde de révo¬ 
lution). 

Si a et b sont de signes contraires, les plans directeurs sont 
réels. Toute section déterminée par un plan non parallèle à OZ 
est donc une hyperbole. La surface prend le nom de paraboloïde 
hyperbolique. Un plan sécant passant par OZ donne, suivant son 
orientation par rapport aux plans directeurs, une parabole située 
au-dessus ou au-dessous du plan tangent XOY. Cette parabole 
se réduit à une droite perpendiculaire à OZ, quand le plan se 
confond avec un des plans directeurs. 

Remarque. — Un plan tangent à un paraboloïde elliptique le 
coupe (n° 139) suivant deux droites, qui, ayant leurs points à 
l'infini imaginaires, le sont elles-mêmes. Donc pas de droites 
réelles sur cette surface. Par contre, un plan tangent à un para¬ 
boloïde hyperbolique le coupe suivant deux droites réelles, 
parallèles à ses plans directeurs. Donc par chaque point d’une 
telle surface passent deux génératrices rectilignes réelles. Numé¬ 
rotons les plans directeurs et convenons que les génératrices 
parallèles à l'un d'eux forment le système de même numéro. 
Tout plan passant par une génératrice (t) coupe la surface sui¬ 
vant une génératrice (2). Donc deux génératrices de même 
système ne sont jamais dans un même plan. Cela posé, prenons, 
dans le premier système, deux génératrices Gt et GJ. Un plan 
variable P passant par Gt coupe la surface suivant une généra¬ 
trice r 2 , qui passe parle point de rencontre de P et de G(. Finale- 
Bouugand. — Géorti. anal. 21 



322 SURFACES DU SECOND ORDRE OU QUADR1QUES 

ment, on peut dire que la surface est le lieu de la droite r 2 , qui 
s’appuie sur Gi et G{, et qui reste parallèle au plan directeur (2). 
Cette propriété constitue le point de départ de l’étude du para- 
boloïde hyperbolique en géométrie descriptive. 

194. Deuxième cas : la conique à l’infini est indécomposée. — 
Le cône directeur est lui-même indécomposé. Nous aurons à 
distinguer deux cas, suivant qu’il est réel ou imaginaire. Mais, 
dans les deux cas, nous pourrons simplifier l’équation delà qua- 
drique au moyen du théorème suivant : 

Théorème. — Lorsque le cône directeur ne se décompose pas r 
la quadrique possède un centre de symétrie et un seul. 

En effet, en raisonnant comme pour les coniques, on obtient 
le résultat suivant : pour que l’origine soit centre, il faut et il 
suffit que l’équation de la surface 

f(x, y, z) — 0, 

en coordonnées non homogènes, manque de termes du premier 
degré. Donc, pour que le point (u, v, te) soit centre, il faut et il 
suffit que l’équation 

f(u -h X, v -f- Y, w -h Z) = 0 

manque de termes du premier degré en X, Y, Z, c’est-à-dire que 
l’on ait simultanément 

~ fu = A(7 4 - B"i> 4 - B'io 4- C =0, ou -f- C = 0, 

L f' v = B"« 4 - A'v 4- Bm> 4- C' = 0, ou j & + C' = 0, 

—/!£ = B'u 4“ B» 4" A"u’ 4~ C" — 0, ou —cp^ 4- C" — 0 ; 

par hypothèse le cône directeur est indécomposé, donc il n’existe 
(n° 160) aucun système de nombres u, v, w non tous nuis, annu¬ 
lant simultanément les trois formes linéaires epi, cp', cp^. Autre- 
ment dit, les plans 

= 0, epi = 0, cp^ = 0 
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n’ont en commun que l’origine et forment un véritable trièdre. 
Par suite, il en est de. même des plans * 

f'u = 0, /: = o, f', == o, 

qui leur sont respectivement parallèles. Leur point commun, 
unique, est le centre annoncé. (C. q. f. d.) 

195. En prenant ce point pour origine O t l’équation de la sur¬ 
face se réduit à 

©(*, y > s)== a. 

Si X est nul, nous avons un cône de sommet O ; il sera entière¬ 
ment défini si l’on connaît une de ses sections planes. Si l’une 
de celles-ci est une ellipse imaginaire, toutes les génératrices 
sont imaginaires, et de même toutes les sections. Le cône est 
imaginaire : la fonction y(x, y , z ) a un signe constant dans tout 
l’espace. Elle ne s’annule qu’en O, où elle présente un maximum 
ou un minimum. 

Lorsque le cône admet une section réelle, il est lui-même réel. 
Un plan parallèle à un plan tangent le coupe suivant une conique 
admettant la direction de la génératrice de contact comme direc¬ 
tion asymptotique double, c’est-à-dire suivant une parabole P. 
Dans le plan de la section, la fonction cp(.x, y, z) est d’un certain 
signe à l’intérieur de la parabole, du signe contraire à l’extérieur. 
Or, en tous les points d’une droite issue de O, la fonction cp, 
homogène et du second degré, possède un signe constant : elle 
a donc le même signe sur toutes les droites issues de O et cou¬ 
pant la parabole à son intérieur. L’ensemble de ces droites 
constitue, par définition, la région intérieure au cône. Tout plan 
passant par l’une d’elles coupe le cône suivant deux droites 
réelles. Un plan Q, passant par le sommet, coupe le plan de la 
parabole P suivant une droite A. Si A est extérieure à P, le plan 
Q n’a en commun avec le cône d’autre point réel que O ; un 
plan parallèle à Q coupe le cône suivant une ellipse. Si A coupe 
P, le plan Q coupe le cône suivant deux génératrices réelles ; 
un plan parallèle le coupe suivant une hyperbole, dont les 
asymptotes sont parallèles aces génératrices. 
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Nous allons maintenant établir un théorème fondamental : 

Théorème. — Toute quadrique dont le cône directeur est 
indécomposé admet au moins un système de trois plans de 
symétrie, deux à deux rectangulaires . 

Soit la quadrique 

ï(*. y. a) = 

ayant son centre à l’origine. Si l’équation cp = 0 représente un 
cône imaginaire, nous donnerons à X une valeur du signe de <p, 
de manière à obtenir une quadrique réelle. Cela posé, admettons 
l’existence d’un rayon vecteur issu de O et normal à la qua¬ 
drique. 11 sera établi plus loin (*) qu’il en existe toujours un, 
indépendamment du raisonnement qui va suivre. ✓ 

Prenons-le pour axe Ozi dans un nouveau système de coor¬ 
données. A l’extrémité (0, 0, c) de notre rayon vecteur, le plan 
tangent est perpendiculaire à O z { . Donc la nouvelle équation de 
la surface ne contient pas de terme en z { x { ou z i y i ; elle est donc 
de la forme 

Aj^ï A1y 4~ A [Z\ -4- === X. 

Faisons tourner les axes autour de O z ly de manière à amener 
les plans OxiZ t et OyiZ { en coïncidence avec les bissecteurs OXz 4 
et OYcj du système des deux plans 

A t xf A [y\ -f- 2b' l x l y l = 0. 

Par rapport au nouveau trièdre OXYZ, l’équation de la surface 
s’écrira 

aX a -hpY a -+- Y Z* = Jl. (si = Z) 

Remarque. — La direction des plans de symétrie est indépen¬ 
dante de X; par suite, la forme de réduction précédente s’ap¬ 
plique tout aussi bien à un cône, ou à une quadrique imaginaire, 


0) L’élève débutant peut se contenter de raisonner comme suit : il est facile 
d’admettre que la distance du centre à un point de la quadrique possède 
un minimum. Au point correspondant, le rayon vecteur est petit axe ou axe 
transverse de chaque conique, dont le plan le contient ; il est donc perpendi¬ 
culaire au plan tangent à son extrémité. 
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qui serait obtenue en égalant le premier membre de l'équation 
d’un cône imaginaire à une constante de signe différent. 


196. Les trois espèces de quadriques à centre unique. — En 
vertu de la théorie précédente, un choix convenable des axes 
ramène l’équation de la quadrique à la forme 

* aX 2 -f“ pY 2 -f- yZ 2 = 1, ' 

en supposant qu’elle ne se réduise pas à un cône. Supposons 
d’abord que le cône directeur soit imaginaire. Si a, [3, y sont tous 
trois négatifs, la surface n’a aucun point réel. On lui donne le 
nom à"ellipsoïde imaginaire. Si a, p, y sont tous trois positifs, 
on peut donner à l’équation précédente la forme 


X 2 

a 2 



1 «0. 


On dit qu’elle représente un ellipsoïde réel. Cette surface se 
déduit par une modification des ordonnées, dans un rapport 
constant, de la suivante 


X 2 -4- Y 2 
a 2 



engendrée par la rotation d’une ellipse autour d’un de ses axes. 
Ainsi, un ellipsoïde quelconque se déduit de l’ellipsoïde de révo¬ 
lution en modifiant dans un rapport constant toutes les ordonnées 
de ce dernier, par rapport à un de ses plans méridiens. 

La sphère est un cas particulier de l’ellipsoïde. Pour qu’une 
quadrique, dont on donne l’équation non réduite, soit une 
sphère, il faut et il suffit que l’ensemble des termes du second 
degré, dans son équation, soit proportionnel à x 2 -h î/ 2 -|-z 2 , ou 
encore que la quadrique passe par le cercle imaginaire de l’infini. 

Supposons maintenant que le cône directeur soit réel : alors 
a, (3, y ne sont pas tous de même signe ; disposons des notations 
de manière que, parmi ces coefficients, a et p soient ceux qui 
ont un signe commun. Nous obtenons deux types de surfaces 


(H.) 


O 2 


F 

6 2 



et (HO 


F 

a 2 


1 ! 

b 2 


Z 2 


4-1=0.' 
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Toute section d’une de ces surfaces par un plan passant par O a 
pour asymptotes les génératrices d’intersection de ce plan et du 
cône 


(G) 


a 2 b 2 c 2 


Il s’ensuit qu’en s’éloignant indéfiniment sur IL ou H 2 , on fait 
tendre vers zéro la distance d’un point de ces surfaces au cône 
C, qu’on appelle pour cette raison cône asymptote . Choisir, 
comme nous l’avons fait, des notations telles que les coeffi¬ 
cients a et (B soient de même signe, revient à appeler OZ, 
parmi les trois axes de symétrie, celui qui est à l’intérieur du 
cône C. 

Étudions maintenant les surfaces IL et H 2 . Comme dans le 
cas de l’ellipsoïde, nous pouyons les faire dériver de surfaces de 
révolution, en modifiant, dans un rapport constant, les ordonnées 
d'un point de ces dernières par rapport à un plan méridien. La 
surface IL se déduit par ce procédé de l’hyperboloïde de révo¬ 
lution à une nappe 

X a + Y* = k 

engendré (voyez n° 102) par une hyperbole tournant autour de 
son axe non transverse. On donne donc à IL le nom d 'hyperbo- 
loïde à une nappe, et à 11 2 , qui se déduit de même d’une surface 
de révolution engendrée par une hyperbole tournant autour de 
son axe transverse, celui d 'hyperboloïde à deux nappes . 

L’hyperboloïde à deux nappes n’a pas de génératrices recti¬ 
lignes réelles lorsqu’il est de révolution (puisqu’une droite tour¬ 
nant autour d’un axe engendre (n° 102) un hyperboloïde à une 
nappe). Il n’en a donc dans aucun cas. Par contre, nous avons 
vu que l’hyperboloïde de révolution à une nappe admet deux 
systèmes de génératrices rectilignes réelles. Des considérations 
géométriques élémentaires permettent d’en apercevoir les pro¬ 
priétés fondamentales : 

1° Deux génératrices d’un même système ne sont jamais dans 
un même plan ; 
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2° Deux génératrices de systèmes différents sont dans un plan 
tangent à la surface. 

Ces propriétés s'étendent à tout hyperboloïde à une nappe, 
d’après la manière même dont cette surface se déduit de la sur¬ 
face gauche de révolution. Notons encore que l’on n’y peut 
trouver trois génératrices parallèles à un même plan, puisque le 
s cône directeur est indécomposé. 

197. Existence d’un rayon central normal. — Le problème de 
la classification des quadriques est donc résolu. Toutefois, pour 
que les résultats du n° 196 soient établis en toute rigueur, c’est- 
à-dire pour que les ellipsoïdes et les hyperboloïdes constituent 
les seules espèces de quadriques à centre unique autres que des 
cônes, il faut rechercher si, étant donnée la surface représentée 
par l’équation 

ÿO’ 2/> z ) — h 

qui admet pour seul centre le point O, il existe un rayon vecteur 
issu de ce point et normal à la surface. 

Si ce rayon vecteur existe, la sphère de centre O dont il est le 
rayon coupe la quadrique considérée Q suivant une courbe qui 
a deux points d’ordre deux, symétriques par rapport à O. Or 
cette intersection de la quadrique Q et de la sphère concen¬ 
trique S, 

y 2 -+* z “ — p 2 ~ 0, 

est la même que l’intersection de S et du cône de sommet O 
représenté par 

(r) 't(x,y,z)-\(x i -hy i -+-z*) = 0. 

P 

Si le rayon p de la sphère S a été choisi de manière qu’elle soit 
doublement tangente à la quadrique Q, le cône V devra avoir 
une génératrice d’ordre deux, et par suite se décomposer. Inver¬ 
sement, si T se décompose en deux plans réels ou imaginaires 
conjugués, leur intersection portera un rayon vecteur (d’extré¬ 
mité réelle ou imaginaire, peu importe), normal à Q. L’équation 
du cône F est de la forme 

K*- y, z ) = ï-O. y, z )—so 2 -+- y 2 -4- = 2 ) = o. 
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Pour qu’il se décompose, il faut et il suffît que les trois plans 

= (A.—S)x.-4- B"y -h B'z = 0, ■ ' 

y ÿ, = B"* H- (A' — S)y 4- Bz = 0, 

4- ’K = B'* + B.V-+- (A* — S)s = 0 

A 

aient une droite commune ou se confondent. Cherchons les 
valeurs de S qui réalisent cette condition. Exprimons en fonction 
d’un paramètre les coordonnées d’un point de la droite commune 
aux deux premiers plans : 

x — [BB" — B'(A' — S)]X, 
y = [B'B" — B(A — S)]X, 
z = [(A — S)(A' — S) — B" 2 ]X. 

Puis, exprimons que cette droite est située dans le troisième. 
Nous obtenons la condition 

(A — SX A' — S)(A" — S) 

— B 2 (A — S) — B' 2 (A' — S) — B" 2 (À" — S) 4- 2BB'B" = 0, 

qui est une équation du troisième degré en S à coefficients réels. 
Donc, a priori, nous sommes sûrs qu’elle a au moins une racine 
réelle S t . Pour cette valeur de S, nos trois plans <14 = 0, <|4 = 0, 
^=0 ne peuvent former un trièdre. Donc si la quantité 

<p(*, y, z) — Si(.x 2 'V y 2 -f- z 2 ) 

n’est pas identiquement nulle, c’est-à-dire si la quadrique Q n’est 
pas une sphère, on peut la mettre sous forme d’un produit de 
deux facteurs linéaires, réels ou imaginaires conjugués, distincts 
ou non. Dans les deux cas, les plans où ils s’annulent ont en 
commun au moins une droite réelle issue de O. Faisons un chan¬ 
gement de coordonnées en prenant, dans le nouveau système, 
cette droite pour axe Oz t . La forme 9 (#, y, z ) se transformera 
en une autre 91 (x u y lt zi), et comme x 2 - 4 - y 2 H- z 2 donne 
®i-f-ÿi4-*?, nous aurons une identité telle que 

9tOi> yu z0 = Si(x 2 4- y\ -f- z 2 ) -b Rx 2 -b 2Ux x y t 4 - T y\. 
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Ainsi dans la nouvelle équation de la. quadrique ne figurent 
pas de termes en x t z t et yiz u ou encore, les plans tangents aux 
points situés sur Oz t sont perpendiculaires à cette droite. C’est 
bien à la possibilité de déterminer une telle droite que nous vou¬ 
lions parvenir. 


198. Signification géométrique des racines de l’équation en S. 
— Soit la quadrique 

dont le cône directeur est indécomposé. Par un changement 
d’axes conservant l’origine, ramenons-la à la forme 


x* 

A 


y 2 7 2 

—-4- — = 1 


A, B, C représentant, dans le cas de l’ellipsoïde réel, les carrés 
des longueurs des axes. Dans tous les cas, nous les appellerons 
carrés des longueurs des axes de la surface. Gela posé, nous 
avons l'identité 

<?(•*, y, z) — S(** -4- y* + z*)== ^ -t- ^ ^ - S(X- + Y' 2 -H- Z*). 


Le cône sur lequel s’annule Furi des deux membres se décom 
pose pour les trois valeurs suivantes de S : 


S,= 




1 

C* 


Donc Véquation en S a ses trois racines réelles ; elles repré¬ 
sentent les inverses des carrés des axes de la quadrique 

<p( x,y,z) = l. 

Pour que cette surface soit de révolution, il faut et il suffît 
que l’équation en S ait une racine double ; pour quelle soit une 
sphère, que l’équation en S admette une racine triple. 

Des considérations géométriques évidentes nous montrent que 
la sphère admet pour trièdre de symétrie tout trièdre trirectangle 
ayant pôur sommet son centre. Nous voyons de même que les 



330 SURFACES DU SECOND ORDRE OU QUADRIQUES 


quadriques de révolution (à centre unique) admettent comme 
trièdres de symétrie tous ceux qui ont pour sommet le centre et 
dont une arête se confond avec Taxe de la surface. Montrons 
qu’une quadrique 



yl 

B 


-h 



1 , 


où A, B, C sont distincts, possède un trièdre de symétrie unique. 
Il suffit d’établir qu’un rayon vecteur différent de l’un des axes 
n’est pas normal à cette surface ; considérons celui qui joint le 
centre au point (.r, y , z). La normale en ce point a pour para¬ 
mètres directeurs 

x y z 

T* iT "c” 

On écrit que sa direction se confond avec la direction (x, z) 
et un raisonnement bien simple fournit le résultat. 


Remarque. — Considérons encore la surface Q définie par 

? 0 , y, -)= 

* 

mais en supposant ccttc fois que le cône directeur 

rO, y, z) = o 

se décompose en deux plans. Nous pouvons encore chercher à 
quelle condition une sphère 

S(* 9 + .y â -hs a ) = t 

concentrique à la quadrique Q, lui sera tangente, et nous serons 
conduits, en développant les calculs, à la même équation que 
précédemment. Celle-ci exprime que la forme 

?7, z) — S(V -b y 1 ~b s 2 ) 

équivaut au produit de deux facteurs linéaires. Donc l’équation 
en S admet, dans l’hypothèse actuelle, au moins une racine 
nulle. Pour parachever cette étude, examinons d’abord le cas où 
le cône directeur se décompose en deux plans distincts 

P 1== 0, P 2 = 0. 
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La quadrique Q représentée par 

PiP 2 =l 

est un cylindre à centres. Le lecteur établira que deux de ses 
racines sont les inverses des carrés des axes de sa section droite; 
la troisième est nulle. 

Si le cône directeur se réduit à un plan double, la quadrique Q 
a une équation de la forme P 2 = t. Elle se réduit à un système 
de deux plans parallèles, symétriques par rapport à l’origine. 
L’équation en S n’a alors qu’une seule racine non nulle : elle re¬ 
présente l’inverse du carré de la distance de l’origine à l’un de 
ces plans. 

Considérons une quadrique à cône directeur quelconque, dé¬ 
composé ou non. Nous sommes maintenant à meme de dire à 
quelle condition elle est de révolution : il faut et il suffit que 
l’équation en S ait une racine double non nulle. 

199. Sections circulaires réelles îles quadriques. — 

Présentons d’abord une remarque importante pour la suite : les 
sections d’une quadrique par deux plans parallèles ont mêmes 
points à l’infini, à savoir ceux des génératrices du cône directeur 
qui sont parallèles à ces plans. Ces coniques sont donc homo¬ 
thétiques (n° 165). Pour une même raison, on obtient encore 
des coniques homothétiques en coupant par des plans parallèles 
deux quadriques dont le cône directeur est le même. Si donc un 
plan coupe une quadrique suivant un cercle, tous ceux qui lui 
sont parallèles coupent suivant des cercles cette quadrique ou 
celles qui ont le même cône directeur. 

Parmi les cylindres, le cylindre elliptique admet seul des sec¬ 
tions circulaires réelles. Les cercles situés sur la surface sont 
aussi sur des sphères ayant pour diamètre un axe de section 
droite : celles qui ont pour diamètre un petit axe donnent deux 
cercles imaginaires, celles qui ont pour diamètre un grand axe 
fournissent deux cercles réels. Il y a donc sur le cylindre ellip¬ 
tique deux familles de sections circulaires réelles : leurs direc¬ 
tions sont symétriques par rapport à celle des sections droites et 
sont parallèles aux grands axes de ces dernières. 
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Parmi les paraboloïdes, le paraboloïde elliptique nous donne 
seul des sections circulaires réelles. D’après la remarque précé¬ 
dente, le paraboloïde 



a mêmes directions de sections circulaires que le cylindre 

= 2a, 

P <1 

qui a pour section droite une section du paraboloïde par un plan 
perpendiculaire à son axe. Nous sommes donc ramenés au cas 
précédent. 

Prenons maintenant le cas d’une quadrique à centre 



D’après notre remarque du début, nous pouvons chercher seule¬ 
ment les sections circulaires dont le plan contient le centre. 
L’une d’elles est située sur une sphère concentrique à la qua¬ 
drique : cette sphère, ayant en commun avec la quadrique un 
premier cercle, en a nécessairement un second. Donc les sec¬ 
tions circulaires centrales s’obtiennent en coupant la surface par 
une sphère concentrique, de manière que l’intersection se dé¬ 
compose. Si, comme nous le supposons, A, B, C sont distincts, 
il y a trois sphères répondant à la question. Les carrés de leurs 
rayons sont A, B, C. ' 

Dans le cas de l’ellipsoïde 

+ + ( a>b>c ) 

a 2 O 2 c 2 ' 

ces trois sphères sont réelles, mais les deux sphères extrêmes 
sont l’une intérieure, l’autre extérieure à la surface, et ne don¬ 
nent pas de sections réelles. Il n’y a donc que deux sections cir¬ 
culaires réelles, dont les plans passent par le centre : elles se 
croisent aux extrémités de l’axe moyen. 
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Pour Thyperboloïde à une nappe, 



(<*>&), 


là sphère de rayon b est intérieure à la surface. Seule la sphère 
de rayon a fournit des sections circulaires réelles. 

L’hyperboloïde à deux nappes ne peut avoir de section réelle 
^passant par le centre autre qu'une hyperbole. Mais il n’est pas 
besoin, pour obtenir les sections circulaires de cette surface, 
d’un raisonnement nouveau. D’après la remarque du début, les 
sections par un même plan des deux hyperboloïdes 


x 2 
a 2 



et de leur cône asymptote sont homothétiques. Donc un cône 
réel du second ordre ou un hyperboloïde à deux nappes admettent, 
comme Thyperboloïde à une nappe, deux directions de sections 
circulaires réelles. 

Il en est ainsi de toutes les quadriques, exception faite des 
paraboloïdes hyperboliques et des cylindres paraboliques ou hy¬ 
perboliques. Les cercles réels situés sur une quadrique (s’ils 
existent) se subdivisent en deux familles. Comme exercice, nous 
demandons à l’élève de prouver que deux cercles de familles dif¬ 
férentes sont sur une même sphère, alors que deux cercles d’une 
même famille n’y sont jamais. 


200. Représentation paramétrique d’une quadrique. 
— On dit qu’une surface algébrique est urticursale si l’on peut 
exprimer les coordonnées x, y, z d’un de ses points en fonctions 
rationnelles de deux paramètres u et v . Si cette représentation 
est telle qu’à chaque point sur la surface corresponde un sys¬ 
tème unique de valeurs u, v, on dit que la représentation est 
propre (‘). 


( 4 ) Si l’on pose x = w 2 , y = v 2 ,z = uv y on obtient une représentation 
unicursale du code xy = z 2 . Elle est impropre, car au point du cône fourni 
par le système u , v correspond aussi le système — u, — v. 
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Théorème. — Toute surface du second ordre est unicursale . 
En effet, prenons pour origine un point de la surface. L’équa¬ 
tion de celle-ci s’écrit 

A * 2 - 4 - A' y ' 2 4 - A "s 2 4 - 2B yz 4- 4 - 2B "xy 

4- 2C# 4- 2C'y 4 - 2C // z = 0. 

Posons 

y — ux, z = vx. 

Ces équations représentent une droite, qui coupe la surface en 
un seul point, dont les coordonnées sont des fonctions de u et v : 
ces coordonnées seront donc rationnelles. De fait, nous obtenons 

x(k 4 - A'u 2 4 - AV 4 - 2Buv -f- 2B'v 4 - 2B"u) 

4- 2(C 4- C'a 4- C"t>) = 0 ; 

de là on tire x et on en déduit facilement y et z. (C. q. f. d.) 

Remarquons que la représentation ainsi obtenue est propre, 
en vertu des relations 

y z 

u = v = — y 

x x 

qui montrent qu’à un point (x, y, z) de la surface autre que O 
correspond un seul système de valeurs u, i\ 

On peut aussi obtenir une représentation qui mette en évidence 
les génératrices rectilignes, l’un des systèmes correspondant aux 
lignes u = const te , et l’autre aux lignes v = const te . Si la qua- 
drique a des génératrices réelles, on obtient ainsi des expressions 
réelles pour les coordonnées d’un point quelconque. Plaçons- 
nous dans ce cas. 

Indiquons d’abord la méthode qui permet d’obtenir les géné¬ 
ratrices à partir de l’équation de la quadrique. Coupons la sur¬ 
face par un plan tangent ; nous obtenons deux génératrices G t 
et G «2 de systèmes différents. Menonè un plan sécant variable 
par G 4 ; nous obtenons toutes les génératrices du même système 
que G 2 . De même, un plan passant par G 2 donnera celles de 
l’autre système. Soient 

Pi = Qi == 0, P 2 = Q 2 = 0 
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les systèmes d’équations représentant respectivement Gt et G 2 . 
Un plan passant par G t a pour équation 

Pi 4- XQi = 0 ; 

de meme, un plan passant par G 2 a pour équation 

P'2 "4“ (xQo ^ 0* 


L’ensemble de ces deux dernières équations représente une droite 
issue du point fixe commun aux deux génératrices G t et G 2 : elle 
rencontre la quadrique en un deuxième point, dont les coordon¬ 
nées sont des fonctions rationnelles de X et de jjl, qui, d’après ce 
qui précède, sont les paramètres des génératrices de chaque 
système : X reste constant sur les génératrices du même système 
que G 2 , et p. sur les autres génératrices. 

Appliquons cette méthode aux équations réduites: 

1° H y perbo loï n e a unr nappe. — Soit la surface 


X 2 

a 2 


^-^- 1 = 0 . 
b 2 c 2 


Le plan tangent x = a la coupe suivant les deux génératrices 



Un plan passant par G t détermine une génératrice du second 
système : 



Un plan passant par Gj détermine de même une génératrice du 
premier système : 
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Les quatre dernières équations forment un système compatible, 
puisque deux génératrices de systèmes différents sont dans un 
même plan. En le résolvant en x, y, s, on obtient la représenta¬ 
tion paramétrique cherchée : 


a 


X — [X 

: x-+V 


y _ j - 4 - Xfx z _ 1 — X t a 

6 X “f* p. c X -f* {x 


2° Paraboloïde hyperbolique. — Considérons deux longueurs 
positives p et q , et le paraboloïde hyperbolique 



Le plan tangent x = 0 détermine dans la surface les génératrices 


/ ,r = 0, / æ=r0, 

Gi < y _et G 2 j y _ z 

( \/p vV ( v//> 7? 

De là, on déduit comme précédemment les deux systèmes de 
génératrices 


- 7 = 4- - 7 = = 2Xx, 

v/> vy 

\Zp\Zq' A 


7 = = 2 (xx, 

V7> V7 
X_i_ 3 _J_ 

Æ 7* .7 


De ces quatre équations compatibles, on déduit la représentation 
paramétrique 


a? = 


2X(jl’ 


2 i- = l + l 

/p 1^ * 


2 jl = ±_J_. 

y/y H- ^ 


Exercice. — Montrer que la surface représentée par les trois 
équations 

x = æ 0 4- au -f- a’v 4- a"ur, * 

y -=z y Q ~}~ bu b’v -h 6"UV, 
z = z 0 4- eu 4- c'r 4- c"uv 

est en général un paraboloïde hyperbolique. On fera voir, pour cela, 
qu’elle admet deux systèmes de génératrices, et que chaque système 
est formé cfe droites parallèles à un même plan. 
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II. — Lias problèmes graphiques sur les quadriques 
convexes. 

201. Toute quadrique qui n’admet pas de génératrices réelles 
n’a en commun avec chacun de ses plans tangents que son point 
de contact ; elle est donc située tout entière d’un même côté, 
par rapport à l’un quelconque de ces plans. Pour exprimer cette 
propriété, nous donnerons à toutes ces quadriques le nom de 
quadriques convexes. Cette catégorie comprend : l’ellipsoïde, 
l’hyperboloïde à deux nappes et le paraboloïde elliptique. 

Nous allons montrer comment les théories exposées dans la 
section précédente permettent de résoudre simplement, pour ces 
surfaces, deux problèmes importants pour les applications gra¬ 
phiques : 

1° Intersection avec une droite ; 

2° Plans tangents menés par une droite. 

Toute quadrique convexe peut se déduire, nous l’avons vu, 
d’une quadrique de révolution, en dilatant ou réduisant par rap¬ 
port à un plan méridien les ordonnées de cette dernière. Nous 
pouvons donc nous borner à résoudre ces problèmes pour l’el¬ 
lipsoïde de révolution, l’hyperboloïde de révolution à deux nappes 
et le paraboloïde de révolution. Ces trois surfaces possèdent en 
commun la propriété suivante : 

Elles ont au moins un sommet réel sur l’axe de révolution. 
Désignons par S ce point et convenons que l’axe de la surface 
est vertical. Nous allons établir la proposition suivante : 

Tout cône de sommet S qui s'appuie sur une section plane 
de la surface admet les plans horizontaux comme plans de 
sections circulaires . 

En effet, un tel cône et la quadrique, ayant en commun une 
première courbe du second ordre, en ont une seconde, qui pos¬ 
sède en S un point d’ordre deux. Donc elle se décompose en 
deux droites, situées dans le plan tangent en S à la quadrique. 
Ces deux droites sont les droites isotropes menées par S danfc ce 
Bouligand. — Géojn. anal. 24 * 
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plan. Tout plan horizontal, parallèle au plan tangent en S, coupe 
le cône suivant une conique qui passe par les points à l'infini de 
ces droites, c’est-à-dire suivant un cercle. (C. q. f. d.) 

Cette proposition fournit immédiatement la solution des deux 
problèmes proposés pour l’ellipsoïde et l’hyperboloïde à deux 
nappes. 

Prenons, par exemple, un ellipsoïde de révolution: soit à trou¬ 
ver ses points de rencontre avec une droite D. Par D, l’on mène 
un plan auxiliaire, qui coupe l’ellipsoïde suivant une courbe, dont 
la perspective, faite d’un des sommets situés sur l’axe, sur un 
plan perpendiculaire à l’axe, est une circonférence. Des points 
de rencontre de celle-ci avec la perspective de D, l’on déduit les 
points cherchés. 

Si l’on fait varier le plan auxiliaire mené par D, les cercles du 
plan horizontal, obtenus comme perspectives des sections de ces 
plans, forment un faisceau : ils passent en effet par les perspec¬ 
tives des points de rencontre de D et de l’ellipsoïde. Si ces points 
sont réels, ce faisceau n’a pas de points limites réels. Par contre, 
si D est extérieure à l’ellipsoïde, le faisceau a deux points limites, 
qui sont les perspectives des points de contact des plans tangents 
menés de D. Notre second problème est donc résolu. 

On pourrait opérer de même pour le paraboloïde, en mettant 
en jeu son unique sommet. Mais il est préférable d’utiliser la 
proposition importante que voici : 

Toute section plane d’un paraboloïde de révolution se pro¬ 
jette sur un plan perpendiculaire à l’axe suivant un cercle. 

Cette proposition peut être regardée comme un cas limite de 
la précédente, en supposant que l’on parte d’un ellipsoïde et que 
l’un de ses sommets s’éloigne indéfiniment, de manière que la 
surface tende vers un paraboloïde. Mais on peut aussi démontrer 
ce résultat directement. Notre cylindre et notre paraboloïde ont 
leurs axes parallèles : comme ils ont une conique commune, les 
plans directeurs, pour l’un et l’autre, sont parallèles aux directions 
asymptotiques de cette conique. Le cylindre projetant a donc 
des plans directeurs isotropes, et, par suite, la projection consi¬ 
dérée est un cercle. 
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Pour résoudre sur le paraboloïde les deux problèmes indiqués, 
on opère donc comme précédemment, mais cette fois avec l’avan¬ 
tage de remplacer une projection conique par une projection 
orthogonale. 

Nous avons déjà donné (n° 120) la solution des mêmes ques¬ 
tions, dans le cas des quadriques réglées. 


III. — Propriétés projectives des quadriques ( 1 ). 
Pôles et plans polaires. 

202. Points conjugués par rapport à une quadrique. 
Plan tangent en un point. — On dit que deux points 
Mi(æi, y u -i, ^i) et M 2 (x 2l t/ 2 , s 2 , t 2 ) sont conjugués par rapport à 
une quadrique, s’ils divisent harmoniquement la corde de la qua¬ 
drique portée par la droite MiM 2 . Soit la surface du second 
ordre 

/'(>, y, z, Q = 0. 

On démontre, comme en géométrie plane, que la relation 

x ifL -H y if y, + Z ifz. 1 + tifi = 0, 

ou, indifféremment, 

X ifx , y2fy t -H Z 2f'zt H- hfti — 0» 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que et M 2 
soient conjugués. 

Le lieu des conjugués d’un point fixe M t est le plan 

X fx , }Jfyt + Z fz , + Ifl « = 9? 

qu’on nomme plan polaire de M 4 . Si Mi est sur la surfaçe, cette 
équation n’est autre que celle du plan tangent en Mi. Donc, le 
plan tangent à une quadrique est le lieu des conjugués de son 
point de contact. 

(i) Nous avons déjà rencontré de telles propriétés (n°* 118 et 119); nous 
conseillons vivement à l'élève de se reporter aux théories générales de l’ho- 
' mographie. 
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203. Théorie des pôles et plans polaires pour une 
quadrique non développable. — La qnadriquc considérée 
n’a pas de point singulier. Soit M t un point non situé sur cette 
quadrique. On peut lui mener par M t une infinité de plans tan¬ 
gents, formant une famille à un paramètre : le point de contact 
de l’un de ses plans tangents, étant conjugué de M A , se trouve 
dans son plan polaire. Tous les plans tangents issus de M t enve¬ 
loppent le cône circonscrit à la surface, de sommet Mj. La courbe 
de contact de ce cône et de la quadrique est donc l’intersection 
de cette dernière et du plan polaire de Mj. 

Pour avoir l’équation de ce cône, il suffit d’ailleurs d’appli¬ 
quer la méthode (n° 172) qui nous a donné l’équation de l’en¬ 
semble des tangentes à une courbe du second ordre. Pour que 
le point (æ, y , z, t) soit sur le cône circonscrit de sommet il 
faut et il suffit que l’équation 

f(x i -f- \x , j/i *4- Xy, z i -f- Xz, ti -f- X0 = 0 
ait une racine double en X. L’équation cherchée est donc 

OA -t- yfu -+• 2 A + A',) 2 — VO. z . 0/0»> 2 /i. «t, /.) = o. 

Définissons maintenant le pôle d’un plan ; s’il s’agit d’un plan 
tangent, on peut le regarder comme le plan polaire de son point 
de contact, qui, par définition, est le pôle en question. Soit main¬ 
tenant un plan P non tangent ; il coupe la quadrique suivant une 
conique indécomposée ; prenons sur celle-ci trois points A, B, C. 
Les plans tangents à la quadrique en ces points se coupent en 
un point M et un seul. Le plan polaire de M contient les points 
A, B, C, donc c’est le plan P. Il y a donc un point et un seul 
ayant P comme plan polaire, et on l’appelle le pôle de ce plan. 

La réciprocité entre deux points conjugués entraîne la propriété 
suivante : 

Si un point est dans un plan, le plan polaire du point con¬ 
tient le pôle du plan. 

204. Droites conjuguées. — Supposons qu’un point M décrive 
une droite D. Nous allons montrer que le plan polaire de M con- 



PÔLES ET PLANS POLAIRES 341 

tient une droite fixe A, et, en outre, qii’il y a réciprocité entre D 
et A, auxquelles on donne le nom de droites conjuguées . 

Pour l’établir, prenons sur D deux points M 7 et M*, dont les 
plans polaires, P 7 et P", se coupent suivant une droite A. Tout 
point de A est conjugué de M 7 et de M" par rapport à la surface. 
Donc le plan polaire d’un point de A contient la droite M'M". 
En outre, un point quelconque de M 7 M" est conjugué de tout 
point de A, donc le plan polaire d’un point M de D passe par A : 
il y a bien réciprocité. (C. q. f. d.) 

Soient x\ y', z\ i! et x\ y\ z\ t" les coordonnées homogènes 
des points M 7 et M". Celles d’un point M de D sont 

x 1 -f- y ' -b \y\ z 1 -f- Xs"; /' -b M". 

Son plan polaire a donc pour équation 

(x' -b a af)f' a + (t/ 7 -b lyTr + O' + + (*' Hh M')f[ - 0. 

On retrouve ainsi que ce plan passe par une droite fixe, et on 
aperçoit en outre la propriété suivante : 

Le rapport anharmoniqae de quatre positions de M sur D est 
égal à celui de leurs quatre plans polaires autour de A. 

En prenant pour M 7 et M" les points de rencontre de D et de la 
quadrique, on obtient le résultat suivant : 

La droite conjuguée d’une droite D est encore Vintersection 
des plans tangents aux points où D perce la quadrique ; c’est 
aussi , à cause de la réciprocité, la droite qui joint les points 
de contact des plans tangents menés par D. 

Si D est tangente à la surface en un point M, le plan tangent en 
M contient la conjuguée A. Le plan polaire d’un autre point de D 
coupe le plan tangent suivant une droite issue de M et conjuguée 
harmonique de D par rapport “aux deux génératrices du point M. 
Donc une tangente à la surface a pour conjuguée une autre tangente 
en ce point, et ces deux droites forment un faisceau harmonique 
avec les génératrices de ce point. 

Théorème. — Le lieu des pôles d’une droite par rapport aux 
sections coniques dont les plans passent par cette droite est 
la droite conjuguée . 
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En effet, menons par D un plan quelconque, et soit p. le pôle 
de D par rapport à la section qu’il détermine. La droite conju¬ 
guée A de D coupe ce plan en un point conjugué de tous les 
points de D, c’est-à-dire en un point qui se confond avec jx. 
(C. q. f. d.) 

205. Cas du cône. — Si une quadrique présente un point double, 
il est conjugué de n’importe quel autre point. Donc le plan polaire 
d’un point M quelconque passe par le sommet; ce plan est d’ailleurs 
celui des génératrices de contact des plans tangents au cône menés 
de M. Le plan polaire du sommet est indéterminé. 

Un plan passant par le sommet possède une infinité de pôles, 
situés sur la droite commune aux deux plans tangents le long des 
génératrices qu’il détermine dans le cône. On ne peut guère parler 
du pôle d’un plan ne passant pas par le sommet. 

Une droite D passant par le sommet admet une infinité de conju¬ 
guées situées dans le plan polaire d’un de ses poinis. Si D ne passe 
pas par le sommet, elle a une conjuguée et une seule, qui n’est autre 
que la droite, lieu des pôles du plan passant par le sommet et D. 


IV. — Propriétés du type linéaire. 

Plans diamétraux et diamètres. 

206. Plan diamétral conjugué d’une direction de 
cordes. — Suivant une marche analogue à celle qui nous a 
conduit, pour les coniques, à la théorie des diamètres, nous ap¬ 
pliquerons les résultats de la section précédente, en supposant 
que certains points soient rejetés à l’infini. 

Cherchons, en particulier, ce que devient le théorème du plan 
polaire quand le point est rejeté à l’infini ; soient alors oc, (3, y, 0 
ses coordonnées homogènes. Toutes les cordes issues de ce peint 
sont parallèles à la direction (a, [B, y), et, sur chacune d’elles, le 
conjugué, par rapport aux extrémités, du point à l’infini, en oc¬ 
cupe le milieu. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Le lieu des milieux des cordes parallèles à la direction (a, (3, y) 
est le plan 

(t) a/ r i4-^4-y/’^ ==0, 

qu'on nomme plan diamétral conjugué de la direction (a, (3, y). 
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Cette équation convient (voyez n° 175), que les coordonnées 
soient ou non homogènes. 

Le point (a, p, y, 0) n’est situé sur la quadrique que si la di¬ 
rection (a, p, y) est parallèle aune génératrice du cône directeur* 
Chaque parallèle coupe alors la surface en un seul point à dis¬ 
tance finie. La recherche du lieu du milieu des cordes ne se pose 
plus. Mais, pour sauvegarder la généralité de certaines récipro¬ 
ques, on dit encore que l’équation (1) représente un plan diamé¬ 
tral, auquel on donne le nom de plan diamétral singulier. Dans 
le cas d’une quadrique à centre, un plan diamétral singulier est 
tangent au cône asymptote le long de la génératrice à laquelle 
il correspond, puisque ce plan est tangent à la quadrique au point 
à l'infini de cette génératrice (*). 


207. Propriétés des plans diamétraux: 1° dans les qua- 
driques à centre unique. — Une telle surface coupe le plan de 
l’infini suivant une conique indécomposée C. Soit M le point à 
l'infini sur la direction (a, p, y) ; supposons que M ne soit pas 
sur C, son plan polaire coupe le plan de l’infini suivant la polaire 
de M par rapport à C. En outre, il passe par le centre, qui est le 
pôle du plan de l’infini. On peut donc énoncer le théorème sui¬ 
vant : 

Dans un ellipsoïde ou un hyperboloïde, tous les plans diamé¬ 
traux passent par le centre . En outre, si le plan diamétral 
d’une direction d contient la direction o, le plan diamétral 
de la direction o contient la direction d (conséquence de la 
proposition du n° 171). 

Inversement, tout plan passant par le centre peut s’écrire sous la 
forme 

< + Wj4-y/ï = 0 

et être considéré comme le plan diamétral conjugué d’une direction 
(a, P? y)* Gela résulte encore de ce que ce plan, passant par le pôle 
du plan de l’infini, a son pôle à l’infini. 


0) Se souvenir que le cône asymptote est le cône circonscrit à la quadrique 
le long de sa conique à l’infini. 
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Le plan diamétral d’une direction d est le plan de la courbe 
de contact du cylindre circonscrit parallèlement à d . Remar¬ 
quons enfin que le plan diamétral d’une direction est le même 
dans la quadrique et dans le cône asymptote, puisque ces sur¬ 
faces ont même centre, et même conique à l'infini. Dans le cône 
asymptote, le plan diamétral d’une droite issue du sommet se 
confond d'ailleurs avec le plan polaire d’un point de cette 
droite. 

2° Dans les paraboloïdes. — Le plan diamétral de la direction 
(a, p, y) est parallèle au plan 

zy'x "4“ *4- YŸ* ^ 0. 

Puisque la forme cp(#, y, z) se décompose, les trois plans 

= 'j>y ~ 0, cpf = o 

ont une droite commune, parallèle à l’axe du paraboloïde. 
Donc tous les plans diamétraux sont parallèles à cette droite. 
Ainsi : 

Dans un paraboloïde, tout plan diamétral est parallèle à 
Vaxe. 

On pourrait encore le démontrer en remarquant que la polaire 
de M par rapport à la conique à l’infini, réduite à deux droites, 
passe par le point commun à ces droites, qui est le point à l’in¬ 
fini de l'axe. 

Inversement, tout plan parallèle à l’axe est un plan diamétral. 
Toutefois la trace d’un tel plan sur le plan de l’infini possède une 
infinité de pôles, alignés avec le point à l’infini sur l’axe. Donc 
la direction à laquelle il correspond est indéterminée. Elle obéit 
à la seule condition d’être parallèle à un plan contenant l’axe, et 
dont la direction est conjuguée harmonique de celle du plan 
donné par rapport à celles des plans directeurs. De là résulte la 
notion de plans diamétraux conjugués. 

Prenons le plan diamétral d’une certaine direction c?, et, dans 
ce plan, une direction S. Son plan diamétral est parallèle à d. 
A ces plans, liés, quant à leurs directions, par un caractère 
de réciprocité, on donne le nom de plans diamétraux conjugués. 
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L’élève montrera qu’en prenant pour asOz et yOz deux plans 
diamétraux conjugués, et pour plan xOy le plan tangent au 
point O de leur intersection situé sur la surface, l’équation de 
celle-ci prend la forme 


ï! 

P' 


H- 



3° Dans les cylindres. — La théorie des plans diamétraux ne 
diffère pas essentiellement de celle des diamètres dans les coni¬ 
ques. Nous laissons au lecteur le soin de la développer. 


208. Diamètre conjugué d’une direction de plans. — 
Théorème. — Les plans diamétraux de toutes les directions 
d'un plan P passent par une même droite } qu'on appelle dia¬ 
mètre conjugué du plan P. 

En effet, le plan P coupe le plan de l’infini suivant une droite A, 
dont les points correspondent nux différentes directions du plan P ; 
soit M l’un d’eux ; le plan diamétral conjugué de la direction 
correspondante, c’est-à-dire le plan polaire de M, passe par la 
droite conjuguée de A. (C. q. f. d.) 

Le diamètre du plan P est encore le lieu des pôles de A par 
rapport aux sections dont les plans contiennent cette droite. C’est 
donc le lieu des centres des coniques situées dans des plans pa¬ 
rallèles au plan P. 

Donnons aussi une démonstration analytique du théorème pré¬ 
cédent. Soit 

ux -f- vy 4- wz = 0 

le plan mené par O parallèlement à P. Soit (a, fi, y) une direc¬ 
tion parallèle à ce plan, c’est-à-dire telle que 

(2) lia -f- vfJ -f- toy == 0. 

Son plan diamétral 
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passe, quels que soient les nombres «, p, y liés par la relation (2), 
par la droite 

(3) • 

U V w 

qui est le diamètre du plan P. 

Toutes les fois qu’on demande le centre d’une section de la 
quadrique par un plan 

ux -f- vy -h wz -h h = 0 

parallèle à P, il suffit de prendre l’intersection de ce plan et de 
son diamètre conjugué défini par les équations (3). 

209. Disposition des diamètres : 1° dans les quadriques 
à centre unique. — Tout diamètre passe par le centre. Le dia¬ 
mètre conjugué d’un plan est le même dans la quadrique et dans 
son cône asymptote, puisque ces deux quadriques ont même 
centre et même conique à l’infini. Donc un plan coupe la qua¬ 
drique et son cône asymptote suivant deux coniques, qui sont, 
non seulement homothétiques, mais encore concentriques. 


Cette dernière propriété peut d’ailleurs se rattacher aux considéra¬ 
tions suivantes : un plan coupe la quadrique et son cône asymptote 
suivant deux coniques bitangcntcs (puisque ce cône est circonscrit à 
la quadrique le long de sa conique h l’infini). Donc ces coniques ont 
mêmes points h l’infini, et, en outre, la droite de l’infini a même pôle 
par rapport ù chacune d’elles, donc elles sont homothétiques et con¬ 
centriques, sauf toutefois si le plan est un plan de section parabolique. 
De bitangcntcs, elles deviennent alors (les deux points de contact se 
confondant) surosculatrices. Par un passage à la limite, on en conclut 
aisément que tout point (te la tangente au point de contact A a même 
polaire par rapport A ces deux coniques^) et par suite qu’en menaal 
par A deux droites AMR et AM'IV, la corde MM 7 delà première conique 
et la corde RR 7 de la seconde se coupent sur la tangente en A. Donc si le 
plan considéré coupe le cône asymptote suivant des paraboles, la figure 
MRR'M' devient un parallélogramme, dont les côtés MR et M'R' ont 


0) Dans le cas de deux coniques bitangcntcs, cette propriété appartient à 
tout point de la corde des contacts. 
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la direction de l’axe. Les deux paraboles sc déduisent donc l’une de 

l’autre par une translation parallèle à 
cet axe. Dans ce cas, la conjuguée de 
la droite à l’infini de leur plan P est 
la génératrice de contact du cône 
asymptote et de son plan tangent 
parallèle au plan P. Cette droite satis¬ 
fait à la définition du diamètre, c’est- 
à-dire qu’elle est dans le plan dia¬ 
métral de chaque direction de P ; 
mais les sections parallèles à P n’ont 
plus de centres, à l’exception de celle 
qui contient le sommet du cône 
asymptote et qui est formée d’un 
système de deux droites parallèles ; 
celle-là possède une infinité de centres, 
dont le lieu est justement le diamètre en question. 

2° Dans les paraboloïdes. — Supposons que le plan P ne soit 
parallèle ni aux plans directeurs, ni à leur intersectipn. La co¬ 
nique à l’infini du paraboloïde sc réduit à deux droites, mais la 
droite à l’infini A du plan P ne passe pas par leur point commun. 
Donc elle n’est pas tangente à la surface. Sa conjuguée joint les 
points de contact des plans tangents menés de A à la quadrique. 
Or ces plans sont tout d’abord le plan de l’infini, ensuite le plan 
tangent au paraboloïde parallèle à P. En définitive, nous obte¬ 
nons donc le résultat suivant : 

Le diamètre conjugué dû plan P est la parallèle à Vaxe 
menée par le point de contact du paraboloïde et de son plan 
tangent parallèle au plan P. 

Ce dernier est facile à déterminer graphiquement pour un para- 
boloïdc hyperbolique. On connaît en effet la direction des génératrices 
de contact, qui sont parallèles aux intersections de P par les plans 
directeurs. On est donc ramené à trouver des droites de direction 
donnée, s’appuyant chacune sur deux droites données. On ramène 
le cas du paraboloïde elliptique à celui du paraboloïde de révolution. 
Nous laissons au lecteur le soin de déterminer, dans ce cas, un plan 
tangent de direction connue. 

Si P est parallèle à l’axe sans l’être à un plan directeur, sa 
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droite à l’infini A passe par le point commun aux deux généra¬ 
trices à l'infini. Dans ce cas, nous l’avons déjà vu, les plans dia¬ 
métraux des diverses directions du plan P sont parallèles. Tous 
les plans parallèles à P donnant pour sections des paraboles, il 
n’y a pas d’ailleurs de lieu de centres. Enfin si P est parallèle à 
un plan directeur, les plans diamétraux des directions de P sotlt 
parallèles à P. 

3° Dans les cylindres. — Pour un cylindre à centres, un seul 
diamètre, qui est le lieu des centres. Ce diamètre disparaît lorsque 
le cylindre devient parabolique. 

210. Systèmes de trois diamètres conjugués dans 
l’ellipsoïde ou les hyperboloïdes. — Considérons une qua- 
drique à cône directeur indécomposé, et la conique T suivant 
laquelle elle coupe le plan de l’infini. Considérons un trièdre 
ayant pour sommet le centre de la quadrique, les points à l’in¬ 
fini de ses arêtes formant un triangle conjugué (n° 173) par 
rapport à la conique F. Ce trièdre possède les propriétés sui¬ 
vantes : 

1° Chaque arête est le diamètre conjugué de la face oppo¬ 
sée ; 

2° Chaque face est le plan diamétral conjugué de Varête 
opposée . 

Si Ton prend un système d’axes obliques, les axes étant les 
arêtes d’un tel trièdre, la surface aura une équation de la forme 



Le raisonnement fait au n° 198 pour montrer qu’une quadrique 
non de révolution admet un trièdre de symétrie unique, montre 
par là-même que, pa^mi les trièdres précédents, un seul est tri- 
rectangle ; c’est précisément ce trièdre de symétrie. 

211. Contour apparent d’une quadrique. — Projetons 
orthogonalement les points d’une quadrique sur un plan que, 
pour là commodité de l’exposition, nous supposerons horizontal. 
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La courbe de contact du cylindre circonscrit à génératrices ver¬ 
ticales constitue le contour apparent dans l'espace : le plan de 
cette courbe est le plan diamétral conjugué des cordes verticales. 
Si la surface est convexe, ses points se projettent tous dans la 
concavité du contour apparent en projection ; par contre, si elle 
a des génératrices réelles, ses points se projettent dans la con¬ 
vexité de ce contour apparent. Cette courbe est alors l'enveloppe 
des,projections des génératrices. S’il existe sur la quadriqueune 
génératrice verticale, il y en a une deuxième de système diffé¬ 
rent, s’il s’agit d’un hyperboloïde, et alors le contour apparent se 
réduit à un système de deux points ; ou bien, s’il s’agit d’un pa- 
raboloïde, cette génératrice est unique : le contour apparent est 
alors formé de la trace de cette génératrice et du point à l’infini 
sur la trace du plan directeur vertical. 

Pour un cône, le contour apparent comprend deux généra¬ 
trices, réelles ou imaginaires. Lorsque le cône admet une géné¬ 
ratrice verticale, son contour apparent se réduit à deux points 
confondus sur la trace horizontale du plan tangent le long de 
cette génératrice. 

Si deux quadriques sont circonscrites le long d’une conique, 
leurs contours apparents sont bitangents, et chacun d’eux l’est 
à la projection de cette conique. Nous laissons à l’élève le soin 
de l’établir. En particulier, si le contour apparent d’un hyperbo- " 
loïde est une hyperbole, celle-ci a pour asymptotes le contour 
apparent en projection du cône asymptote. 


V. — Équations tangentielles des quadriques. 


212. Nous avons vu qu’une quadrique non développable pos¬ 
sède une seule équation tangentielle. Ainsi la surface 



a pour équation tangentielle 

Au 2 -+- Bu 2 h- Cio 2 — r 2 — 0. 
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Celle du paraboloïde 



est 

pu 2 -\-qv- — 2wr — 0. 

Inversement, une équation tangentielle 
(1) f(u, V, w, r) = 0 

dont le premier membre est un polynôme homogène du second 
degré, impose, en général, à un plan d'envelopper une quadrique 
non développable. Toutefois, si, remplaçant u, », w , r para:, ?/, z , t 
on obtient l’équation ponctuelle d’un cône, la condition exprimée 
par l’équation (t) e^t que le plan reste tangent à une conique 
dont le plan est corrélatif du sommet de ce cône. 

Un cône a deux équations tangentielles : l’une exprime que le 
plan tangent passe par le sommet. L’autre, du second ordre, re¬ 
présenterait, prise isolément, une quadrique non développable 
(ou une conique), à laquelle le cône serait circonscrit (ou par 
laquelle il passerait). Ainsi le cône 



a pour équations tangentielles 

a l u 2 b*v 2 — chv* = 0, r = 0, 

(conique du plan de l’infini) (équation du point O). 

Cônes supplémentaires. — Soit 

*/,*)== o 

un cône ayant pour sommet l’origine. Il a pour équations tan¬ 
gentielles 

vJ*(h, v, w ) = 0, r = 0. 

Considérons un plan tangent à ce cône, soit 
ux -4- vy 4- wz = 0. 

Menons par O la perpendiculaire à ce plan. Elle a pour para- 
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mètres directeurs u, v, w. Le lieu de cette perpendiculaire est 
donc le cône 

'K*, .v » z ) = 0- 

qu’on nomme le cône supplémentaire. Il y a réciprocité entre 
ces deux cônes : on peut le déduire de la réciprocité enfte les 
formes <p et <J> (il est clair que n’est autre que le premier membre 
de l’équation tangentielle de la conique représentée ponctuelle¬ 
ment par cp = 0 , quand x, y , z représentent les coordonnées ho¬ 
mogènes d’un point du plan). Il est facile aussi d’en donner une 
démonstration géométrique : nous invitons l’élève à la recher¬ 
cher, et à montrer que les bases de ces cônes dans un plan, 
situé à l’unité de distance de leur sommet, sont des courbes cor¬ 
rélatives. 



CHAPITRE XII 

INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES 


I. — Cas de décomposition. 

213. Deux quadriques se coupent suivant une courbe d’ordre 
quatre, ou suivant un système de courbes dont la somme des 
ordres est quatre ; ce système peut donc comprendre : 

\° une droite et une cubique gauche ; 

2° deux coniques, pouvant se confondre, pouvant aussi se ré¬ 
duire individuellement à deux droites, distinctes ou non. 

Nous étudierons d’abord les cas de décomposition. 

214. Quadriques ayant une génératrice commune.— 
Soient deux quadriques Q et Q', non réduites à des cônes, et 
possédant en commun une génératrice G. Nous distinguerons 
deux cas : 

Premier cas : les plans tangents à Q et Q' en un point de G 
ne coïncident pas en général. — Un plan variable P, passant 
par G, coupe Q suivant une autre droite D, et Q' suivant une 
autre droite D', dont le point commun M décrit la partie C de 
l’intersection distincte de G. Pour que C rencontre G, il faut et 
il suffit que M vienne sur G, ou que, pour un plan P particulier, 
D et D' se coupent sur G. Ce plan devrait donc être tangent en 
un même point de G à Q et à Q'. Or, si P tourne autour de G, 



CAS DE DÉCOMPOSITION 


353 


ses points de contact avec Q et Q' se correspondent homographi- 
quement sur cette droite, car, d’après une proposition établie au 
n° 121, le rapport anharmonique de quatre positions Pi, P 2 , P 3 , P*, 
du plan P est égal, d’une part à celui de leurs points de contact 
avec Q, d’autre part à celui de leurs points de contact avec Q'. 
Cette homographie possède, dans le cas actuel, deux points 
doubles A et B. Donc la courbe C rencontre la génératrice G 
en ces points, qui sont des points d’ordre deux de l’intersection 
totale. 

Cette courbe C, qui est, dans le cas général, une cubique 
gauche (il n’y a pas de cubique plane sur une quadrique), peut 
elle-même se décomposer. Pour qu’il en soit ainsi, il faut que les 
deux quadriques possèdent en commun une autre droite G t : si 
elle est du même système que G, les droites AAi et BB t qui la 
rencontrent et qui sont situées dans les plans tangents en A et B, 
ont trois points communs avec chaque quadrique, et, par suite, 
appartiennent à l’intersection, qui se réduit à un quadrilatère 
gauche. Si G et G] sont de systèmes différents, appelons A leur 
point commun. Si, au deuxième point B de G, où les plans tan¬ 
gents coïncident, les génératrices du même système que Gi, pour 
l’une et l’autre quadrique, sont distinctes, l’intersection com¬ 
prend, outre G et G t , une conique indécomposée s’appuyant sur 
ces droites, etc... 

Second cas : en chaque point de G, Q et Q' ont même plan tan¬ 
gent. — Chaque point de G est alors un point d’ordre deux de 
l’intersection (au moins). Cela posé, un plan sécant P, passant 
par G, coupe Q et Q' suivant des droites D et D' issues d’un 
même point de G. Les points de l’intersection extérieurs à G ne 
peuvent provenir que de la confusion des droites D et D', qui 
correspondent à certains plans P. Cette circonstance peut se pro¬ 
duire au plus pour deux positions du plan P, puisque si Q et Q' 
avaient en commun trois génératrices de même système, elles 
coïncideraient. Dans ce cas, Q et Q' ont donc en commun la 
génératrice G, qui compte pour deux unités, plus deux autres 
génératrices, distinctes ou confondues. 

Bouligand. — Géom. anal. 23 
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Remarque. — Dans cette discussion, nous avons laissé de côté 
le cas où Tune de nos quadriques serait un cône. Supposons que Q 
soit un cône ayant une génératrice G commune avec une autre 
quadrique Q'. Si le long de G, Q et Q' ont le même plan tangent 
(second cas), Q' est aussi un cône. Ces cônes ont en commun la 
génératrice double G, et en général une conique. Mais il peut 
aussi se faire que G compte pour plus de deux unités. Si G compte 
pour trois, l’intersection comprendra une autre génératrice (cônes 
osculateurs) ; G pourra enfin, comptant pour quatre, former à 
elle seule l’intersection (cônes surosculateurs). Dans ces deux 
derniers cas, les sommets sont confondus. 

Si Q et Q' sont deux cônes de sommets différents, ayant une 
génératrice G commune, mais non tangents le longde G, ils ne peu¬ 
vent avoir en commun d’autres génératrices. Donc le reste de leur 
intersection est une cubique gauche passant par leurs sommets. 

Si Q est un cône et Q' une quadrique non développable, possé¬ 
dant une génératrice G commune, il y a décomposition de la 
cubique, dans le cas seulement où la deuxième génératrice de Q r 
issue du sommet du cône est sur ce cône. 

215. Quadriques se coupant suivant deux coniques. 
— Si deux quadriques ont en commun une première conique, 
elles en ont une seconde, qui peut se décomposer, mais alors, 
ayant une droite commune (et même deux), on peut leur appli¬ 
quer la discussion précédente. Nous n’y reviendrons pas. 

Soient donc C et D les deux coniques indécomposées, com¬ 
munes aux quadriques Q et Q'. Supposons d’abord ces courbes 
distinctes. Leurs plans se coupent suivant une droite A, qui ren¬ 
contre la quadrique Q en deux points A et B. Donc A et B sont 
communs à C et D, par suite aussi à Q et Q'. Donc en A et Bf 
ces surfaces ont le même plan tangent. 

Il peut arriver que Q et Q' aient en commun une conique 
double C. Chaque point de C étant un point d’ordre deux de l'in¬ 
tersection, Q et Q' sont tangentes le long de C, et admettent le 
même cône circonscrit suivant ces coniques. Des deux quadriques 
considérées, l’une est alors inscrite dans l’autre. 
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216. Comment reconnaître si l’intersection se décom¬ 
pose. — Ainsi, toutes les fois que l'intersection se décompose, 
en deux au moins de ses points, les deux surfaces admettent le 
même plan tangent, si l’on raisonne sur des surfaces non réduites 
à des cônes. On donne à cet énoncé une forme s’appliquant à 
tous les cas en le libellant ainsi : 

Si Vintersection de deux qaadriques se décompose, elle pré¬ 
sente au moins deux points d'ordre deux (ou un point d’ordre 
supérieur). 

Inversement, si l'intersection de deux quadriques présente 
deux points d'ordre deux, elle se décompose. 

En effet, soient A et B ces points. Par AB et un point M de 
l’intersection, extérieur à cette droite, faisons passer un plan. Il 
coupe la courbe en cinq points au moins. Comme elle est d’ordre 
quatre, l’intersection se décompose. Ou bien AB est génératrice 
commune, et nous tombons dans le cas examiné au n° 214, ou 
bien il n’en est pas ainsi, le plan ABM coupe alors les deux qua¬ 
driques suivant deux coniques, qui, ayant plus de quatre points 
communs, sont confondues. 

Remarque. — S’il existe sur l’intersection trois points d’ordre 
deux non en ligne droite, elle se réduit à une conique double, 
susceptible de décomposition. 

Théorème. — Deux quadriques circonscrites à une même 
troisième se coupent suivant deux coniques, dont les plans 
forment un faisceau harmonique avec ceux des courbes de 
contact. 

Soient la quadrique Q circonscrite à une autre, S, le long d’une 
conique T, et une quadrique Q' circonscrite à S le long de F'. 
Aux points A et B communs à F et T' sur S, Q et Q' ont le 
même plan tangent, celui de S ; comme AB n’est pas généra¬ 
trice commune, Q et Q' se coupent suivant deux coniques dont 
les plans passent par AB. Reste à montrer que ces plans sont 
conjugués par rapport à ceux de T et F' : prenons les traces de 
nos quatre plans sur un plan sécant, qui détermine, dans Q et 
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deux coniques ( q ) et (y'), bitangentes à la section (s) de S. 
Le point commun i aux deux cordes de contact appartient aussi, 
d’après la première partie du théorème, aux deux cordes com¬ 
munes à ( q ) et ( q '), traces des plans des deux coniques d’inter¬ 
section. Cela posé, faisons varier 
Q, de manière qu’elle reste inscrite 
dans S le long de T. Alors (ç) varie 
en restant bitangente à (s) aux extré¬ 
mités de la corde cd . Les deux 
droites gh et kl varient en se cou¬ 
pant toujours au point fixe i. La 
correspondance entre ces droites 
est réciproque ; en outre, à chaque 
position de gh correspond une posi¬ 
tion unique de la conique ( q ) (*), 
et par suite une position unique de 
kl. Donc ig et il engendrent des faisceaux involutifs dont les 
rayons doubles sont manifestement les cordes de contact cd et ef, 
qui sont bien conjuguées par rapport à gh et kl. (C. q. f. d.) 

Théorème. — Si Vintersectionprésentejmpoint d’ordre trois, 
elle se décompose. 

Soit A un point d’ordre trois. Prenons sur l’intersection deux 
autres points B et C. Ou bien, ils sont alignés avec A : les deux 
quadriques ont une génératrice commune ; ou bien ils déter¬ 
minent un plan, qui, possédant cinq points communs avec la 
courbe, en possède une infinité. (C. q. f. d.) 

Si l’intersection présente un point d’ordre quatre^ elle se 
décompose, nous l’avons déjà vu, en quatre droites passant par 
ce point. Donc, nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Si Vintersection de deux quadriques est indécomposée, la 
seule singularité qu'elle puisse présenter est un point d'ordre 
deux. 



( 4 ) S’il y en avait deux, elles auraient en commun deux points en <?, deux 
en d, un en g, un autre en h f et par suite se confondraient. 
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II. — Cas d’une intersection indécomposée. 

217. Nous venons de voir que si l’intersection est effective¬ 
ment une courbe du quatrième ordre, elle présente au plus un 
point d’ordre deux. 

Cette singularité existe dans deux cas : 

1° si l’une des quadriques est un cône ayant son sommet sur 
l’autre ; 

2° si les deux surfaces ont meme plan tangent en un point 
de leur intersection. Dans ce cas, le cône ayant pour sommet ce 
point et pour directrice l’intersection est du second ordre, 
puisqu’il a deux génératrices dans chaque plan issu du sommet. 
Le deuxième cas se trouve ainsi ramené au premier. Les tan¬ 
gentes au point d’ordre deux sont à l’intersection du cône et du 
plan tangent à l’autre quadrique. 

Lorsque Vintersection de deux quadriques possède un point 
d f ordre deux f elle est unicursale. 

Soit A ce point, B un autre point de la courbe. Un plan passant 
par AB la rencontre en un seul point, qui varie avec la direction 
de ce plan. Les coordonnées de ce point sont donc des fonctions 
rationnelles du X de ce plan. 

Nous reviendrons plus loin sur le cas d’une intersection indé¬ 
composée en étudiant la projection de l’intersection. 


III. — Points à l’infini de l’intersection. 


218. I .es seuls cas nouveaux pour nous sont ceux où cette 
intersection est indécomposée, ou comprend une cubique 
gauche (*). 


(*) Pour les applications, remarquons que si deux quadriques ont môme 
cône directeur, elles ont une conique commune à l'infini. A distance finie, 
elles ont en commun une conique, pouvant se réduire à un système de' deux 
droites. 
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Soit une branche infinie d’une courbe algébrique gauche. Elle 
admet une direction asymptotique (même définition que pour 
les courbes planes), qui correspond au point où elle rencontre 
le plan de Tinfini. Si ce point est simple, la courbe y possède 
une tangente, qui constitue, si elle est à distance finie, une 
asymptote. En effet, soit P un plan contenant cette droite, P' un 
plan parallèle à P. En appelant n l’ordre de la courbe, P' coupe 
celle-ci en n — l points à distance finie. Quand P' tend vers P, 
un de ces points s’éloigne indéfiniment ; en effet P ne la coupe 
plus qu’en n — 2 points au maximum (exactement en n — 2 dans 
le cas de l’intersection de deux quadriques, qui ne présente pas 
de points inflexionnels, une tangente à cette courbe qui aurait 
avec elle trois points communs étant nécessairement une géné¬ 
ratrice commune aux deux surfaces). La droite en question est 
donc bien une asymptote, puisque l’un des points de rencontre 
de P' et de la courbe s’en rapproche indéfiniment, alors qu’il 
s’éloigne constamment d’un plan fixe perpendiculaire à cette 
droite. Si, au point à l’infini de la branche considérée, la tan¬ 
gente est tout entière à l’infini, il peut se faire que le plan 
osculateur soit à distance finie. Appelons encore P ce plan, qui 
coupe la courbe en n — 3 points à distance finie, alors qu’un 
plan parallèle infiniment voisin la coupe en n — 2 points. Ce 
plan sera un plan asymptote de la courbe : si on la projette 
orthogonalement sur un plan perpendiculaire au plan P, on aura 
une asymptote en projection, alors qu’il n’y a pas d’asymptote 
dans l’espace. 

Considérons maintenant un point d’ordre deux à l’infini. On 
peut répéter, pour chaque branche de courbe qui y aboutit, la 
discussion précédente. 

219. Les directions asymptotiques sont celles des génératrices 
communes aux deux cônes directeurs, ayant pour sommet un 
même point de l’espace. Dans l’intersection de ces cônes, une 
génératrice peut compter pour une, deux, trois, quatre unités : 
elle peut donc fournir une direction asymptotique simple, double, 
triple, quadruple. Si cette direction est simple, au point à l’infini 
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correspondant, il n’y a pas contact de la courbe et du plan de 
l’infini, donc à toute direction asymptotique simple correspond 
une asymptote. Si l’une des quadriques est ou un hyperboloïde, 
ou un cylindre hyperbolique, l’asymptote précédente est située, 
soit dans le plan tangent au cône asymptote le long de la géné¬ 
ratrice de direction asymptotique, soit dans les plans asymptotes. 
Si l’une des quadriques est un paraboloïde, à chaque direction 
asymptotique correspond une génératrice parallèle de cette sur¬ 
face, d’ailleurs unique, et le plan tangent au point à l'infini de 
cette génératrice, parallèle au plan directeur correspondant, 
contient l’asymptote. 

Considérons maintenant une direction asymptotique double, 
correspondant à un point simple à l’infini. Le plan de l’infini 
coupe les deux quadriques : ou bien suivant deux coniques tan¬ 
gentes, ou bien suivant une conique et un système de deux 
droites qui se coupent sur cette conique. Dans le premier cas, 
les cônes directeurs de même sommet, pour les deux surfaces, 
sont tangents le long d’une génératrice G. Soit P, le plan tan¬ 
gent commun. Les plans parallèles <à P, sont de sections parabo¬ 
liques, pour nos deux surfaces, les axes des paraboles étant 
parallèles à G. Quand le plan de section est mené au hasard, les 
paraboles ont deux points communs ; ce plan, de direction fixe, 
passe donc constamment par la tangente à l’infini à la branche 
de courbe étudiée. Il devient osculateur à l’infini, lorsque, parmi 
ses points de rencontre, un troisième est rejeté à l’infini. Il faut 
et il suffit pour cela que les deux paraboles qu’il détermine se 
déduisent l’une de l’autre par translation. Dans le deuxième cas, 
il peut se faire que le cône directeur de la première surface soit 
indécomposé, autrement dit qu’on ait en présence un hyperbo¬ 
loïde et un paraboloïde, d’axe parallèle à une génératrice du cône 
asymptote de la première surface. Des plans parallèles au plan 
tangent à ce cône, suivant cette génératrice, coupent les deux 
surfaces suivant des paraboles, et le problème se pose comme dans 
le cas précédent. Il peut enfin se faire que la première surface soit 
elle-même un paraboloïde, dontl’un des plans directeurs est paral¬ 
lèle à l’axe du second. Des plans sécants, parallèles à ce plan 
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directeur, coupent la première surface suivant une droite, la 
deuxième suivant une parabole. S'il existe un plan asymptote, 
c’est celui pour lequel la droite devient parallèle à l’axe de la 
parabole, etc. 

S’il y a un point double à l’infini, on peut supposer que l’une 
des quadriques est un cylindre ayant ses génératrices parallèles 
à la direction qui correspond à ce point double. Si les généra¬ 
trices de ce cylindre qui se trouvent dans le plan tangent en ce 
point à la première surface sont à distance finie, elles fournissent 
des asymptotes de l’intersection. 


IV. — Projection de l’intersection. 

220. Ayant en vue les applications à la géométrie descriptive, 
nous ne ferons que des projections orthogonales, laissant à l’élève 
le soin d’étendre les résultats de cette étude au cas où l’on ferait 
des projections coniques. En outre nous ne nous occuperons, 
comme précédemment, que des cas d’indécomposition, ou de 
décomposition donnant une cubique. 

Projetons, pour simplifier l’exposition, sur le plan horizontal. 
En général, une projetante rencontre l’intersection en un seul 
point. L’ordre de la projection est alors égal à celui de la courbe 
de l’espace. 

Dans ce cas, il peut arriver, à titre exceptionnel, qu’une ver¬ 
ticale rencontre l’intersection en deux points. Son milieu étant 
simultanément dans les plans diamétraux conjugués des cordes 
verticales des deux quadriques, on voit que les points doubles 
apparents, qui résultent de cette circonstance, sont sur la pro¬ 
jection de la droite commune aux plans de contours apparents 
horizontaux. Cette droite (droite des points doubles apparents) 
est la trace d’un plan vertical, qui détermine, dans nos surfaces, 
deux coniques ayant, pour les cordes verticales, le même dia¬ 
mètre conjugué. Elles ont quatre points communs, ayant deux à 
deux même projection horizontale. Ainsi : 

La projection de Vintersection de deux quadriques sur un 
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plan présente deux points doubles (*). Il peut y en avoir un 
troisième, résultant d’un point réellement double de l’intersection 
dans l’espace. Cet énoncé suppose que l’intersection est indé- 
compqsée. Si elle comprend une cubique et une droite, nous 
aurons en projection quatre points doubles : deux qui proviennent 
des points d’appui de la droite sur la cubique dans l’espace, un 
point double apparent de la cubique, et le troisième point com¬ 
mun aux projections de la cubique et de la droite. Ce dernier 
est de suite déterminé à l’aide de la droite des points doubles. 
Quant au point double apparent de la cubique, on peut obtenir 
trois droites concourant en ce point : prenons trois points sur la 
cubique ; nous déterminons trois cônes du second ordre, ayant 
pour sommets ces points, pour directrice la cubique. Le sommet 
du trièdre des plans de contour apparent horizontal de ces cônes 
se projette au point cherché. 

221. Si les plans de contour apparent horizontal de nos qua- 
driques sont confondus, tous les points de la projection sont des 
points doubles apparents. Son ordre est donc égal à deux. Ainsi : 

Si les cordes verticales ont même plan diamétral, /’ intersec¬ 
tion se projette horizontalement suivant une conique. 

Pour qu’une droite soit direction asymptotique de cette conique, 
il faut que le plan vertical qu’elle détermine coupe les quadriquos 
suivant deux coniques n’ayant plus que deux points communs (de 
même projection) à distance finie. Les plans verticaux, déterminant 
dans les quadriques des sections homothétiques, fournissent donc 
les directions asymptotiques. Si les sections obtenues par un plan 
sont non seulement homothétiques mais encore concentriques, la 
trace de ce plan est asymptote de la conique projection ( 2 ). 

En particulier, si deux quadriques ont un plan de symétrie, 


( 1 ) Cet énoncé suppose que les quadriques n'ont pas en commun une direc¬ 
tion asymptotique perpendiculaire au plan de projection. Sinon, la projection 
horizontale de l’intersection serait une cubique, et il n’y aurait pas de point 
double apparent. 

( 2 ) 11 est à remarquer que, dans ce cas, un point réel de la projeclioi* peut 
provenir de deux points imaginaires conjugués de l’intersection elle-même. 
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leur intersection s’y projette suivant une conique. Plus spéciale¬ 
ment, deux surfaces de révolution du second ordre à axes verti¬ 
caux, ayant un plan de symétrie horizontal, ont leur intersection 
projetée sur ce plan suivant un cercle. En effet, cette projection 
est une conique qui passe par tous les points communs aux 
coniques déterminées dans nos deux surfaces par le plan hori¬ 
zontal, donc en particulier par les points cycliques. 

On déduit de cette proposition une méthode élégante pour 
trouver les points de rencontre d’une droite et d’une surface 
gauche de révolution. Par la droite, on fait passer à cet effet un 
autre hyperboloïde de révolution dont le plan du cercle dégorgé 
se confond avec celui du premier. Projetant sur ce plan, on 
construit aisément, par la remarque précédente, les projections 
des points d’intersection. 
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COURBURE DES LIGNES TRACÉES SUR UNE SURFACE 


I. — Cas des sections normales. 

222. Les axes étant rectangulaires, considérons la surface S, 
d’équation 

z = f(x, y), 

tangente en O au plan xOy ; pour qu’il en soit ainsi, il faut que 
les dérivées partielles du premier ordre de la fonction f s’an¬ 
nulent en O. Si l’on ne fait sur f aucune autre hypothèse, la 
variation du rayon de courbure en O d’une section qui contient 
la normale O z peut s’opérer suivant une loi absolument quel¬ 
conque. On le comprend immédiatement en remarquant qu’on 
peut prendre pour S le lieu d’un cercle ayant son centre sur O z 
et passant par O. Il est clair que lorsque son plan tourne autour 
de O z, la loi de variation de son rayon peut être prise arbitrai¬ 
rement. 

Cette remarque nous montre l’importance du théorème sui¬ 
vant 

Théorème. — Si, au point O, la fonction f(x , y) admet des 
dérivées partielles jusqu’au troisième ordre inclusivement, 
toutes les dérivées secondes n’étant pas milles, la courbure en 
ce point d'une section normale est une forme quadratique en 
cos <p et sin <p, étant l’angle du plan de la section avec Ox. 
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En effet, nous pouvons appliquer à f(oc , y ) la formule de Mac- 
Laurin ; servons-nous des notations de Monge 

p = fL, q = f' y , r = fa s = fl y , t = fU. 

Appelons r 0 , s 0 , ( 0 les valeurs prises en O par r, s, i . Nous pou¬ 
vons écrire 

2z — r 0 x* -f- 2.s 0 æ?/ -h 4,ÿ 2 

H- y [x 3 /2»(°®7 Oy) -f- 'ix*yf'" iy (0x, 6;</) H-J, 

0 désignant un nombre compris entre ü et t. En supposant que 
les dérivées troisièmes soient bornées au voisinage de O, on peut 
donc écrire l’équation de S sous la forme 


(1) 2 z = r 0 r 2 -f- 2 s 0 xy -f- t 0 y 2 -f- Gæ 3 -h II x*y -h K xy 2 -f- Ly 3 , 


G, H, K, L représentant des fonctions de x et y, qui restent finies 
au voisinage de O. 

On peut supprimer les quatre derniers termes sans altérer la 

valeur de la courbure en O d’une 



section passant par O z. En effet, 
soit y l’angle du plan de cette sec¬ 
tion avec Ox ; dans son plan, son 
équation s’obtient en remplaçant 
dans (1) x par p cos y et y par 
psincp. Le rayon de courbure en O 

est alors la limite de et la cour- 
2 z 

2 z 

bure celle de —• Seuls, les termes 
P“ 


du second degré y contribuent, ceux du troisième donnant zéro. 
La valeur de cette courbure est 


r 0 cos 2 y -f- 2s 0 cos y sin y-h t 0 sin 2 y. 

Avec précision, en appelant « le centre de courbure en O de la 

l 

section considérée, cette expression est égale à =. 

O CO 

Ainsi, Vhypothèse que f(x, y) est développable par la /or 
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mule de Mac-Laurin impose à la courbure en 0 d'une section 

normale de S de varier suivant une loi extrêmement simple 

quand le plan de cette section tourne autour de la normale Oz. 
« 

223. Indicatrice de Dupin. — Pour mieux dégager cette loi, 
nous allons lui donner une forme géométrique, en introduisant 
l’indicatrice de Dupin. Remarquons d'abord que le théorème 
précédent peut encore s'énoncer comme suit : 

La courbure en O d'une section normale est la même dans 
la surface S et dans le paraboloïde 

2z = r 0 x 2 -h 2 s 0 xy -+- t 0 y 2 . 

Considérons la courbe 

1 = | r 0 x 2 -j- 2s 0 xy H- f 0 y 2 1. 

Elle constitue l’indicatrice de Dupin, par définition. Son rayon 
vecteur est lié ail rayon de courbure de la section normale cor¬ 
respondante par la relation 

P* = |0»|- 

Dans le cas où r 0 t Q —s 0 2 est positif, l’indicatrice est une ellipse, 
Ow est alors de signe constant, toutes les sections de S par Oz 
tournent leurs concavités d’un même côté du plan xOy. On dit 
qu'au point 0 la surface S est convexeQ). Si r 0 £ 0 — s 2 est négatif, 
l’indicatrice se compose de deux hyperboles conjuguées. La 
concavité d’une section est d’un côté ou de l’autre du plan xOy, 
suivant la position de la trace de son plan par rapport aux 
asymptotes de l'indicatrice ; on dit alors qu’en 0 la surface est 
à courbures opposées . C’est le cas des surfaces réglées du second 
ordre : les asymptotes de l’indicatrice sont alors les deux géné¬ 
ratrices, puisque les sections correspondant à ces asymptotes 
doivent avoir en 0 une courbure nulle. Enfin si r Q t 0 —5-est nul, 
l’indicatrice sè compose de deux droites parallèles. 


( l ) Nous avons déjà défini les quadriques convexes : le lecteur n’aura au¬ 
cune peine à montrer que, dans ce cas particulier, la définition actuelle con¬ 
corde avec celle que nous avons précédemment donnée. 
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On peut, d’autre part, considérer l’indicatrice coipme un agran¬ 
dissement de l’aspect présenté dans le voisinage de O par la 
section déterminée dans S par un plan parallèle au plan tangent 
en O et infiniment voisin de ce plan. Il faut suppbser à cet effet 
que le rapport d’homothétie croisse indéfiniment. Si le plan de 
section a pour équation z = e, on obtient en projection sur xOy 
la courbe 

2e = r 0 æ 2 -4- 2 s 0 xy -f- t 0 y 2 -4- Gæ 3 -4- H x 2 y H- K xy l -4- Ly 3 . 

On voit aisément qu’on obtient comme courbe limite l’indicatrice, 

1 

en prenant pour rapport d’homothétie ~r~* 

y/2e 

Lorsque S est une quadriquc, toutes ses sections par des plans 
parallèles sont homothétiques, et, par suite, il y a liomothétie rigou¬ 
reuse de l’une d’elles avec l’indicatrice d’un plan tangent parallèle 
à celui de cette section. Il s’ensuit que, si en un seul point de la 
surface, r 0 t 0 — s% est nul, le plan tangent en ce point coupe la sur¬ 
face suivant deux droites confondues, et, par suite, elle se réduit à 
un cône. D’une manière générale, soit S une surface quelconque. Si, 
pour cette surface, rt — s 2 s’annule en chaque point, la quantité 

dp = vdx -h sdy 

ne peut s’annuler sans qu’il en soit de meme de 

dq = sdx -f- tdy ; 

c’est-à-dire la constance de p entraîne celle de g; elle entraîne aussi 
celle de z—px — qy , car la différentielle de cette quantité est 

— xdp — ydq. 

Par suite, si rt — s 2 est nul, les coefficients p, q, z—px~qy du plan 
tangent 

Z — pX — gY = z — px —- qy 

sont fonction de l’un d’eux. La surface est donc développable. Nous 
proposons inversement, comme exercice, de montrer qu’en chaque 
point d’une développable, on a bien 

rt — s 2 = 0. 

224. Directions principales. — Au lieu de laisser arbitraire, 
comme nous l’avons fait jusqu’à maintenant, le choix des axes 
Oæ, O y dans le plan tangent, confondons-les avec les axes de 
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l’indicatrice, ou, comme on dit, avec les directions principales 
de la surface au point O. Dans ces conditions, appelons le 
centre de courbure en O de la section par xO z, <o 2 celui de la 
section par yOz. Nous aurons 


(2) JLr = —r~— cos 2 9 4- -J=r s in 2 9 , 

Oo) Ocû! O o> 2 T 

après détermination, bien aisée, de r 0 et t 0 (il est clair que s 0 est 
nul). 


Courbure moyenne. — La somme des courbures des sections 
situées dans deux plans rectangulaires passant par la normale 
est constante . On l’appelle courbure moyenne en O. 

En effet, considérons les sections qui font avec O# les angles 

9 et ç 4-soient oj et 03 ' leurs centres de courbure; o> est 

donné par la relation ( 2 ) et 0 / par la suivante : 



_____ _ _____ sm 2 ~ _ 4 _ —— C0S 2 
Oo/ 0(1), Oo >2 


Ajoutant (2) et (3), on a 



Oo) Ot*)' Oo) t 


1 

Oo) 2 


ce qui démontre le résultat annoncé. 


225. Application. — En un point d’ordre deux de l’intersection-' 
de deux surfaces algébriques, provenant de la coïncidence des 
plans tangents, les tangentes sont les diamètres communs aux 
deux indicatrices. 

En effet, prenons le point considéré comme origine, le plan 
xOy étant le plan tangent commun. Dans le voisinage de O, la 
cote d’un point de Tune des surfaces peut se développer par la 
formule de Mac-Laurin, ce qui donne 

2 z = r 0 x 2 4- 2s 0 xy 4- ky 2 4 * • • • *, 

2z = rjÆ 2 4- 2 s x xy 4- hy 2 4 • • • 
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En projetant sur le plan tangent, on voit que la courbe obtenue 
a une équation de la forme 

— r 0 )x 2 H- 2(* t — s 0 )xy + (t t — t 0 )y 2 H-= 0, 

les termes négligés étant de degré supérieur au second. On ob¬ 
tient les tangentes en annulant l’ensemble des termes du second 
degré (voyez page 141). Le faisceau de droites ainsi obtenu 
est aussi celui qui provient de la soustraction des équations des 
deux indicatrices : il représente donc les diamètres communs à 
ces deux coniques. 


II. — Courbure d’une section quelconque. 
Théorème de Meusnier. 


226. Formule donnant la courbure d’une courbe quelconque. 

Soit, sur la surface 


0) 2 = /'(*. .y), 


une courbe quelconque C, dont Y arc sera désigné par (pour 
éviter de le confondre avec fi y , que nous désignons toujours 
par s). Les coordonnées æ, y, z d’un point de cette courbe sont 
des fonctions de a vérifiant la relation (1) identiquement, et, par 
suite, satisfaisant de même à toutes les relations déduites de(t) 
par dérivation. Nous allons dériver deux fois, en tenant compte 
des formules fondamentales (voyez n 08 150 et 153) : 


dx 

* " d? 

r/a_aj 

de R* 


de R 


dz 

' l ~Je 

c h = i* 

de R 


(R>0), 


où a, p, y et aj, Pi, Yi sont les cosinus directeurs de la tangente 
et de la normale principale à C au point (x, y , z). Il vient, par 
une première dérivation, 
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dérivons une seconde fois, en tenant compte des formules 


Il vient 


dp = rdx 4- sdy , dq = sdx-htdy. 

Y, — — = ra2 + ^ 

R 


Considérons au point (x, y, z) la demi-normale à S faisant avec 
O z un angle aigu. Ses cosinus directeurs sont 


V / i+i » 2 


\/l 4- /> 2 -t- q- 


Nous pouvons donc, en appelant ô l’angle de cette demi-droite 
avec la demi-normale principale positive à C, écrire en défini¬ 
tive 


"a. 2 4- 2.?g|3 -h l$ 2 
\/{ -f- p 2 -h q 2 


227. Réduction du cas général au cas où C est une section 
plane. — Considérons un point M déterminé de S ; en ce point 
p y q y r, s , t ont des valeurs invariables. Si pour deux courbes C 
et C' de la surface qui passent en ce point, le plan osculateur 
(distinct du plan tangent) est le même, il s’ensuit que la tan¬ 
gente est la même. Donc le second membre de (2) a même valeur 
pour les deux courbes. En outre, les deux courbes ont même 
normale principale, avec le même sens positif, puisque, dans(2), 
R désignant une quantité essentiellement positive, cos 6 a le 
même signe pour C et C'. Nous pouvons donc énoncer le théo¬ 
rème suivant : 

Si en un point d*une surface passent deux courbes C et C' 
admettant en ce point le même plan osculateur, distinct du plan 
tangent , ces lignes admettent même centre de courbure en ce 
point. 

Par exemple, toute courbe gauche a même centre de courbure 
en un point que sa projection sur son plan osculateur en ce 
point. 

On voit d’importance du théorème précédent : le centre de 
Bouligand. — (xéoi»« 24 ♦ 
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courbure ne dépendant que du plan osculateur, on peut, siC est 
une courbe gauche tracée sur S, la remplacer par la section de S 
par le plan osculateur de C au point considéré. Le centre de cour¬ 
bure en ce point n’est pas altéré. 

228. Réduction du cas d’une section plane quelconque à celui 
d’une section normale. — Considérons un point M d’une section 
plane de S. Soit MT la tangente en M. Par MT, il passe une in¬ 
finité de sections planes, dont une section normale. Pour toutes 
ces sections, le second membre de (2) possède la même valeur. 
Il en est donc de même du premier membre. Appelons o> le centre 
de courbure èn M d’une section plane quelconque passant par MT, 
et <*>0 celui de la section normale. Nous pouvons toujours sup¬ 
poser que O z ait été choisi de manière que l’angle de Mw 0 avec O z 
soit aigu. Dès lors, nous déduisons de la formule (2) 

cos <oM<o 0 1 

Mto M(o 0 5 

relation qu’on peut traduire par le théorème suivant, du au gé¬ 
néral Meusnier : 

Le lieu des centres de courbure en M des sections planes de S 
passant par la tangente MT est le cercle binormal à MT, décrit 
sur le rayon de courbure de celle des sections passant par la 
normale en M, comme diamètre . 

Ici encore, la loi très simple que nous obtenons pour fixer la 
distribution des centres de courbure est un effet des hypothèses 
de dérivabilité de la fonction f. 

Remarque. — En supposant que M soit pris pour origine, on 
peut, à l’aide de la formule (2), traiter le cas des sections nor¬ 
males. Le second membre se réduit à 

r 0 cos 2 cp -4- 2s 0 cos cp sin <p -+~ t 0 sin 2 <p, 

t 

et le premier membre à = (c’est évident en valeur absolue ; en 

Ow 

signe l’égalité se vérifie en remarquant que si Ow est positif, la 
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concavité est tournée vers les z positifs, les deux demi-normales 
positives se confondent, donc cos 0 = —|— 1, etc.). 


229. Applications. — 1° l'rouver les rayons de courbure prin¬ 
cipaux d'une surface de révolution. 

Ces rayons sont, par définition, ceux des sections normales 
principales (n° 224). Or en un point d’une surface de révolution 
les directions principales sont, par raison de symétrie, celles des 
tangentes au parallèle et au méridien. Le méridien étant une 
section normale, son centre de courbure <*>! en M nous fournit 
immédiatement l’un des rayons cherchés ; soit Mon. 
Le parallèle de M n’est pas une section normale, 
mais nous connaissons son centre de courbure o> 
en M. Considérons la section normale dont le plan 
passe par la tangente en M au parallèle. D’après 
le théorème de Meusnier, <*> est sur un cercle, 
situé dans le plan méridien de M, ayant son dia¬ 
mètre porté par la normale M(o t , avec M pour l’une 
de ses extrémités. La deuxième est donc sur l’axe 
de la surface. Nous connaissons ainsi le second 
rayon de courbure principal Mco 2 . 

Cela permettra, le cas échéant, de construire l’indicatrice 
en M. 


M 



CO 


co 4 \ 



2° Trouver le plan oscillateur en un point de Vintersection 
de deux surfaces S et S'. 

Soit MT la tangente en ce point ; considérons S ; d’après la 
proposition du n° 228, le cercle de Meusnier sera le lieu des centres 
de courbure en M non seulement de toutes les sections planes, 
mais encore de toutes les courbes de la surface S ayant pour 
tangente MT. Soit m le centre de courbure en M de la courbe 
commune à S et S'. Le plan osoulateur cherché est MTw. Or le 
point (o s’obtient, d’après la remarque précédente, par l’intersec¬ 
tion des cercles de Meusnier relatifs à S et S'. 

Lorsque MT est vertical, cette remarque permet d’obtenir la 
tangente à la projection horizontale de la courbe. 




COMPLÉMENTS 


I. — Applications de la théorie des déterminants 
à l’étude de la droite et du plan. 


230. Jusqu’à présent, nous avons laissé de côté les raisonnements 
qui mettent en jeu des déterminants ; nous avons considéré que, dans 
les premiers problèmes proposés à l’élève, il intervient en général un 
petit nombre de paramètres et d’équations. La discussion de ces ques¬ 
tions fait donc entrer en ligne de compte un ensemble d’hypothèses 
assez restreint pour qu’on puisse les formuler et les classer, .sans le 
secours d’une théorie nouvelle. 

Par contre, dès qu’un problème comporte un certain caractère de 
généralité, par le nombre des paramètres et des équations dont il 
dépend, la théorie des déterminants est souvent, pour sa discussion, 
un auxiliaire précieux. 

Le déterminant est un instrument de calcul forgé pour donner sous 
forme condensée le résultat de la résolution d’un système de n équa¬ 
tions du premier degré à n inconnues. Sa définition et ses propriétés 
peuvent s’obtenir, dans le cas de n = 3, à partir du volume algébrique 
du parallélépipède (*)• Nous allons rappeler, en les rattachant à ce 
point de vue, quelques faits essentiels de la théorie des équations 
linéaires. 

Soient trois vecteurs issus de l’origine et dont les extrémités ont 
pour coordonnées respectives (x i9 y,, (,r 2 , y 2 , z 2 ), (# 3 , y 3 , z 8 ). Le 

parallélépipède construit sur ces vecteurs a un volume qui peut s’écrire 




(OM t , OM 2 , OM 3 )== 


Æ-2 


Vi 

y* 


*3 y 3 


Z 2 

h 


(') Voir n® 31 ; voir aussi l’Initiation aux Méthodes vectorielles, n®* 26 et 26. 
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Pour que ce volume s’annule, il faut et il suffît que nos vecteurs 
soient dans un même plan, c’est-à-dire qu’il existe trois nombres 
w, v, w non tous nuis tels que 

ux x -hvy i 4 -wz i = 0, 
ux 2 -h vy 2 4- wz 2 = 0, 
ux 3 -h vy, 4- wz, = 0 ; 

d’où ce théorème, qui s’étend aux déterminants d’ordre quelconque: 

Pour qu'un déterminant soit nul, il faut et il suffit qu'il existe une 
relation linéaire et homogène entre les éléments des lignes. 

Voici une application. Proposons-nous d’écrire que, moyennant un 
choix convenable de x , les trois équations 

/ a^’-hbiy-hCiZ — di, 

(S) | a 2 x 4- b 2 y 4- c 2 z — d 2 , 

( a,:v 4- b,y 4- c,z = d, 

admettent des solutions communes en y et z. Gela revient à exprimer 
que le vecteur de composantes 

a±x (ij, a 2 x d 2 , a,x d, 
sc trouve dans le plan déterminé par les deux vecteurs 
h 2 t b, et Cj, c 2l c,. 

Nous obtenons donc la condition 


qui peut s’écrire 
( 1 ) 



a^x 

-dt 


i 

c i 



a 2 x 

— d 2 

b 

2 

c 2 

= 


a z x 

-cl. 

b 

3 

C 3 



a i 

c i 


d t 

*1 

Cl 

X 

a 2 

b 2 c 2 

— 

d 2 

à* 

C 2 


a z 

^3 C 3 


d 3 

^3 

C 3 


Nous retrouvons, dans cette voie, la règle de Cramer pour la résolu-^ 
tion du système (S) : ou plutôt, nous démontrons que s’il existe trois 
nombres x, y , z satisfaisant à ce système, x vérifie nécessairement 
l’équation (1), les deux autres inconnues vérifiant chacune une équa¬ 
tion analogue. 

Si le déterminant 


D = 


a i 

a 2 b 2 
a 3 ô 3 


Ci 

c 2 

C 3 


formé avec les coefficients des équations de (S) est =£ 0, on voit par là 
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que ce système admettra une solution et une seule. Nous dirons qu'il 
est régulièrement résoluble . S'il est nul, le système sera impossible ou 
indéterminé. 

231. Systèmes linéaires quelconques. — Pour approfondir la dis¬ 
cussion du système (S) précédent, dans le cas où son déterminant 1) 
est nul, il suffît de mettre en œuvre quelques remarques extrêmement 
simples. Ces remarques conduisent d’ailleurs, d’un seul coup, aux 
règles qui permettent de statuer sur un système du premier degré 
comprenant un nombre quelconque d’équations, avec un nombre 
quelconque d’inconnues. 

Soit donc un système de k équations h i inconnues : s’il existe des 
solutions de ce système, les valeurs correspondantes des inconnues 
satisferont aussi au système obtenu en barrant quelques-unes de nos 
équations. Il est donc naturel de chercher à prélever, sur le système 
donné, p équations (p <11) formant un système régulièrement réso¬ 
luble par rapport à p des inconnues qu’elles renferment, et cela, de 
manière que l’entier p soit aussi grand que possible : l’expérieno 
acquise dans les cas les plus simples nous fait comprendre que, sou¬ 
vent, un tel prélèvement pourra s’opérer de différentes manières : peu 
importe, nous fixerons notre attention sur l’une d’elles. Appelons sys¬ 
tème réduit le système ainsi prélevé : d’après ce qui précède, on peut 
y mettre en évidence p inconnues par rapport auxquelles il est régu¬ 
lièrement résoluble. Cette résolution nous conduira (d’après la règle 
de Cramer) h calculer notamment le déterminant des coefficients de 
ces p inconnues dans le système réduit: soit A ce déterminant ; on 
dit qu’il est un déterminant principal du système initial : pour obtenir 
un déterminant principal, il suffit, d’après ce qui précède, d’écrire le 
tableau des coefficients et d’en extraire un déterminant au nombre 
maximum de rangées qui ne soit pas nul. 

Cela posé, nous pouvons toujours choisir les notations de manière 
que le déterminant principal adopté soit formé avec les coefficients 
des p premières inconnues dans les p premières équations. Le système 
de ces p équations est indéterminé d’ordre i — p, car, ayant donné 
des valeurs arbitraires à x p + i , ..., x iy on peut en tirer par la règle 
de Cramer les p premières inconnues. 

Les équations de rang >p, s’il s’en présente, ne pourront que con¬ 
firmer ou infirmer le résultat du calcul précédent : jamais, elles ne le 
compléteront en concourant à la détermination d’inconnues nouvelles, 
sinon p serait inférieur (et non égal) au nombre maximum d’équa¬ 
tions régulièrement résolubles. En général, ces équations de rang >p 
ne seront donc pas compatibles avec les p premières. On peut trouver 
facilement la condition pour qu’exceptionnellement cette compatibilité 
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ait lieu. Il suffit de prendre une à une nos équations jusqu’ici délais¬ 
sées et d’écrire que chacune peut se concilier avec les p équations du 
système réduit. Supposons, pour fixer les idées, que le système réduit 
soit formé des deux équations 

a i 

a 2 ^2 

Nous devrons écrire que les valeurs de x et y , tirées de ces deux équa¬ 
tions, satisfont par exemple à 

a^x 4- b z y 4- c 3 z = d 3 , 

et cela, quelle que soit la valeur attribuée à z. Nous devrons donc 
avoir 

dj d l CjZ 

^2 62 — C2« : 0. 

a 3 6 3 d 3 c 3 z 

Le premier membre se décompose en deux déterminants : celui qui 
contient z en facteur est nul (sinon le déterminant principal serait 
d’ordre trois, contrairement à l’hypothèse) ( 4 ). Nous trouvons finale¬ 
ment la condition 

a x 6, d x 

0*2 &2 (^2 0. 

a 3 6 3 d 3 

En résumé, ayant formé le système réduit, pour exprimer la com¬ 
patibilité des équations supplémentaires, il nous suffit d’annuler le 
déterminant obtenu en bordant le déterminant principal : 

1° en bas, par les coefficients de l’équation à concilier; 

2° latéralement, par les termes formant les seconds membres des p 
premières équations et de l'équation à concilier. 

Ce déterminant est, par définition, le déterminant caractéristique de 
l'équation à concilier. 

En résumé, pour étudier un système d’équations du premier degré, 
on commence par former un système réduit, c’est-à-dire : régulière¬ 
ment résoluble par rapport au nombre maximum d’inconnues. La 
compatibilité du système total dépend de l’annulation des détermi¬ 
nants caractéristiques relatifs aux équations supplémentaires. 

232. Détermination de plans ou de droites. — Dans les 
problèmes de cette catégorie, les inconnues sont les coefficients du 

(D Et il en serait de même des déterminants auxquels donnerait éven¬ 
tuellement naissance chaque inconnue supplémentaire. 




a t æ-b btf + c t z = d u 
ÛyV 4“ ^ 2 y 4" C 2 Z = 0^2, 
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plan cherché, ou de deux plans déterminant la droite. En principe, 
on est toujours ramené à une détermination de plans. Nous traite¬ 
rons deux exemples. 

Soit d’abord à tromper le plan passant par trois points 

MiOrj, y 4 , zO, M 2 (æ 2 , y 2 , z 2 ), M 3 0z 8 , y 8 , z 3 ). 

Pour qu’un point M(æ, y, z) soit dans ce plan, il faut et il suffît qu’il 
existe des nombres u , v, w, r non tous nuis, tels qu’on ait simul¬ 
tanément 

ux vy 4 - wz 4 - r = 0 , 
ux i 4- ry 4 4- wz t 4- r = 0, 
ux 2 -h ry 2 4- wz 2 4 - r = 0, 
ux z 4“ uy 3 4- wz 3 4- r = 0, 

ou encore que l’on ait 


x 

2/ 

z 

X1 

Vi 

Z 1 

• r 2 

2/2 

Z 2 

*3 

2/3 

Z 3 


Il peut alors se présenter deux cas : en développant le déterminant 
suivant les éléments de sa première ligne, les coefficients obtenus ne 
sont pas tous nuis; ou bien tous ces coefficients sont nuis, et alors 
tout point M est dans un môme plan avec M f , M 2 , M 3 . Ceci ne peut 
se produire que si ces trois points sont alignés. Si Ton exclut cette 
hypothèse, l’équation (1) est celle du plan déterminé par les points 
Mj, M 2 , M 3 . 

Cherchons maintenant le plan parallèle à deux directions données 
( a , 6, c) et (a', b', c ') et passant par un point donné (x iy y 4 , z,). Son 
équation est de la forme 

u(x — .x t ) 4- v(y — y t ) 4- — z t ) = 0 ; 

le parallélisme du plan et des deux directions données impose à 
m, u, w les deux conditions 

au 4- bv -\-cw = 0, 
a’u 4- b'v 4- c'w = 0. 

Pour qu’un point (x, y, z) appartienne au plan cherché, il faut et il 
suffît qu’il existe des nombres u , v, w non tous nuis satisfaisant aux 
trois relations précédentes, ou encore que l’on ait 

x x 4 y — y i z — z 4 
(2) a b c =s 0. 

a' 6' f c' 
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En développant le déterminant par rapport à sa première ligne, les 
coefficients obtenus ne sont pas nuis, pourvu que les deux directions 
données soient distinctes. Le plan est alors bien déterminé et défini 
par l’équation (2). 


233. Comme exemple de détermination d’une droite, nous recher¬ 
cherons les équations de la 'perpendiculaire commune aux deux droites 
D t et D 2 , représentées respectivement par les systèmes 

x — x { __ y — jt 

a i b v Ci 

x # 2 y y 2 % z 2 

#2 ^2 ^2 

Les paramètres directeurs de la perpendiculaire commune sont des 
nombres l, m, n satisfaisant aux conditions 

la { -h mbi -f- nc l = 0, 
la» -h mb 2 -b nc 2 = 0. 

Supposons que D t et D a ne soient pas parallèles. Nous pouvons 
prendre 

l — 6jCj — m — Cjfl 2 — njC 2 , n — 6^fl 2 . 

La perpendiculaire commune est immédiatement définie par l’inter¬ 
section des plans menés par chacune des droites, parallèlement à la 
direction (/, m, n). Elle a donc pour équations 


X — x v 

y — Vx 

z — z t 


# — x 2 

y — 2/2 

z — z 2 

«1 

à ! 

*1 

J -=2 

ûf 2 

*2 

c % 

l 

m 

n 


l 

m 

n 


Remarque. — La plus courte distance de D* et de D 2 est la distance 
d’un point de D 2 au plan mené par D t parallèlement à 1) 2 . Or ce plan 
a pour équation 


x — x t y — Vi z — z t 
a t b t c t =0. 

a 2 b 2 c 2 

Donc la plus courte distance en question est la valeur absolue de 


*2 “ Xi 2/2 “ 2 /i * 2 — z t 

a t bi Ci 

_ a % __£2_ 

V/ (Ma — c t b 2 ) 2 -h — a^a) 2 -h (a 4 6 2 — 6^ 2 ) 2 

En écrivant que le numérateur de cette expression est nul, on 
obtient la condition pour que deux droites soient dans un même pian. 
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234. Intersections de droites et de plans. — Dans les 
problèmes précédents,' nos inconnues étaient les coefficients w, v, 
w, r d’un certain plan, ou mieux les rapports de ces quantités à l’une 
d’elles. Nous allons maintenant supposer que les inconnues soient les 
coordonnées d’un point commun à plusieurs plans. Il faut distinguer 
deux cas, suivant que l’on adopte le point de vue linéaire ou le point 
de vue projectif. Le second conduit à des résultats plus simples que 
le premier, car il n’établjt pas de distinction entre des éléments paral¬ 
lèles et des éléments concourants. 

Nous plaçant d’abord au point de vue linéaire, nous supposerons 
qu’on se serve de coordonnées non homogènes.- Nous traiterons deux 
exemples. 

i° Trouver l'intersection de trois plans. 

Soient les trois plans 

Ax —f- By -4-G z —f- D =0, 

A’x -4- B'y -f- Cz -f- D' = 0, 

A ff x -h B"y -f- Cz -f- D" == 0 ; 

si le déterminant 

ABC 
A — A' IV G 7 

A" IV C f 

n’est pas nul, les trois plans ont un point commun et un seul. Si A 
est nul, supposons au moins un de ses mineurs à deux rangées, diffé¬ 
rent de zéro, soit 

A1V - BA'^0; 

si le caractéristique 

A B I) 

A' B' J)' 

A" B" D" 

n’est pas nul, les plans donnés ne se coupent pas. On peut alors trou¬ 
ver trois nombres w, r, w non tous nuis tels qu’on ait 

Au -4- Br -f- Cw = 0, 

Am -f- B'v H- C'w = 0, 

A "u -4- B"v -4- C'w = 0, 

ce qui exprime que les plans donnés sont parallèles à une même 
droite. Si le caractéristique est nul, la troisième équation est une 
combinaison linéaire des deux autres, c’est-à-dire le troisième plan 
passe par l’intersection des deux premiers. 

Enfin, si tous les mineurs à deux rangées de A sont nuis, les trois 
plans sont parallèles et n’ont en général aucun point commun. Ils. 
peuvent cependant se confondre, moyennant deux conditions supplé- 
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mentaires, qui sont, en supposant que A n’est pas nul : 

AD' - DA' = 0, AD" — DA" = 0. 

$° Trouver la condition pour que quatre plans soient concourants. 

Soient les quatre plans 

Ax -h B y 4-C z -h D =0, 

A'x -4- B'y H- C'z -4- D' = 0, 

A"x -h B 'y 4- C'z -+* D" — 0, 

A'"x -h B'"y -4- C'"z 4- D'" = 0. 

Pour qu’ils aient en commun un point unique à distance finie, il faut 
et il suffît que trois d’entre eux se coupent à distance finie, et que 
l’autre passe par leur point commun. Donc un des déterminants à 
trois rangées, extrait du tableau des coefficients de x , y, z, doit être 
différent de zéro, en même temps que le caractéristique correspon¬ 
dant doit être nul. 

Si l’on veut que les plans aient en commun une droite à distance 
finie, on écrira que deux d’entre eux se coupent et que les deux autres 
passent par leur intersection. Il faut et il suffît pour cela que le déter¬ 
minant principal soit d’ordre deux et que les deux caractéristiques 
correspondants soient nuis. 

235. Lorsqu’on adopte le point de vue projectif, la discussion des 
problèmes précédents se simplifie, du fait qu’il n’y a plus lieu de 
mettre à part les cas de parallélisme. 

Supposons qu’on cherche l’intersection de trois plans, représentés, 
en coordonnées homogènes, par les équations 

Ax 4” By 4~ C z 4- Di = 0, 

A'x 4- B'y 4- C'z 4- D'i = 0, 

A"x + B"y 4- C'z 4 - D"£ = 0. 

On est ramené à chercher les solutions de ce système autres que la solu¬ 
tion Æ = y = 2 = £~0. Soit x 0 , y 0 , z 0 , t 0 une telle solution. Il est clair 
que les nombres 

Xy 0 , Xzq, 

forment anssi une solution. Réciproquement, toutes les solutions sont 
de cette dernière forme si, du tableau des coefficients de #, y, z, f, on peut 
extraire un déterminant principal d’ordre trois. Les plans ont alors 
en commun un point et un seul, à distance finie ou à l’infini. Si le dé¬ 
terminant principal est d’ordre deux, l’équation de l’un des plans est 
une combinaison linéaire de celle des deux autres : les trois plans ont 
une droitp commune à distance finie ou à l’infini. Soit y 4 , z l9 t t 
une solution du système, distincte de la solution x 0j y 09 z 09 1 0 , c’esb-à- 
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dire correspondant àün point différent. Toute solution du système est 
alors de la forme 

^2/o PVu J 

nous retombons ainsi sur la représentation paramétrique d’une droite 
définie par deux points. Enfin, si le déterminant principal se réduit à 
l’un des éléments de notre tableau, nos trois plans $e confondent. La 
solution générale de notre système est alors de la forme 

Xx 0 -f- ]xx i 4- v;r 2 , Xy 0 4 (j.y 4 4- vy 2 , Xz 0 4- u.z 4 4- vz 2 , 

Xt 0 4- pti 4- v? 2 , 

en appelant(5*0» 2/o> z o> *o)> (#i, Vu z i » *i), s 2 > h) trois solutions 

particulières distinctes, ou encore correspondant à trois points non 
alignés du plan représenté par chaque équation du système. Nous en 
déduisons le moyen d’évaluer les coordonnées d’un point d’un plan 
défini par trois points, en fonction de deux paramètres, les rapports 
de (a et v à X. 

Soit encore à chercher la condition pour que quatre plans aient 
en commun au moins un point h distance finie ou à l’infini. Il faut et 
il suffit que le système formé par leurs équations homogènes admette 
au moins une solution autre que x = y = z = t = 0, c’est-à-dire que 
le déterminant de leurs coefficients soit nul. Si le déterminant prin¬ 
cipal est d’ordre trois, il y a alors un point unique commun à 
nos plans; s’il est d’ordre deux, les quatre, plans ont une droite 
commune. Enfin s’il se réduit à l’un des coefficients, les quatre plans 
sont confondus. . 


II. — Compléments à la théorie des courbes et surfaces du 

second ordre. 

236. Discussion complète de la nature d'une courbe 
du second ordre. — Condition de décomposition. — Cette condi¬ 
tion étant de nature projective, formons-la en supposant la conique 
définie en coordonnées homogènes. Soit la conique 

y, t) = Ax 2 4- A 'y 2 4- A "t 2 4- 2B yt 4- 2B 'tx 4- 2B u xy = 0. 

Pour qu’elle se décompose (n° 460), il faut et il suffit que les trois 
équations 

Ax 4- B "y 4- B l t = 0, 

Wx 4- A'y 4- B* =0, 

Wx 4- By 4- A n t = 0 

aient au moins une solution autre que x =,y ~t ~Q. Pour cela, il 
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faut donc que le déterminant 



B" B' 

A' B 

B À" 


soit nul. Si l’un de ses mineurs à deux rangées n’est pas nul, les trois 
droites sur lesquelles s’annulent les dérivées partielles de f ont un 
seul point commun. La conique se décompose alors en deux droites 
distinctes. Par contre, si tous les mineurs h deux rangées de A sont 
nuis, les trois droites où s’annulent les dérivées de f sont confondues, 
et la conique admet une infinité de points d’ordre deux. Elle se réduit 
done à une droite double. 


237. I lorsque A n’est pas nul, la conique est indécomposée. Suppo¬ 
sons les coefficients réels : en adoptant le point de vue linéaire, pro¬ 
posons-nous de trouver la nature de la conique, par le seul examen 
des coefficients de son équation. Pour cela, il faut faire intervenir le 
sigfae de 

8 = AC — B 2 , 

qui nous renseigne sur les points à l’infini de la courbe. Mais cela ne 
suffit pas ; nous n’avons pas, jusqu’A présent, le moyen de distinguer 
une ellipse réelle d’une ellipse imaginaire, et il faut compléter, sur ce 
point, les résultats du n° 16 v 2. 

238. Calcul du terme constant, après une translation des axes 
amenant l’origine au centre. — C’est ce terme qui, par son signe, 
nous peumettra, lorsque les directions asymptotiques sont imaginaires, 
d’opérer cette distinction. 

Supposons donc 8 non nul ; soient <r 0 , y 0 les coordonnées du centre. 
Les formules de transformation sont 

æ = æ 0 4-X, ?/ —y 0 4- Y. 

Si l’équation de la conique par rapport au premier système est 

f(x, y) = 0, 

elle devient, après la translation des axes, 
f(x o -I- X, y 0 ~ f- Y) = 
ou, puisque /xq et fyo sont nuis, 

f( x o> I/o) “H ?(X, Y) = 0. 

Pour calculer f(x 0 , y 0 ), appliquons l’identité d’Euler à la fonction 
homogène 

cj(x , y , f) = Ax * -f- 2B xy -f- -f- 2D xt -f- 2E yt -{— t 1 



COMPLÉMENTS A LA THÉORIE DES CONIQUES 


383 


qui, pour t = 1, se réduit à f(x, y). Nous avons 

y Q ) = Zg(z Q , y 09 4 ) 

= 2/o> 2/o> *) + Vo» 4), 

d’où 

/(‘To, Vo) = D* 0 + Ky 0 + F ; 
or, puisque le point (a? 0 ,'t/o) est centre, nous avons 
0 = Ax 0 By 0 -h D, 

0 = Ba? 0 -+- Cy 0 H- E ; 

écrivant que les trois dernières équations sont compatibles en x Qy y 0> 
on obtient 

A B D 

B C K = 0, 

D E F — f(x o, y q) 

d’où Ton déduit facilement 

/'(«o, J/o) = -è-- 

O 

Après la translation d’axes, l’équation de la courbe devient donc 

AX S + 2BXY + CY* -+- -- = 0. 

ô 

239. Résultats de la discussion. — Si donc o est positif, c’est-à- 
dire si les directions asymptotiques sont imaginaires, la fonction 
o(X, Y) étant toujours du signe de A, la conique sera une ellipse, réelle 
si A est du signe de — A, imaginaire si A est du signe de A. Si A s’an¬ 
nule, elle se réduit à un système de deux droites imaginaires conju¬ 
guées. Nous pouvons donc maintenant dresser d’une manière complète 
le tableau permettant de reconnaître la nature d’une conique ; 

Nature des points à Vinfini Nature de la courbe 


ô > 0 

(ces points sont imaginaires) 
o = 0 

(ces points sont réels et confondus) 
5<0 

(ces points sont réels et distincts) 


[ AA < 0, Ellipse réelle. 

A = 0, Deux droit es imaginaires 
conjuguées. 

AA > 0, Ellipse imaginaire. 
A^0, Parabole. 

A = 0, Deux droites parallèles ou 
confondues. 

A 0, Hyperbole. 

A = 0, Deux droites sécantes, 
réelles et distinctes. 


240. Intérieur d’une conique. — Un point est à l’extérieur 
d’une conique, quand de ce point on peut mener à la courbe deux 
tangentes réelles. C’est là une propriété projective. Pour\chercher, 
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dans le cas général, à quelle condition elle a lieu, nous partirons donc 
de l’équation homogène de la courbe. Soit 

d>(a?, y, 0 = Ax 2 4 - A 'y 2 4 - A"f 2 4 - 2B yt 4 - 2B 'tx 4 - %Wxy = 0. 
Nous pouvons encore l’écrire 
(4) 4- y<ï>; 4- i == 0. 

Pour que le point (# 0 , t/ 0 , tf 0 ) soit à l’extérieur de cette conique, il faut 
et il suffît que sa polaire la coupe en deux points réels, autrement dit, 
que le système des deux équations (4) et (2), 

(2) x 0 <ï>i -h y 0 <î>; 4- t Q *ï = 0, 

admette en x , y, t des solutions réelles, autres que x = = J = 0 t Or 
ce système est équivalent à celui des trois équations 

d>i — l(yt Q — £y 0 ) = <1>; — >(te 0 — ^ 0 ) = — X(.zy 0 — y*o) = 0. 

Pour calculer a:, y, t, il suffît de trouver X. Or, pour que ces trois 
équations aient des solutions non nulles, il faut et il suffît qu’on ait 

A B f -X * 0 B 7 4- Xy 0 

B" 4 -Xt 0 A' B — X # 0 == 0, 

B' — Xy 0 B 4 -Xa ? 0 A" 
ce qu’on peut écrire 0 ) 

A -+- X 2 <I>(a; 0 , j/ 0 , t 0 ) — 0. 

A un point de contact (Æ, y, t) réel doit correspondre une valeur de X 
réelle, et réciproquement. L’extérieur de la conique est donc constitué 
par les points où $ a le signe de — A, et l’intérieur par ceux où <ï> est 
du signe de A. 

241. Discussion complète de la nature d’une qua- 
drique. —* Soit la quadrique 

F(«t, y, z, t) = Ax 2 4 - A 'y 2 4 - A"s 2 4 ~ 2Byz 4 - 2B ’zx 4 - 2B"#y 

4 - 2f(ür 4 ~ C'y 4 - C"z) 4 - D £ 2 = 0. 

Nous avons 

• 5 -Fi = Ax + B "y -f- B'z •+• C t, 

JL 

—= fflx 4 ~ A'y 4 ~ Bz 4* L 

jj 

~F^ = Wx 4 - By 4 A"z 4 - C "t, \ 

2 * 

i-Fj == Cx + C'y ■+■ C"s h- Dt. 

2 * 

(*) L’élève montrera que le premier membre ne contient pas de terme de 
degré impair en X. # 
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Considérons les deux déterminants 

A B" B' 

B" A' B y 

B 7 B A n 

•qui sont respectivement les discriminants des formes quadratiques 
¥(x, y , z, t) et $(>, y , z). 

La quadrique n’admet aucun point d’ordre deux si H n’est pas nul. 
Si H est nul, mais admet un mineur à trois rangées non nul, la qua- 
drique est un cône ou un cylindre. Si dans H le déterminant principal 
est au plus d’ordre deux, la quadrique se décompose en deux plans, 
‘etc., etc. 

Le fait que A n’est pas nul signifie que le* cône directeur est indé- 
•composé. La surface possède alors un centre unique (.r 0 , y 0 , z 0 ) et, en 
.y transportant l’origine, on établit, en généralisant la démonstration 
du n° 238, que sa nouvelle équation est 

AX 2 -+- A'Y 2 H- A"Z 2 + 2BYZ -+- 2B'ZX 4- 2B'XY 4 — = 0. 

A 

Supposons les coefficients réels. Si l’équation 
<Ï>(X, Y, Z) = 0 

représente un cône imaginaire, son premier membre est toujours du 
signe de A. Comme l’équation 

y, 1) = 0 

représente alors une ellipse imaginaire, on a, d’après le tableau du 
n° 239, 

AA > 0. 

La quadrique est alors un ellipsoïde, imaginaire si H est positif, réel 
si H est négatif. 

Si l’équation 

<I>(X, Y, Z) = 0 

représente un cône réel, la quadrique est un hyperboloïde.’De ce qui 
«a été vu au n° 240, nous déduisons qu’à l’intérieur du cône asymptote 
=0, la fonction $ est du signe de A. La surface est donc à l’inté¬ 
rieur de son cône asymptote si H est négatif, à l’extérieur si H est posi¬ 
tif. Dans le premier cas, c’est un hyperboloïde à deux nappes, dans le 
second, un hyperboloïde à une nappe. 

H n’étant pas nul, supposons maintenant que A le soit. Le cône 
directeur est décomposé, et la quadrique, dépourvue de point d’ordre 
deux, est un paraboloïde. Nous montrerons plus loin qu’il est hyper- 

Bouliganï». — Géom. anal. â- 5 » 
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bolique si H osl positif, elliptique si H est négatif (voyez n°.243, 
Remarque). 

En un mot, la condition 

H > 0 

exprime que la quadrique a des génératrices rectilignes réelles, 
laa condition contraire exprime que la quadrique est convexe. Enfin 

H = 0 

exprime que la quadrique se réduit à un cône. 

242. Décomposition des formes quadratiques en 
sommes de carrés. —Nous nous bornerons à exposer cette théorie 
pour les formes à trois et quatre variables, en la déduisant des pro¬ 
priétés géométriques des courbes et surfaces du second ordre. 

Plaçons-nous d’abord au point de vue projectif, sans distinguer les 
éléments réels des éléments imaginaires. Considérons par exemple 
une quadrique. On peut faire sur elle quatre hypothèses et quatre 
seulement : 

1° Elle n’a que des points simples ; 

2° Elle se réduit à un cône indécomposé; 

3° Elle se décompose en deux plans distincts ; 

4° Elle se ramène à un plan double. 

Soit alors 

/(#, ?/, 5 , t) = 0 

l’équation homogène de la quadrique. Faisons-lui subir une transfor¬ 
mation homographique 

( x = a\-h a 'Y -h a"Z 4- a'" T, 
m ) y = 6 X. 4 - 6 'Y -h 6 "Z -f- 6"'T, 

( J ) z = cX. -4“ c'Y -f- c *Z 4- c>" T, 

( + d'Y -f- d" Z -f- dm ; 

et supposons, pour avoir une véritable transformation, (pie le déter¬ 
minant des coefficients ne soit pas nul, de sorte que l’on peut des 
relations (1) tirer 

! X. = Ax 4-J3y 4-Cz 4-Df, 

Y = A'x 4- Wy + C'*+D'f, 

Z = A n x 4- B ”y 4- (7z 4- I) ”t, 

T = A’”x 4- ITy 4- Cfz 4- D m t. 

Première hypothèse : la quadrique n’est pas développable. — Nous 
allons montrer qu’on peut alors choisir la transformation (1) de ma¬ 
nière que son équation devienne 

(3) • X* 4 - Y 2 4 - Z 2 4 - T 2 = 0. 
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En effet, l'équation (3) est l’équation homogène d’une quadriquequi a 
pour centre l’origine des axes OX, OY, OZ, lesquels sont trois dia¬ 
mètres conjugués. Donc cette quadrique admet pour tétraèdre conju¬ 
gué le tétraèdre formé par les faces du trièdre OXYZ et le plan de 
l'infini, autrement dit, par les quatre plans 

X = 0, Y = 0, Z = 0, T — 0. 

A cause de la conservation des rapports anharmoniques, il faut donc 
que le tétraèdre, donl les faces sont représentées par 

Ax -f- Hy -f' Gz —f- D£ = 0, 
k'x -h Wy -h G'z -h D f t = 0, 

A !f x + Wy 4- G "z 4- D "f = 0, 

A w x 4- B*y 4- G'"z 4- W"t = 0, 

soit conjugué par rapport iï la quadrique 

f(x, y , z, 0 = 0. 

Inversement, soit un tétraèdre conjugué par rapport h cette quadrique. 
Faisons une transformation homographique dans laquelle les faces du 
tétraèdre deviennent les trois plans de coordonnées et le plan de l’in¬ 
fini. La nouvelle quadrique admet l'origine pour centre, les axes for¬ 
mant un système de trois diamètres conjugués; elle a donc une équa¬ 
tion de la forme 

aX 2 4- pY a 4- yZ 2 4- oT 2 0, 
ce qu’on peut ramoner à 

X 2 4- Y 2 4- Z 2 4- T 2 = 0, 

en ayant soin de multiplier par des facteurs convenables les formes 
linéaires qui, dans la première figure, s’annulent sur les faces du 
tétraèdre conjugué. Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Si le lieu des points où s'annule une forme homogène à quatre 
variables est une quadrique non développable, ou encore si H n’est pas 
nul, cette forme peut être regardée comme la somme des carrés de 
quatre formes linéaires indépendantes. 

Deuxième hypothèse : la quadrique est un cône indécomposê. — Pre¬ 
nons Irois plans passant par le sommet du cône cl formant un trièdre 
conjugué. Pour X, Y, Z, prenons trois formes linéaires en x , y, z, f, 
s’annulant sur ces trois plans, la formel’étant toujours indépendante 
des précédentes. Chacune des formes X, Y, Z est déterminée à un fac¬ 
teur constant près, et, en raisonnant comme précédemment, on voit 
qu’on peut choisir chacun de ces facteurs de manière que la nouvelle 
équation de la surface soit 

X 2 4- Y 2 4- Z 2 == 0. 
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D’où le théorème suivant : 

Si le discriminant de f(x, y, z, t) est nul, Vun de ses mineurs à trois 
rangées étant différent de zéro, celte forme quadratique équivaut à la 
somme des carrés de trois formes linéaires indépendantes . 

Troisième hypothèse : la quadrique se décompose en deux plans dis¬ 
tincts. — Prenons deux plans passant par l’intersection des plans de 
décomposition et conjugués harmoniques par rapport à ces derniers. 
Soient X et Y deux formes linéaires s’annulant dans les plans ainsi 
choisis : elles sont déterminées à un facteur constant près, que l’on 
peut choisir de manière à mettre l’équation f= 0 sous la forme 

X 2 -h Y 2 — 0. 

D’où le théorème suivant : 

Si, le discriminant de f(x, y , z, t) étant nul, son déterminant prin¬ 
cipal est d'ordre deux, la forme f équivaut à la somme des carrés de 
deux formes linéaires indépendantes . 

Quatrième hypothèse : la quadrique es{ un plan double. — Il est 
alors immédiat que la forme f équivaut à un seul carré, Informe 
linéaire élevée au carré s’annulant dans le plan double. 

En réunissant les résultats précédents, nous pouvons donc énoncer 
le théorème général suivant : 

La forme quadratique f(x, y, z, t) est égale à la somme des carrés 
de n formes linéaires indépendantes (n^ 4), n étant Vordre du déter¬ 
minant principal extrait du tableau des coefficients des dérivées par¬ 
tielles de f. 

Nous allons maintenant donner une méthode pratique, due A Gauss, 
pour effectuer la décomposition. 


243. Méthode de Gauss. — Soit la forme f(x y y , z, t). Elle contient 
des termes en 


x 2 , y 2 , z 2 , t 2 (termes carrés) 

et des termes en 

xy y XZ) xt, yz, yt^ zt. (termes rectangles) 

Supposons qu’il y ait au moins un terme carj*é, par exemple un terme 
en x 2 . Alors on peut écrire 


f= ax 2 -h #Pi(2/, 2 , t) -f- P 2 (y, z , t ), (avec a 0) 


P t étant une forme linéaire et P 2 une nouvelle forme quadratique. 
On peut donc écrire 
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De la sorte, f se présente comme la somme de deux termes : 

1° le carré d’une forme linéaire en a?, y y z, t , contenant sûrement un 
terme en x ; 

2° une forme quadratique indépendante de x . 

Supposons maintenant qu’il n’y ait dans f que des termes rectan¬ 
gles ; admettons par exemple qu’il existe un terme en xy. Nous pou¬ 
vons alors écrire 

/*== (ixy -h xV x (z, f) -H î/Q«(z, f) -f- P 2 (z, £)> ^ 7*^=0, 

P 4 et Q t désignant des formes linéaires et P 2 une forme quadratique* 
Donc on a 

De la sorte, f se présente comme la somme de trois termes : les 
deux premiers sont les carrés de deux formes linéaires indépen¬ 
dantes. Le troisième est une forme quadratique indépendante de x et 
de y. 

En appliquant plusieurs fois l’un ou l’autre des deux modes de 
réduction qui précèdent, 011 obtient une décomposition en carrés de 
la forme donnée. Cette méthode, facile à appliquer au point de vue du 
calcul, permet de distinguer rapidement une^quadriquc non dévelop¬ 
pable, un cône, un système de plans distincts ou confondus. D’ail¬ 
leurs, toutes les formes linéaires mises en jeu dans l’un et l’autre 
mode de décomposition sont indépendantes; cela résulte de l’absence, 
dans l’une des formes obtenues, d’une ou de deux variables qui figu¬ 
rent dans la ou les formes que l’opération précédente avait fournies. 

Remarque. — Si, conservant le point de vue projectif, on distingue 
les éléments réels, il y a lieu de faire précéder chaque carré d’un signe 
approprié. La surface n’est réelle que si tous les signes ne sont pas les 
mêmes. Elle est réglée si la forme f contient deux carrés positifs et 
deux carrés négatifs. 

Nous avons annoncé que l’inégalité 

H > 0 

caractérise les quadriques réglées (n° 241). Nous pouvons maintenant 
le démontrer complètement en remarquant : 

" 1° que l’on peut, par une transformation homographique à coeffi¬ 
cients réels, transformer une quadrique réglée en la suivante : 

X 2 -h Y 2 — Z 2 — T 2 = 0 ; 


^ - QC 


M 
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c 2° que le discriminant du premier membre de l’équation transformée 
est égal au produit du discriminant H, de la forme/(a?, y , z, t), qui 
s’annule sur la surface donnée, par le carré du déterminant de la 
transformation. En effet, en faisant dans cette forme la substi¬ 
tution (4), qui correspond à la transformation précédente, il vient 

X 2 + Y 2 - Z 2 - T 2 =5 X 2 /(a, 6, c, d) 4- • •. 

4- XT(a'Yâ 4- WH + c'"n 4- d m fk) + • • • 
Le nouveau discriminant peut s’écrire 

dfà 4- b fi 4- cfé 4~ dflt • •. 

Q-'fa 4- b’fi 4~ c f fl 4- d'fi ... 
a”fi 4- b”fi 4- c*fl 4- d u fà ... 
a"'fa 4- b m fi 4- c m fi 4- d"ft... 

On peut donc le considérer comme le produit du déterminant de la 
transformation par le déterminant des dérivées partielles Vie f pour 
les quatre systèmes de valeurs (a, b , c, d), ( a ', b\ c', d 1 ), ( a",b l, ,c\d t, ), 
(a w , 6' ;/ , c'", c/'"). Or, ce déterminant est lui-même le produit par H du 
déterminant de la transformation. 

Donc, pour une quadrique réglée, H a le même signe que le discri¬ 
minant de la forme 

X 2 4- Y 2 - Z 2 — T 2 ; 

il est donc positif. Inversement, si une quadrique est réelle, et si H 
est positif, le premier membre de son équation homogène contient 
autant de carrés positifs que de carrés négatifs. Donc cette quadrique 
est réglée. 

244. Application de la décomposition des formes quadratiques à 
la classification linéaire des quadriques. — Revenons au point de 
vue linéaire, et proposons-nous de reconnaître la quadrique 

f(x, V » z ) = A.r 2 4- A'y 2 4- A "z 2 4- 2B yz 4- Wzx 4- W'xy 

4- 4- 2C 'y 4- 2C "z 4- D = 0. 

Ôn peut appliquer au premier membre le procédé de décomposition 
de Gauss, et le ramener à l’une des formes suivantes : 

P 2 4-Q 2 + R*4-fc, 

P 2 4-Q 2 4-R 2 , 

P 2 4- Q 2 4- R, 

P 2 4-Q 2 4-A; 

P 2 4- Q 2 , 

P 2 4-Q, 

P 2 -h h, 

p 2 » 
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où P, Q, R désignent des polynômes indépendants, linéaires en x, y,z, 
et h une constante. En adoptant partout les coefficients 4- 1 devant 
les carrés de P, Q, R, nous admettons qu’on n’établit pas de distinc¬ 
tion entre les éléments réels et les éléments Imaginaires. Cela posé, 
faisons lu transformation linéaire 

* = P, y = Q, * = 

On voit que chacune des huit formes précédentes correspond à un 
type unique de surfaces. Ces types sont, dans l’ordre des formes, les 
suivants: quadriques non développables h centre unique, cônes indé¬ 
composés, paraboloïdcs, cylindres à centres, systèmes de deux plans 
sécants distincts, cylindres paraboliques, systèmes de deux plans 
parallèles distincts, plans doubles. 

Si l’on se place au point de vue de la géométrie réelle, pour n’intro¬ 
duire dans la décomposition que des formes linéaires à coefficients 
réels, il faut faire précéder chaque carré d’un signe convenable. Alors, 
si l’on prend par exemple le cas où la décomposition fait intervenir 
trois carrés de polynômes linéaires et un terme constant, l’équation 
de J a surface pourra se ramener à l’une des formes 

P 2 4- Q 2 4- R 2 4- a 2 = 0, P 2 4- Q 2 4- R 2 — a 2 = 0, 

P 2 Q2 „ p2 _ a 2 = Q, P 2 4- Q 2 - R 2 4- ^ = 0, 

qui correspondent aux ellipsoïdes (réel et imaginaire) et aux hyperbo- 
loïdes (à une ou deux nappes). Prenons encore le cas où la décompo¬ 
sition met en jeu deux carrés de polynômes linéaires et un polynôme 
linéaire. Nous aurons a distinguer entre les formes 

P 2 4- Q 2 4- R ~ 0, P 2 — Q 2 4- R = 0, 

qui correspondent respectivement au paraboloïde elliptique et au 
paraboloïde hyperbolique. 

245. Passage de réquation ponctuelle à l’équation 
tangentielle. — Laissant h l’élève le soin de faire le raisonnement 
pour une conique, nous nous bornerons ù exposer la question pour 
les quadriques. Soit 

/*(x, y, z, t) = Ax 2 4- A' y 2 4- A"z 2 4- 2 B yz 4- 2B 'zx 4- %Wxÿ 

- 4- 4- C'y 4~ C"z) 4- Di 2 = 0. 

Pour que le plan de coefficients w, r, w, r soit tangent à cette surface 
au point (x, y y z , t ), il faut et il suffit qu’on ait simultanément 

ux 4- vy 4~ wz 4” r£ —— 0? 

n = n = n^n, 

u v w r 
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Appelons 2X la valeur commune de ces rapports. Le système précédent! 
peut se remplacer parle suivant : 


Ax -f B "y + B'z -+- Ct — Xu =0, 

Wx -f- A'y Bz -t-C't — Xv =0, 

B'æ + By + A"z C"< - Xu; = 0, 

Cx + C'y + C'z + Dt — Xr =0, 

ux -+- vy ■+ wz + rt = 0 , 

/ 

qui doit admettre des solutions en x 9 y , z> t, X, telles que X ne soit pas 
nul et que les quatre nombres x 9 y, z, t ne soient pas tous nuis. Pour * 
qu’il en soit ainsi, il faut que l’on ait 




A \V B' C 

B" A' B C' 

W B A" C" 

C VJ V" D 

u v w r 


u 

v 

w 


= 0 . 


V 

0 


Inversement, supposons cotte condition remplie et distinguons deux ; 
cas : 

1° Si H n’est pas nul, c’est-à-dire si la quadrique n’est pas dévelop¬ 
pable, on peut prendre H comme déterminant principal des cinq équa¬ 
tions précédentes. Donc, d’après le théorème de Rouché, on peut choi¬ 
sir arbitrairement X dans les quatre premières équations. Los valeurs 
de «r, y , z, t, tirées de celles-ci, vérifieront la dernière, puisque le ca¬ 
ractéristique est nul, en vertu de(l). La condition est alors suffisante : 
c’est l’équation tangenticllc de la surface. 

2° Si H est nul, l’un de ses mineurs à trois rangées n’étant pas nul,. 
la quadrique est un cône véritable. Soient x 09 y 0 , z 0 , t 0 les coordon¬ 
nées de son sommet. Les quatre premières équations ne sont com¬ 
patibles en x 9 y, z, t pour une valeur X non nulle, que si l’on a (<) 

( 2 ) ux () -t- vy 0 -f- wz 0 rt 0 = 0. 

Si la condition (2) est remplie, on peut tirer x , y, z, t des quatre pre- 
mières équations, les valeurs ainsi obtenues contenant outre X, une 
autre indéterminée (géométriquement, cela correspond au fait que le 
contact a lieu, non plus en un seul point, mais le long d’une droite).. 
Si, en outre, la condition (4) est vérifiée, ces valeurs de x , y 9 z, t, X qui 
vérifient les quatre premières équations satisfont à la cinquième. Les 
conditions (4) et (2) sont donc nécessaires et suffisantes au contact du 
plan. Dans ce cas, la surface possède en définitive deux équations tan- 
gentielles. 


V) Multiplier les quatre premières équations par # 0 , I/o, *o> *o et ajouter en . 
tenant compte de f£ 0 — f y0 = fi 0 = f! 0 = 0 et de la réciprocité de la forme 
polaire. 
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Remarque. — Dans ce second cas, la condition (d) n’est pas satisfaite 
identiquement. L’élève s’en rendra compte en cherchant par exemple 
dans son premier membre les coefficients de u 2 ou de %uv et en mon¬ 
trant que chacun d’eux est un mineur à trois rangées de H. 

246. Revenons au cas général où H n’est pas nul. Puisque H est sy¬ 
métrique par rapport à sa diagonale principale, il en est de même du 
déterminant ayant pour élément de la p e ligne et de la q e colonne le 
coefficient de l’élément correspondant de H, dans le développement 
de H par rapport aux termes de la p e ligne. Ce nouveau déterminant 
s’appelle l 'adjoint de H : en formant son produit par H, on trouve que 
sa valeur est H 3 . Grèce à la symétrie du déterminant adjoint par rap¬ 
port à sa diagonale principale, nous pouvons l’écrire 

a p P y 

P" a' (3 y' 

fi' (3 a" y" * 

y y' y* 8 

Reprenons le système de nos cinq équations et résolvons-les en x , y , 
z, t. Dans ce calcul, supposons X = 1. Nous obtenons 

Ho? = «« + (3"u -b $'w -b yr, 

H?/ = pu -f- a'v -f- -by'r, 

Hz = p'u -b pu -b -b y*r, 

H t = y u -b y'u -b y "tu -b Br. 

Cela posé, les seconds membres sont les demi-dérivées partielles de la 
forme quadratique 1 

= au 2 -b <*'v 2 -b <* n w 2 -b $&VW -b %$'WU -b Qft'uv 

-b 2y ru -b %y' rv -H 2y"rtu -b Br 2 , 

qui, en vertu de l’identité d’Euler et des relations précédentes, est 
identique à 

E(ux -b vy -b wz -b rt). 

Donc, en égalant cette forme à zéro, nous obtenons l’équation tangen- 
tielle de la quadrique. 

Nous voyons qu’il y a réciprocité entre la forme f(x, y, z, t) du 

premier membre de l’équation ponctuelle et la forme q U i 

prennent lq même valeur 

ux -b vy -b wz -b rt, 

lorsqu’on associe un plan tangent w, u, tu, r et son point de contact. 
On leur donne le nom de formes adjointes. Nous proposons, comme 
exercice, de montrer que leurs discriminants sont inverses. 
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III. — Notions générales relatives à la détermination 

des figures. 

247. Énumération des conditions d’un problème. — 

Tant qu’on se borne à étudier la géométrie élémentaire, les problèmes 
qui consistent à déterminer certaines figures par des conditions don¬ 
nées paraissent difficiles. 11 est embarrassant de formuler, en vue de 
leur résolution, des règles générales. La géométrie analytique permet 
de ramener toutes ces questions à des systèmes d’équations. 

Supposons qu’on cherche une ligne ou une surface, de nature dé¬ 
terminée, sachant qu’elle est. soumise à un certain nombre de condi¬ 
tions géométriques. La première recherche à entreprendre, c’est de 
voir à combien de relations indépendantes équivaut l’ensemble de ces 
conditions. Suivant que ce nombre est supérieur, égal, ou inférieur à 
celui des paramètres dont dépend la ligne ou la surface, les données 
sont surabondantes, suffisantes ou incomplètes. Lorsqu’il y a autant 
d’équations que d’inconnues, on dit que le problème est bien posé ; en 
en le résolvant, on obtient l’élément géométrique cherché. 

Mais bien souvent, on peut se dispenser d’écrire ces équations et de 
les résoudre, et présenter la solution du problème en utilisant exclu¬ 
sivement les propositions de la géométrie pure. Cette solution, qui 
peut échapper û qui ne connnaîtque les huit livres d’Euelidc, s’obtient 
maintenant par une méthode logique. 

Raisonnons, pour fixer les idées, en géométrie plajie, et supposons 
qu’en exprimant chaque condition du problème, nous obtenions une 
seule relation d’égalité. Soit n le nombre des conditions. Supposons 
que n — 1 d’entre elles soient simultanément remplies : la figure con¬ 
sidérée n'est plus déterminée. L’un de ses points, distingué à l’aide 
d’une propriété quelconque, mais choisi de manière A faciliter, autant 
que possible, la détermination de la figure ( 4 ), décrit une certaine ligne. 
En associant de deux manières n — 1 des conditions données, on ob¬ 
tient deux lignes, à l’intersection desquelles se trouve le point 
cherché. 

Ou bien, et c’est le point de vue corrélatif du précédent, on pourra 
distinguer une droite de la figure cherchée et essayer de déterminer 
cette droite comme la tangente commune h deux courbes, dont chacune 
est son enveloppe lorsqu’on associe seulement n — 1 des conditions 
données. 

Prenons un exemple particulièrement simple. Soif à mener, d’un 


0) Parexomple, si l’on demande de trouver un cercle remplissant certaines 
conditions, on en cherche le centre. 
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point donné A, une droite coupant doux droites données x'x et y'y en 
des points P et Q tels que, B étant un point donné, l’angle PBQ ait 
une valeur donnée. 

Cherchons à déterminer la droite APQ elle-même. Il nous faut pour 

cela deux conditions. Or l’cnoncé 
lui impose : 

1° de passer par le point A ; 

2° d’être telle que l’angle PBQ 
ait une valeur donnée. 

Or, quand on exprime seule¬ 
ment cette deuxième condition, 
on assujettit PQ k envelopper une 
conique de foyer B, tangente à O# 
et O y : en effet P et Q se cor¬ 
respondent liomograpliiquement 
sur ces droites (voyez n° 185), en outre les tangentes menées de B 
correspondent aux rayons doubles des faisceaux engendrés par BP, 13Q> 
et, par suite, sont isotropes. 

Le problème peut donc se ramener à construire une tangente à-cette 
conique passant par A. Mais on peut aussi, et cela nous fait revenir au 
premier mode de résolution, essayer de déterminer un second point de 
la droite APQ, par exemple la projection orthogonale de B sur cette 
droite, soit M. Lorsqu’on exprime seulement la première condition, 
on assujettit M à décrire le cercle de diamètre AB ; en exprimant la se¬ 
conde, on impose à M de décrire le cercle principal de la conique. Le 
point M doit donc se trouver à l’intersection de ces deux cercles. 

S’agit-il maintenant de présenter la solution indépendamment de 
toute considération d’homographie, et de la rendre accessible à un 
lecteur qui ne connaît que les deux premiers livres d’Euclidc? On fera 
voir directement que l’angle PBQ restant constant, la projection de B 
sur PQ doit décrire un cercle. Par quelle méthode? Ce cercle doit pas¬ 
ser par les projections C et 1) de B sur x'x et y'y. Tout revient donc à 
démontrer la constance de l’angle CMD, que le lecteur déduira aisé¬ 
ment de la considération des quadrilatères inscriptibles BCPM, 
BDQM. 

Tous les problèmes ne se traitent pas aussi simplement que le pré¬ 
cédent. Mais cet exemple rtiontre bien la supériorité que donne au 
chercheur la connaissance des méthodes analytiques, même si on lui 
demande de développer une solution en s’en tenant aux propositions 
de la géométrie pure. 

248 . 11 importe donc de préciser la notion de condition : nous «di¬ 
rons qu’une condition géométrique est simple, double, triple, ... sui- 
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vant qu’elle s’exprime par une, deux, trois, ... relations entre les 
paramètres dont dépend l’élément géométrique cherché. Le fait, pour 
une courbe, de passer par un point donné constitue une condition qui 
est simple dans le plan et double dans l’espace ; en effet, dans le pre¬ 
mier cas, la courbe est définie par une équation ; le fait qu’elle passe 
par un point donné établit une seule relation entre ses coefficients ; 
dans le second, la courbe est définie par deux équations ; en écrivant 
qu’elle passe par un point donné, on obtient donc deux relations. De 
même, en imposant k une surlace de passer par un point donné, on 
lui impose une condition simple. 

On verra pareillement qu’on impose h une courbe du plan xOy : 

1° une condition simple si on l’assujettit k être tangente à une droite 
donnée ; 

une condition double si on veut qu’elle soit tangente k une droite 
donnée en un point donné ; 

3° une condition triple si on lui impose d’être osculatrice en un 
point donné k une ligne donnée, etc. 

Si l’on veut qu’une surface soit tangente à un plan donné, on exprime 
une condition simple si la surface n’est pas développable, une condi¬ 
tion double si elle est développable. Le fait d’être tangente à un plan 
donné en un point donné constitue pour la surface, une condition 
triple, etc. 

Toutes les conditions que nous venons d’énumérer sont des condi¬ 
tions du type projectif. Lorsque le problème donné ne met enjeu que 
des conditions du type projectif, il appartient lui-même au type pro¬ 
jectif, et on peut alors le résoudre par des constructions projectives. 
Mais il va sans dire qu’il y a aussi des conditions du type linéaire et 
des conditions du type métrique. 

En exprimant qu’un point est centre d’une conique, on exprime une 
condition du type linéaire ; en exprimant qu’il est foyer, on a une con¬ 
dition métrique. Chacune de ces deux conditions est d’ailleurs double. 
En effet, le centre et les foyers sont déterminés quand la conique est 
donnée. Par suite, leurs coordonnées sont des fonctions connues de» 
coefficients. On obtient donc deux relations entre ceux-ci, lorsqu’on 
écrit qu’un point donné est centre, ou foyer. On obtiendra de même 
deux relations, en exprimant qu’une droite donnée est directrice ou 
axe, trois en écrivant qu’un cercle donné est cercle directeur ou cercle 
principal, etc... L’élève montrera de même que le fait qu’un point 
donné est centre ou sommet d’une quadrique équivaut k trois condi¬ 
tions, qu’imposer k urKcercle d’être section centrale d’une quadrique 
équivaut k six conditions, etc... En général, soient un point, une ligne, 
ou une surface qui sont déterminés dès qu’une conique ou une qua¬ 
drique se trouve donnée. On dit que ce point, cette ligne ou cette sur- 
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face constitue un élément remarquable de la conique ou de la quadrique. 
Soit p le nombre de paramètres nécessaires à la détermination de èet 
élément ; la donnée de cet élément pour une conique ou une quadrique 
impose à celle-ci une condition d’ordre p (*). ' 

Donnons encore quelques exemples. Si l’on veut, qu’une quadrique 
passe par une droite donnée, cela équivaut à trois relations entre ses 
coefficients: en effet, il faut et il suffit que trois points de la droite se 
trouvent sur la quadrique pour que cette droite y soit contenue tout 
entière. Si l’ori impose à une quadrique de contenir deux droites don¬ 
nées, cette condition est sextuple si les deux droites sont des généra¬ 
trices de même système, quintuples si elles sont de systèmes différents. 
Ceci nous montre, en passant, que si une condition A est d’ordre p et 
une condition B d’ordre g, l’ensernhle des conditions A et B n’est pas 
forcément d’ordre p -h g. 

Nous dirons qu’une condition est linéaire lorsqu’elle se traduit par 
une ou plusieurs relations linéaires entre les paramètres qui figurent 
dans la ou les équations de la ligne ou de la surface, ceux-ci étant sup¬ 
posés eux-mèmes intervenir linéairement dans cette ou ces équations. 


IV. — Détermination des coniques. 

249. Conique passant par cinq points. — L’équation géné- 
néraîe des coniques du plan æOy est 

(1) A.r 2 -h 6 2B xy -r- Cy 2 -h 2D xt 4- 2E yl 4- Fr 2 = 0. 

Elle contient, d’une façon linéaire et homogène, les six paramètres 
A, B, G, 1), E, F. Si l’on assujettit les coefficients à vérifier cinq re¬ 
lations linéaires et homogènes indépendantes, la conique sera déter¬ 
minée. Toutefois, il pourra arriver quelle se décompose en deux droites, 
au nombre desquelles la droite de l’infini pourra figurer. 

Sans chercher, pour le moment, la signification géométrique de la 
condition linéaire la plus générale imposée à une conique, remarquons 


( J ) Plaçons-nous au point da vue de la géométrie métrique à trois dimen 
sions. ^Toutes les figures égales à une figure donnée dépendent de six para¬ 
mètres ; en effet, soit Oj un point remarquable de l’une d’elles et Oiaq, O^i, 
Oi^t trois droites remarquables formant un trièdre trirectangle issu de ce point. 
€e trièdre, et par suite la position de la figure, sont bien déterminés si l’on 
connaît les coordonnées de O t et les trois angles d’Euler. Pour cette raison, 
on donne à ces six quantités le nom de paramètres de position. Le trièdre 
OiXtfhZi étant connu, il faut, pour achever de déterminer la figure, donner la 
valeur d’un certain nombre d’autres paramètres, qu’on nomme paramètres de 
grandeur. On voit ainsi que les ellipsoïdes dépendent de neuf paramètres, 
six paramètres^de position et trois de grandeur. 
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qu’on obtient une condition de cette nature lorsqu’on exige que la 
courbe passe par un point donné, ou soit conjuguée par rapport à 
deux points donnés. 

Étudions le cas où l'on donne cinq points de la conique. 

Si parmi ces cinq points, il est impossible d’en trouver trois en 
ligne droite, on ne peut mener par eux plus d’une conique, sinon nous 
aurions, contrairement au théorème du n° 80, deux courbes du second 
ordre indécomposées, ayant plus de quatre points communs. D’ailleurs 
le système des cinq équations 

Ax\ -j- 2B x^y^ H- Cyf ~f- ( H)x^t^ -f- 2E y\t\ -4- V t\ — 0, 


Axl -h.-b F*! = 0, 

A .-f-Fef = 0,. 


admet des solutions non toutes nullcs en A, B, C, J), E, F. On peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Si cinq points sont tels qu'aucune droite ne contienne trois d'entre 
eux, il passe par ces cinq points une conique et une seule. 

Pour qu’un point ( x , ?/, t) soit sur cette conique, il faut et il suffit 
que le système formé par les cinq équations précédentes et la sui¬ 
vante 

A.z* 2 -q- Wxy - 4 - C y 2 -f- 2D xt -f- "XRyt -h Vfi = 0 

admette des solutions non toutes milles en A, B, G, D, E, F. L’équa¬ 
tion de la conique est donc 

x l xy y 2 tx ty t 2 

x\ x i y i ?/f t i x i t i y l t f 

x\ x 2 y\ t 2 x 2 t 2 y 2 t\ _^ 

X $ X %V\\ y 3 ^ 3^3 hVs 

X l *^4 ’ yl * 4^4 hlU H 

x l x ûh yl k 

Remarque. — Supposons que, parmi les cinq points, trois soient en 
ligne droite, les deux autres se trouvant en dehors de cette droite. 
Toute conique passant par ces points comprend la droite précédente 
et la droite joignant les deux autres points. Le problème a donc encore 
une solution unique. 

Par contre, si quatre de nos points sont sur une droite, la conique 
comprend cette droite, et une autre, indéterminée, passant parle cin¬ 
quième point. 

250. Cas limites du problème précédent. — On peut supposer 
qu’un certain nombre des points donnés viennent se confondre. On ob- 
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tient ainsi des problèmes qui sont des cas limites du précédent, et qui 
s’en déduisent : 

1 ° en remplaçant la donnée de deux des points par le fait que la 
courbe est tangente en un point donné à une droite donnée ; 

2 ° en remplaçant la donnée de trois points par celle d’une courbe 
osculatricc en un point donné à la conique cherchée ; 

3° en remplaçant la donnée de quatre points par celle d’une courbe 
surosculatrice en un point donné à la conique. 

Il va sans dire, et nous laissons au lecteur le soin de le vérifier, que 
ces nouvelles données, remplaçant celle d’un certain nombre de points, 
équivalent à autant de conditions linéaires simples. 

251. Détermination d’un cercle. — Si l’on écrit qu’une conique est 
un cercle, on lui impose deux conditions linéaires, h savoir de passer 
par chacun des points cycliques. Donc, pour déterminer un cercle, il 
suffit de lui imposer trois conditions linéaires indépendantes des précé¬ 
dentes, par exemple de passer par trois points donnés à distance finie ; 
ces points déterminent un véritable cercle, s’ils ne sont pas alignés. 
Plus généralement, cherchons h déterminer un cercle par trois condi¬ 
tions linéaires quelconques, et étudions la signification de chacune 
d’elles. Soit le cercle 

(1) A(.r 2 - 4 - y 2 ) -t- 2B.r 4 - 2Cy -h D = 0. 

Nous allons démontrer le théorème suivant : 

Une relation linéaire et homogène entre A, B, C, D exprime que ce 
cercle est Orthogonal à un cercle ou à une droite fixe. 

En effet, si nous voulons exprimer l’orthogonalité du cercle (1) et 
du cercle 

a(x l -h y 2 ) -t- 26# -h %cy -h d = 0 , 

nous devons exprimer que le carré de la: distance des centres est la 
somme des carrés des rayons, ce qui donne 

2(6B -f- cC) — al) — dA = 0 ; 

les paramètres a, 6 , c, d étant indépendants, le résultat annoncé est 
vérifié. , 

La détermination d’un cercle par trois conditions linéaires équivaut 
donc h la recherche du cercle orthogonal à trois cercle donnés. 

252. Cas de données surabondantes : théorème de 
Pascal. — Puisque cinq conditions linéaires déterminent une 
conique, un système de plus de cinq conditions sera en général incom¬ 
patible. Il n’existera de conique satisfaisant à un tel système que si 
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toutes les conditions considérées sont des combinaisons linéaires de 
cinq d’entre elles. 

Par exemple, six points ne sont situés sur une courbe du second 
ordre que moyennant une condition. D'après l’exemple donné au 
n° 117, on peut l’énoncer en disant que les deux faisceaux de droites 
obtenus en joignant quatre de ces points k chacun des deux autres 
doivent posséder le même rapport anharmonique. On peut aussi lui 
donner la forme suivante, qui consi itue le théorème de Pascal : 

Si Von joint ces points deux à deux, de manière à former un hexa¬ 
gone, il faut et il suffit qu'en numérotant les côtés de celui-ci, les points 
de rencontre des côtés i et 4, 2 et 6, 3 et 6 soient alignés. 



En effet, pour que A, B, G, D, E, F soient sur une conique, il faut 
et il suffit que l'on ait 

(B . ACDE) = (F . ACDE). 

Soient P le point commun k 1 et 4, Q le point commun k 3 et 6. Nous 
devons avoir sur les sécantes 4 et 3 : 

(PGDE) = (QCDII). 

Ces deux divisions homographiques, de bases 3 et 4, qui admettent 
comme points homologues P et Q, G et C, E et H, ont en commun le 
point homologue D. Donc les droites PQ, GC et Eli sont concourantes, 
ce qui revient k dire que 2 et 5 se coupent en un point R de la droite 
PQ (C. q. f. d.). 

Du théorème de Pascal, on peut déduire d’autres propositions, en 
supposant que deux des sommets consécutifs de l’hexagone viennent 
à se confondre, et en substituant à la droite qui les joint la 
tangente vers laquelle elle tend lorsque les points sont infiniment 
voisins. 
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Gomme exercice, nous proposons au lecteur, une conique étan t 
déterminée par cinq points A, B, G, D, E, d’en déduire au moyen de 
la règle, une infinité d’autres points. Par E on mènera une droite 
arbitraire, et on déterminera son second point F de rencontre avec 
la courbe en utilisant le théorème de Pascal. Faire aussi la construc¬ 
tion en supposant donnés trois points et les tangentes en deux de ces 
points. 

253. Indétermination d’ordre un : faisceaux ponc¬ 
tuels, — Si l’on impose à une conique quatre conditions linéaires, 
son équation contient encore deux paramètres, figurant d’une façon 
linéaire et homogène. Soient 

/(«, y, O—0, g(x,y>t) = 0 

deux coniques distinctes remplissant les quatre conditions données. 
Toutes les autres sont nécessairement de la forme 

( 1 ) y , 0 -h Mx, y , 0 = 0 , , 

ou, en introduisant le rapport ~ = X, 

/‘O, y, 0 -t- y, 0 = 0. 

On dit qu’elles forment un faisceau ponctuel. Nous avons déjà 
signalé, au n° 129, la correspondance involutivc qui existe entre les 
deux points où chacune de ces coniques rencontre une droite fixe. Cette 
propriété constitue le théorème de Desargues. 

Cherchons à caractériser, au point de vue géométrique, un faisceau 
ponctuel. Il est clair que toute conique représentée par l’équation (1) 
passe par les points communs à 

f= 0 et gc=0. 

Inversement, toute conique passant par ces quaire points est suscep- 
lible d’être représentée par une équation de la forme (1). En effet, 
prenons sur cette courbe un cinquième point (.r 0 , y 0 , t 0 ). On peu 
déterminer des valeurs a 0 , p 0 de a, (3, telles que la conique 

«o ffr, y , 0 d- | 3 0 Q(x, y, t) = 0 

passe en ce cinquième point, et par suite se confonde avec la conique 
considérée. On peut donc dire que l’équation (1) est l’équation 
générale des coniques qui passent par les points communs aux deux 
coniques 

f(x, y, 0 = 0 , g(x,y,t) = 0. 

Nous venons de supposer implicitement que ces deux courbes se 
coupaient en quatre points distincts. Mais il est clair que si un poin 
Bouligand. — Géom. anal. 26 
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compte pour deux, Irois ou quaire unités dans leur intersection, il 
comptera pour le même nombre d’unités dans l’intersection d’une de 
ces coniques avec la conique (1). D’une manière générale, on peut donc 
dire que l’équation (1) est l’équation générale des coniquefc ayant en 
commun avec la conique f=0, et au mémo ordre de multiplicité, les 
mômes points que la conique —0. 

Applications. — 1° Soit un quadrilatère, dont les côtés opposés 
ont pour équations, d’une part 

P — 0, Q = 0 ; 

d’autre part 

R = 0, S == 0. 

En remarquant que chaque couple de côtés opposés constitue une 
conique décomposée passant par les quatre sommets, on voit que 
l’équation générale des coniques circonscrites au quadrilatère peut 
s’écrire 

PQ-+-XRS = 0. 

2° Soit une conique indécomposée (/') (•), d’équation 

f(X, y , t) r=T 0, 

et deux droites sécantes MN et M'N ; , d’équations 

P =r 0, Q "= 0. 

L’équation générale des coniques passant parles points de rencontre 
M, N, M', N' de (f) et des deux droites est 

/* H— XPQ = 0. 


3° Si M' tend vers M, la conique précédente devient tangente à (/') 
au point M. Si, en meme temps, N' tend vers 
N, la droite Q = 0 tend vers la droite P = 0, 
et le système des coniques considérées devient 
celui des coniques bitangentes à (/) en M et N. 
Donc, Véquation générale des coniques bitan¬ 
gentes à la conique f= 0 aux points où elle 
coupe la droite P —0 est 

f -h ÀP* = 0. 

4° Supposons que M' et N' tendent simulta¬ 
nément vers M. La droite Q = 0 tend vers la 
tangente en M, et, à la limite, notre équation représente les coniques 



0) Dans la suite, il nous arrivera souvent d’appeler, pour abréger, conique 
( f ), celle qui a pour équation 0. 
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qui coupent (f) en N et lui sont osculatrices en M. Elle devient alors 
2/ > 0 ^P(æ/* 0 H - ?//y 0 4- tf't 0 ) = 0, 

a*o> yo> «o représentant les coordonnées de M, et la forme linéaire P 
s’annulant en ce point. 

5° Enfin, partant du cas d’osculation, ou du cas de bitangence, et 
faisant tendre N vers M, on obtient l’cquation générale des coniques 
qui sont surosculatriccs en M à la conique f= 0, soit, 

/O, y, 0 -h 4- yf; 0 4- ifo 2 = o. 

254. Conséquences du théorème de Desargues. — Coupons le fais¬ 
ceau par une droite D, qui ne passe par aucun des points communs 
aux deux coniques f= 0 et 0, et considérons l’involution qui lie 
les points où elle coupe une conique quelconque du faisceau. Celte 
involution a deux points doubles: ils sont conjugués par rapport à 
toutes les coniques du faisceau. Ces points sont manifestement les 
points communs à la droite 1) et à celles de ces coniques qui la cou¬ 
pent en deux points confondus, e’est-ù-dire qui sont ou tangentes h D, 
ou décomposées, ayant un point d’ordre deux sur D. 

En déduire, comme exercice, que dans un faisceau ponctuel il y a, 
en général, deux paraboles. Montrer que si toutes les coniques du 
faisceau sont des paraboles, elles ont leurs axes parallèles. 

Quand on impose à une conique du faisceau d’ètrc conjuguée par 
rapport à deux points donnés, on l’astreint à une cinquième condi¬ 
tion linéaire, qui achève, en général, de la déterminer. Il n’y a excep¬ 
tion que si les deux points donnés coïncident avec les points doubles 
de l’involution cpie déterminent les coniques du faisceau sur la droite 
qui les joint, La condition supplémentaire n’est alors qu’une dépen¬ 
dance des quatre qui ont été écrites pour exprimer que les coniques 
considérées forment un faisceau. 

Exemple. — Supposons que les deux points donnés soient les points 
cycliques. Une conique conjuguée par rapport à ces points est une 
-hyperbole équilatère. Donc, dans un faisceau, il y a en général une 
seule hyperbole équilatère. S’il y en a deux, les points cycliques sont 
conjugués par rapport à toutes les coniques du faisceau, qui sont 
donc des hyperboles équilatùres. Considérons les hyperboles équila- 
tères passant par trois points fixes A, H, C. Nous avons une famille 
de coniques soumises à quatre conditions linéaires. Donc, elles for¬ 
ment un faisceau, et, par suite, passent par un quatrième point fixe. 
En considérant les hyperboles du faisceau réduites à un côté du 
triangle ABC et à la hauteur correspondante, on voit immédiatement 
que ce quatrième point est J’orthoccntre de ce triangle. 
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Soit un point P : appelons Q l’intersection de ses polaires par rap¬ 
port à deux coniques du faisceau. Les points P et Q, conjugués par 
rapport à deux coniques du faisceau, le sont par rapport à toutes ces 
coniques. D’où ce théorème : 

Les polaires d'un point P par rapport aux coniques d'un faisceau* 
ponctuel passent par un point fixe Q. Il y a réciprocité entre 
P et Q. 

Notre raisonnement montre de plus que si le point P a même polaire 
par rapport à deux coniques, il a aussi même polaire par rapport à 
toute conique du faisceau qu’elles déterminent. 

Cherchons analytiquement la condition pour qu’il en soft ainsi. 
Pour que le point P (.r 0 , y 0 , t Q ) ail même polaire par rapport 
à f = 0 et 0 = 0, il faut et il suffit qu’il existe un nombre X 0 tel qu’on 
ait 

fx 0 H- ^o0*o = 0, fy 0 4- X o 0y o = 0, ft 0 4- \gi 0 = 0, 

ce qui revient à dire que P 0 doit être un point d’ordre deux d’une 
conique décomposée du faisceau ; nous sommes donc amenés à étudier 
ces coniques décomposées. 


255. Coniques décomposées d’un faisceau ponctuel. — Supposons 
que le faisceau considéré soit l’ensemble des coniques ayant en com¬ 
mun quatre points distincts M, N, M 7 , N 7 . II est évident géométrique¬ 
ment qu’il existe trois coniques décomposées, formées par les systèmes 
de droites 

MN, M'N 7 ; MM 7 , NN 7 ; MN 7 , M'N. 

Soit maintenant un faisceau quelconque, dont l’une des coniques a 
pour équation 

f + lg = 0, 

avec 

f= Ax 2 4 - A 1 y 2 -f- A "* 2 4- 2B yt 4- 2B'Lz 4 - 2B lf xy = 0, 
g = A t # 2 -h A[y 2 4- Alt 2 4 - 2B t t/J 4- 2B [tx 4 - 2B \xy — 0. 

Pour qu’une conique du faisceau soit décomposée, il faut et il suffit 
que la valeur correspondante de X vérifie la relation 

- A 4- XAj B'4-XBÏ B 7 4-XB 7 

F(X)s= B'4-XB" ■ A 7 4-XA{ B 4-XB 4 =0. 

B 7 4- XB{ B 4-XBj A"-+-XA 7/ 

Si nous supposons que la conique 0 = 0 n’est pas décomposée^)* 


(O Sinon, le degré s’abaisserait; il pourrait même arriver que l’équatio» 
se réduise à une identité. C’est ce qui se produit si f= 0 et 0=0 représen¬ 
tent deux coniques ayant en commun soit un point d’ordre deux, soit une 
droite. 
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nous avons une équation du troisième degré en à, qui, développée, 
s’écrit 

;F(X) = A -h *© 4- V0 t 4- V&i, 

A et A t désignant les discriminants des formes quadratiques f et g. 
Quant à 0, il a pour valeur F'(û) : appliquons le théorème de 
dérivation d’un déterminant et utilisons les notations a, fl,.... intro¬ 
duites au n° Î46, pour désigner les éléments du déterminant adjoint 
de A. Nous obtenons 

0 = A 4 a -f AJa' + Aïa f 4- îB t p 4“ ïBjp'4- îBîp". 

On voit facilement que se déduit de 0 en permutant le rôle des 
coniques (f) et (g). Donc 

0 4 = Aa t 4- A'aJ 4- AVj -4 ÎBp 4 4- îB'pi 4- WR. 

Indiquons rapidement la relation qui existe entre le fait que l’équa¬ 
tion en X possède une racine multiple, et celui que les deux coniques 
*(f) et (g) viennent h être tangentes, bitangentes, osculatrices ou 
: surgsculatrie.es. 

A cet effet, remarquons que F'(X) est la somme d’un certain nombre 

de mineurs de F(X). Donc un 
zéro simple de F(X) n’annule 
pas tous ses mineurs, et par 
suite fournit une conique du 
faisceau, composée de .deux 
droites distinctes. En particu¬ 
lier, si les trois racines de F(X) 
sont distinctes, nous retrouvons 
les trois couples de sécantes 
communes, indiqués au début 
du paragraphe. Soient P, Q, R 
les points d’ordre (leux de cha¬ 
que couple. Ces points sont seuls susceptibles d’avoir même polaire 
par rapport h deux de nos coniques. Deux d’entre eux sont les 
points doubles de l’involution de Desargues sur la droite qui les 
joint, et par suite sont conjugués par rapport à. toutes nos coniques. 
Le.triangle PQR est donc conjugué par rapport à toutes les coniques 
-du faisceau. Il est d’ailleurs le seul h posséder celte propriété. 

Une racine double de l’équation en X peut donner lieu à deux 
•circonstances différentes. Ou bien, elle n’annule pas tous les 
mineurs de F(X); deux des couples de sécantes communes viennent 
alors se confondre, mais de façon que chaque couple reste formé de 
•deux droites distinctes. Ce cas est donc un cas limite du précédent, 

* celui où les coniques se coupent en N et N' et sont tangentes en M. 
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Ou bien la racine double annule tous les mineurs de F(X). Alors, un 
couple de sécantes communes est formé d’une droite double. Si l’on 
veut obtenir ce cas comme cas limite du cas général, il faut supposer 
que la ligure varie de manière que la droite M'N' tende vers la droite 

MN [nous supposons fixe cette droite 
et la conique (/)], ou que M' et N' 
tendent respectivement vers M et N. 
Ce cas est donc celui des coniques 
bi tangentes. Il y a alors une infinité 
de triangles conjugués communs aux 
deux coniques. Tous ont pour som¬ 
met le pôle de la corde des contacts, 
les deux autres sommets étant deux 
points conjugués de cette corde. 

Une racine triple de l’équation en X ne se présente que si les coni¬ 
ques (/') et ( g ) sont osculatrices ou surosculatrices. Les trois couples 
de sécantes communes sont alors confondus. Le couple triple comprend 
dans le cas de l'osculation deux droites distinctes passant par le point 
d’osculation, dont l’une est tangente en O, et dans le cas de la sur¬ 
osculation deux droites confondues avec cette tangente. 

256. Questions diverses. — 1° Lieu des centres des coniques d'un 
faisceau ponctuel. 

Le pôle d’une droite fixe par rapport à une conique du faisceau 
ést l’intersection des polaires de deux points fixes de cette droite. Or 
ces polaires se correspondent homographiquement quand X varie. En 
appliquant cette remarque au cas où la droite donnée est la droite de 
l’infini, on voit (pie le lieu des centres des coniques d’un faisceau 
ponctuel est une conique. Si Je faisceau est formé par les coniques 
passant par les quatre sommets M, N, M', N' d’un quadrilatère, le 
lieu des centres passe manifestement par les sommets P, Q, \\ du 
triangle conjugué, et aussi, le lecteur le montrera, par les milieux 
des segments joignant deux à deux les quatre points donnés. Quand 
l’un des sommets du quadrilatère est l’orthocenlre du triangle 
formé par les trois autres, toutes les coniques sont des hyperboles 
équilatères, et l’application du résultat précédent montre que le lieu 
de leurs centres est le cercle des neuf points du triangle formé par 
trois des points fixes. Nous laissons au lecteur le soin de voir à quoi 
se réduit le lieu des centres lorsque les coniques données sont bitan- 
gentes ou surosculatrices (n° 261). 

2° Condition pour qu'un faisceau contienne un cercle. 

L’élève traitera cette question comme exercice et montrera que 
les deux coniques f= 0 et g = 0 doivent avoir memes directions prin- 
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cipales. En particulier, les deux paraboles du faisceau ont alors leurs 
axes rectangulaires, et ‘là conique lieu des centres est une hyperbole 
équilatère. 

On déduit de la proposition précédente une construction du cercle 


T 



sont des cercles, et on retombe 
développée au n° 125. 


oscillateur en un point M d une el¬ 
lipse différent d’un sommet. En ap¬ 
pelant N le second point de ren¬ 
contre de ce cercle avec l’ellipse, on 
remarque que les bissectrices des 
angles des droites MT, MN doivent 
être parallèles aux axes de l’ellipse. 

Si un faisceau contient deux cer¬ 
cles, toutes les coniques du faisceau 
ans la théorie des faisceaux de cercles, 


257. Indétermination d’ordre deux: réseaux ponctuels 
de coniques. — Lorsqu’on assujettit les coefficients de l’équation 
d’une conique à vérifier trois relations linéaires et homogènes, on 
obtient une famille représentée par une équation de la forme 

«/“(*, V, 0 + $g(x, y, t ) + -;h(.v, y, t ) = 0, 
qui conlicnl en réalité deux paramètres, par exemple les rapports 

‘ CL 

et -ï*. On dit que de telles coniques forment un réseau ; (/), ( g ), (A) en 
a 

sonl des coniques particulières. 

Prenons par exemple toutes les coniques passant par trois points 
lixes. Soient 

P = 0, Q = 0, R = 0 

les équations des droites qui joignent ces points deux à deux. Trois 
des coniques du réseau son! 

f ~ QR = 0 , (j = RP = 0, A = PQ = 0 . 

L’équation générale des coniques cherchées est donc 
QR 4- XRP -f- pPQ = 0. 

Dans le réseau de coniques le plus général, les trois coniques 
(f), (g), (A) n’ont pas de point commun ; il n’y a donc pas de points 
fixes apparten nt à toutes ces courbes, et l’exemple précédent n’est 
qu’un cas particulier. Si fg, h ont en commun p points fixes (p<4), 
ces points appartiennent à toutes les courbes de la famille. Prenons 
par exemple les cercles orthogonaux à un cercle fixe. Ils forment un 
réseau. Tous les cercles de la famille passent alors par les deux points 
cycliques (p=2). 



408 


COMPLÉMENTS 


258. Théories corrélatives des précédentes. — Au lieu 
de partir de l’équation ponctuelle d’une conique, on peut considérer 
son équation tangentielle et chercher l’effet d’un certain nombre de 
conditions linéaires imposées à ses coefficients. Les proposit ions qu’on 
obtient se déduisent de celles qui ont été établies dans les numéros 
précédents, par une transposition du type qui a été indiqué au n° 184. 
Par exemple : 

II existe une conique et une seule, indécomposée, tangente à cinq 
droites, dont trois ne passent pas par un même point. 

Pour que six droites soient tangentes à une conique, il faut et suffit 
qu'en numérotant 1, 2, 3, 4, 5, 6 les points de rencontre de chaque 
droite avec la suivante, les droites joignant les points 1 et 4, 2 et 5, 3 
et 6 soient concourantes. 

Les coniques qui ont une équation tangentielle de la forme 
f(u, v, w ) H- lg(u , r, te) = 0 

constituent un faisceau tangentiel. Dans le cas général, on peut les 
regarder comme l’ensemble des coniques tangentes à. quatre droites 
fixes, 4 savoir les quatre tangentes communes aux deux courbes repré¬ 
sentées tangenticllement par /—O, </ = 0. 

Les tangentes menées d’un point fixe aux coniques d’un faisceau 

tangentiel se correspondent par 
involution . Par un point du plan, 
il passe donc deux coniques d’un 
faisceau tangentiel, ayant pour 
tangentes les rayons doubles des 
faisceaux involutifs ayant pour 
sommet ce point, et engendrés 
par les tangentes qu’on en peut 
mener à une conique du faisceau. 
Les coniques décomposées sont 
formées par trois couples distincts 
de points : la figure représentant 
les quatre tangentes communes, ces couples sont A et C, B et D, E 
et F. Les pôles d’une droite fixe par rapport aux coniques d’un fais¬ 
ceau tangentiel sont alignés. En particulier, le lieu des centres est 
donc une droite ; en considérant les coniques décomposées du fais¬ 
ceau, on voit qu’elle passe par les milieux des diagonales du quadri¬ 
latère complet ABCDEF. Ces milieux sont donc en ligne droite : cette 
proposition de géométrie élémentaire, assez difficile à établir directe¬ 
ment, se trouve ainsi rattachée très simplement à une théorie générale. 

259. Cas particuliers. — Si l’une des quatre droites fixes est la 
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droite de l’infini, toutes les coniques du faisceau sont des paraboles. 
Considérons alors toutes les paraboles tangentçs aux trois côtés d’un 
triangle. Pour qu’un point soit foyer d’une telle parabole, il faut et il 
suffît que ses projections sur les trois côtésùlu triangle soient alignées. 
Nous laissons à l’élève le soin d’en déduire que le lieu des foyers des 
paraboles tangentes aux trois côtés d’un triangle est le cercle circons¬ 
crit à ce triangle. Considérons l’orthocentre du triangle : les tangentes 
menées de ce point, aux coniques du faisceau réduites à des points 
sont rectangulaires. Donc tous les couples de l’involution des tangentes 
menées de ce point à l’une de nos paraboles le sont aussi. Donc, les 
directrices des paraboles tangentes aux trois côtés d’un triangle passent 
par l’orthocentre de ce triangle. 

Comme exercice, nous proposons à l’élève de déduire de ces énon¬ 
cés les suivants : 

Étant donné un quadrilatère complet : 

i° Les cercles circonscrits aux quatre triangles obtenus en suppri¬ 
mant un côté ont un point commun ; 

Les orthocentres de ces triangles sont en ligne droile. 

260. Examinons encore le cas où deux des sommets opposés A et C 
du quadrilatère des tangentes communes sont les points cycliques. 
La famille de coniques considérées est alors l’ensemble de celles qui 
ont les memes foyers. En étudiant les propriétés de l’involution 
engendrée par les deux tangentes menées d’un point à l’une de ces 
coniques, on obtient aisément les résultats suivants : 

Étant données des coniques homofocales, il passe par un point du 
plan deux de ces courbes, qui sont orthogonales. Les bissectrices des 
droites joignant ce point aux deux foyers réels et celles des tangentes 
menées de ce point à une conique quelconque du système coïncident, etc. 

261. Pour éviter des longueurs, nous avons laissé de côté les cas 
limites provenant de la confusion de deux tangentes. Il est cependant 
intéressant d’observer que les coniques bitangentes en deux points M 
et N à une conique donnée forment un faisceau tangentiel. Mais nous 
avons vu qu’elles forment aussi un faisceau ponctuel. La famille for¬ 
mée par ces coniques jouit donc simultanément des propriétés des 
faisceaux ponctuels et des faisceaux tangentiels. En particulier, le lieu 
de leurs centres est la droite joignant le milieu de la corde des con¬ 
tacts au pôle de cette corde. 

V. — Détermination des quadriques. 

262. Faisceaux ponctuels de quadriques. — Les ques¬ 
tions concernant la détermination des quadriques se résolvent par des 
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raisonnements analogues â ceux de la sedion précédente. Aussi, nous 
nous bornerons à des indications très générales. 

Étant données les deux quadriques 

fa, y, 0 = o ct ( A X > y y z > 0 = o, 

on dit que les quadriques 

f(x, y , z, t)-b\g(x, y , 2 , 0 = 0 

forment un faisceau ponctuel. Chacune d’elles coupe /==0 suivant le 
même système de courbes que la quadrique g = 0, chaque courbe 
intervenant au meme ordre de multiplicité: 

Les quadriques d'un faisceau ponctuel coupent une droite fixe en 
deux points qui se correspondent par involution . 

On peut tirer de cette proposition, en raisonnant comme pour les 
coniques, des conséquences importantes; par exemple .* 

Les plans polaires d'un point par rapport aux quadriques d y nn 
faisceau ponctuel passent par une droite fixe. 

En coupant un faisceau ponctuel de quadriques par un plan, on 
obtient un faisceau ponctuel de coniques. Parmi elles, trois sont, en 
général, décomposées : elles correspondent aux.quadriques du faisceau 
tangentes au plan considéré. D’où le théorème suivant : 

Dans un faisceau ponctuel de quadriques, il y en a trois qui sont 
tangentes à un plan donné', par exemple, il y a trois paraboîoides. 

Toutefois les coniques décomposées du plan considère peuvent aussi 
provenir du fait qu’un cône appartenant au faisceau a son sommet 
dans ce plan. Or les cônes du faisceau sont fournis par les valeurs 
de X qui vérifient l’équation du quatrième degré : 

A -4 XA t B" 4- XB" B' 4- XK' C 4- XC 4 

Fr . B'-j-XBî A'-j-XA' B 4 -XB t C' + XCJ „ 

n J IV 4 - XB{ B 4- XB 4 A" 4- XAÏ C" -4 XCJ ~~ 

C 4 “ X(. n (_/ 4 ~ XLj L" XL" D 4 ~ XI.) 4 

Supposons, pour simplitier, que g = 0 représente une quadrique non 
développable, auquel cas l’équation précédente est vraiment du qua-* 
trième degré. 11 y a quatre cônes passant par l’intersection C des deux 
quadriques (f) et (g), et leurs sommets sont lés points doubles de 
l’involution de Desargues sur les droites qui les joignent deux à deux : 
ils sont donc aussi les sommets d’un tétraèdre conjugué par rapport 
h toutes les quadriques du faisceau. 

Deux des cônes précédents se confondent quand C présente un point 
double. L’équation F(X)=r :0 admet alors une racine double. 

Les quatre cônes se confondent deux à deux quand G comprend 
une droite ct une cubique. Les deux cônes distincts obtenus ont pour 
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sommets les points où la.droite s’appuie sur la cubique. L’équation 
F(X) possède deux racines doubles. 

Lorsque C se décompose en deux coniques distinctes, il y a deux 
cônes distincts et indécomposés passant par ces coniques, les deux 
autres cônes se confondant avec le syslème des plans des coniques. 
L’équation F(X) possède une racine double annulant tous les mineurs 
à trois rangées de son premier membre, et deux racines simples. 

Lorsque 0 comprend une conique et deux droites distinctes, deux 
des cônes se confondent avec le système des plans de la conique et de 
l’ensemble des deux droites, les deux autres avec le cône ayant pour 
sommet le point commun aux deux droites distinctes, pour base la 
conique. L’équation en X a deux racines doubles, dont une seule 
annule tous les mineurs à trois rangées. 

Lorsque C est un quadrilatère gauche abcd , deux des cônes se 
confondent avec le système de plans abc , acd , deux autres avec le 
système abd , bcd. L’équation en X a deux racines doubles annulant 
tous les mineurs à trois rangées, etc. 

Exercice. — On donne deux coniques C et I). Pour qu'elles soient 
sur une même quadrique , il faut et il suffit que la droite commune 
à leurs plans les rencontre aux mêmes points À et B. En supposant 
cette condition remplie, trouver les sommets des cônes passant par ces 
courbes. 

Ces points sont d’abord sur l'intersection des plans tangents en A 
et B aux deux coniques. Un plan passant par cette droite coupe alors 
les cônes suivant deux génératrices. Chacune s’obtient en joignant un 
point d’intersection de C avec ce plan à un point d’intersection de I), 
d’où les sommets cherchés. 

263. Réseaux ponctuels de quadriques. — On nomme 
réseau l’ensemble des quadriques représentées par une équation de 
la forme 

a/(.z, ?/, I, 0 -f- [StfOr, y, Z, 0 + yh(.x, y, z, t) — 0. 

Les surfaces f= 0, g = 0, h ~ -■ 0 sont supposées ne pas appartenir h 
un même faisceau ponctuel; elles ont donc en général huit points 
d’intersection. Mais elles peuvent aussi posséder en commun une ou 
deux droites, une conique, une droite et une conique, une cubique. 
Pour exprimer qu’une quadrique passe par une cubique gauche, il 
suffît d’écrire qu’elle la coupe en plus de six points, ou encore que sept 
points de la cubique sont sur la quadrique. En écrivant qu’une qua¬ 
drique passe par une cubique gauche, on l’astreint donc à sept condi¬ 
tions linéaires. Nous allons voir qu’il faut neuf conditions pour déter¬ 
miner une quadrique. On peut donc énoncer le résultat suivant : 



412 


COMPLÉMENTS 


Toutes les quadriques passant par une cubique gauche forment un 
réseau . 

L’élève montrera analytiquement que les plans polaires d'un point 
fixe par rapport aux quadriques d'un réseau ponctuel passent par un 
point fixe. 

264. Détermination d’une quadrique. — Dans réquation 
générale d’une quadrique entrent, d’une manière linéaire et homo¬ 
gène, dix coefficients. Il faut donc les assujettir à neuf relations 
linéaires cl homogènes indépendantes, pour déterminer la quadrique 
d’une manière unique. 

Par exemple, on peut chercher la quadrique qui passe par neuf 
points. Ce problème est toujours possible, mais peut présenter des cas 
d’indétermination. Il y a indétermination du premier ordre si les 
neuf points sont situés sur une*biquadralique gauche (*), c’est-à-dire 
sur l’intersection de deux quadriques indécomposées. Les quadriques 
passant par les neuf point s forment alors un faisceau ponctuel. 
L’ordre de l’indétermination irait en augmentant, si l’on supposait 
successivement les neuf points sur une cubique gauche, sur une 
conique ou sur une droite. 

Si l’on impose à une quadrique de passer par huit points, choisis 
au hasard, on l’assujettit à appartenir à un faisceau linéaire ponctuel, 
il peut cependant y avoir exception : on s’en rend compte en remar¬ 
quant que la donnée de sept points, pris au hasard (non sur une 
cubique gauche), astreint la quadrique à faire partie d’un certain 
réseau ponctuel, c’est-à-dire à passer par le huitième point fixe. En 
résumé, on ne peut pas choisir arbitrairement huit points de manière 
qu’ils soient communs à trois quadriques. Cela posé, donnons-nous 
huit points : s’ils ne sont pas communs à trois quadriques, ils déter¬ 
minent un faisceau. Dans le cas contraire, ils déterminent en général 
un réseau. 

265. Équations générales de quadriques remplissant certaines 
conditions. — Ayant en vue les applications, nous allons maintenant 
résoudre quelques problèmes usuels. 


( 4 ) Les courbes gauches du quatrième ordre se divisent en deux catégories. 
Prenons sur une telle courbe neuf points : il peut se faire qu’ils déterminent 
une quadrique unique, qui, ayant plus de huit points communs avec la courbe, 
la contient entièrement. Par la courbe, il passe alors une seule quadrique : on 
<lit qu’elle est mono quadratique ; une telle courbe est unicursale, car une des 
quadriques du faisceau déterminé par huit points fixes dont sept sont sur la 
courbe, la coupe en un seul point qui dépend de Dans le cas où l’on peut, 
par la courbe, faire passer plus d’une quadrique, on lui donne le nom de 
inquadratique. 
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1° Trouver l’équation générale des quadriques qui passent par deux- 
coniques données. 

Le problème, nous l’avons remarqué, n’est possible que si ces coni¬ 
ques ont deux points communs À et B. Soient alors 

P = 0, Q--0 

les équations des plans des deux coniques. Pour exprimer qu’une qua- 
drique contient la conique G du plan P = 0, il faut écrire qu’elle 
contient cinq points de cette conique, dont A et B. Donc elle contien¬ 
dra la conique D du plan Q si elle contient trois autres points de cette 
conique. Nous aurons donc à exprimer huit conditions, et, par suite, 
les quadriques en question forment un faisceau ponctuel. Soit /=(> 
l’une de ces surfaces. Les autres seront représentées par une équation 
de la forme 

/-h XPQ = 0. 

2° Trouver l’équation générale des quadriques inscrites ou cir¬ 
conscrites à une quadrique donnée . 

Ce problème est un cas limite du précédent. Soit f ~ 0 l’équation 
de la quadrique donnée. Une quadrique bitangente à celle-ci (n° 213) 
tend vers une quadrique inscrite lorsque le plan Q = 0 de l’une des¬ 
courbes planes communes tend vers le plan P = 0 de la seconde. 
L’équation cherchée est donc 

/‘-^XP 2 = 0, 

P = 0 étant l’équation du plan de la courbe de contact. 

3° Trouver l’équation générale des quadriques passant par une 
conique donnée. 

Le problème comporte une indétermination d’ordre quatre. Défi¬ 
nissons la conique comme section plane d’une certaine quadrique, 
f=z 0, par le plan P = 0. Toutes les quadriques répondant à la ques¬ 
tion coupent (0 suivant une seconde courbe plane, dont lé plan peut 
être choisi arbitrairement. D’après ce que nous avons vu, l’équation 
générale cherchée est donc 

/ P(oc# -1- $y -t- Y z “P* ^ 

a, £, y? & désignant des paramètres arbitraires, coefficients du plan 
de la seconde courbe plane. Si P = 0 représente un plan tangent à la 
quadrique f= 0 V l’équation précédente est celle des quadriques ayant 
en commun deux génératrices de systèmes différents. 

¥ Trouver Téquation générale des quadriques qui contiennent un 
quadrilatère gauche abed. 

Supposons que les plans abc , acd, abd , bed aient respectivement 
pour équations 

P = 0, Q = 0, R = 0, S = 0 ; 
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les quadriques passant par les côtes du quadrilatère forment un 
faisceau ponctuel, qui comprend les systèmes de plans PQ — 0 et 
RS = 0. Donc leur équation générale est 

PQ + XRS = 0. 

5° Trouver Véquation générale des quadriques qui admettent en 
commun deux génératrices de même système. 

Ces quadriques dépendent de trois paramètres. Soient 

P = Qr=0, R = S = 0 

les équations de nos deux génératrices. Un plan passant par la pre¬ 
mière a une équation de la forme 

P 4- XQ = 0. 

Un plan passant par la seconde est de même 

R -f- jjlS = 0. 

Pour que la droite définie par les deux dernières équations engendre 
une quadrique contenant les deux droites données, il faut et il suffit 
que X et u soient liés homographiquement. On en déduit (|ue réqua¬ 
tion générale cherchée est 

PR + a PS 4- PQR 4- yPQ = 0. 

266. Faisceaux tangentiels de quadriques. — Soient deux 
quadriques définies par leurs équations tangentielles 

/(u, v, w, r) = 0 et g(u, v, r ) = 0, 

ces quadriques pouvant éventuellement se réduire à des coniques, cir¬ 
constance qui se présenterait pour f= 0 si cette équation représentait 
un cône lorsqu’on y interprète a, r, w , r comme des coordonnées 
homogènes ponctuelles. 

On dit que les quadriques 

f(Ur, v , w, r) 4- v , w, r) = 0 

forment un faisceau tangentiel. Chacune possède en commun avec 
f~ 0 les mêmes plans tangents que g = 0. Il y a donc communauté 
de la développable circonscrite à toutes ces quadriques. 

La théorie des faisceaux langenticls de quadriques est corrélative 
de la théorie des faisceaux ponctuels. Retenons-en seulement quelques 
points importants : 

Les cônes circonscrits, avec un même point M 0 pour sommet, for¬ 
ment un faisceau tangentiel de cônes (c’est-à-dire ont quatre plans 
tangents communs, ou encore : leurs traces sur un plan quelconque 
constituent un faisceau tangentiel de coniques); parmi ces cônes, il 
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en est Irois qui se réduisent chacun à un.couple de droites issues de 
M 0 , ces cônes correspondent aux quadriques du faisceau passant par 
M 0 , les deux génératrices de l’une sont les deux droites formant l’un 
des cônes dégénérés. Ces quadriques sont donc au nombre de trois et 
leurs plans tangenls forment un trièdre conjugué par rapport à tout 
cône circonscrit de sommet M 0 . 

En outre, dans un faisceau langontiel, il y a quatre quadriques 
réduites à des coniques; ces quadriques sont en général distinctes, et 
alors le tétraèdre formé par leurs plans est conjugué par rapport à 
toutes les quadriques du faisceau. 

267. Application : foyers et focales d’une quadrique. — 

Un point est, par définition, foyer d’une quadrique s’il est le centre 
d’une sphère de rayon nul bitangente (ou encore, le sommet d’un cône 
isotrope bitnngent) à la quadrique. Cette condition peut être énoncée 
sous la forme suivante : il faut et il suffit que le cône circonscrit ayant 
pour sommet le point considéré soit bitangent au cône isotrope de 
meme sommet. 

Soit la quadrique définie par l’équation tangentiellc 

(1) f(u, r, w, r) = 0. 

En lui adjoignant l’équation 

(2) ux 0 4 - vy 0 -h wz 0 -f- r == 0, 

nous aurons le système des plans tangents menés du point M 0 (x 0 , y 0 , z 0 ), 
c’est-à-dire, nous définirons, sous forme tangentielle, le cône cir¬ 
conscrit ayant pour sommet ce point. Le cône isotrope de même som¬ 
met est défini en adjoignant de même l’équation (2) à la suivante 

(3) w 2 + v 2 + u) 2 = 0. 

Si nous éliminons r entre les équations (l) et (2), nous obtenons la 
relation 

(4) f[u,v,w, - (ux o + ï.'t/ 0 ■+• wz 0 ) | = 0, 

à laquelle satisfont les paramètres directeurs ?/, v, w de la normale 
au cône circonscrit. Étant donné qu’en tangentielles, il faut deux 
équations pour définir un cône, on peut, dire que (4) est Y équation 
directionnelle du cône circonscrit de sommet M 0 (tout cône étant com¬ 
plètement défini par la donnée de son sommet et de son équation 
directionnelle) C 1 ). Nous sommes alors ramenés à ce problème : 


U) Si dans l’équation directionnelle d’un cône, on considère w, r, iv comme 
des coordonnées ponctuelles, on a justement l’équation ponctuelle du cône 
supplémentaire. 
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Écrire que'les deux cônes de même sommet, et d’équations direction - 
nelles{ 3) et (4), sont bitangents. 

Or, il faut et il suffit pour cela qu’en regardant w, v, w comme les 
coordonnées d’une droite en géométrie plane, les deux coniques défi¬ 
nies tangentiellement par (3) et (4) soient bitangentes, c’est-à-dire que 
l’on ait une identité de la forme - 

(5) f[u , v, w , — (ux 0 4- vy 0 4- tez 0 )] — p(u 2 4- v 2 4- w 2 ) 4~ pP 2 , 

P désignant une expressibn de la forme qlu 4- $v 4-yw. 

D’où un moyen d’obtenir les foyers par un calcul d’identification. 

Mais on peut parvenir au résultat plus rapidement. Du raisonne¬ 
ment précédent se dégage en effet la conclusion suivante : 

Toutes les quadriques du faisceau tangentiel 

(6) f(u y v, w, r)-h X(u 2 -h v 2 -h w 2 ) = 0 

ont mêmes foyers que la quadrique initiale f = 0. 

En effet, il est clair que si f donne lieu à l’identité (o), la fonction 

f-+-\(u 2 + v 2 +w 2 ) 

donnera lieu à une identité de même forme, à une modification près 
de la valeur de p. 

Cette remarque va nous permettre de rattacher la théorie des foyers 
à la considération des faisceaux tangentiels de quadriques. 

Reprenons le faisceau 

/“(w, ü, w, r) 4* X(u 2 4- v 2 4- w 2 ) = 0. 

U est déterminé par la quadrique initiale 
(Qo) ^ /’= 0 

et par la quadrique 

(Qt) u 2 4** t? 2 4- w 2 = 0 ; 

le fait pour un plan d’etre tangent à Q t est une condition purement, 
directionnelle ; d’ailleurs le cône circonscrit à Qi ayant pour sommet 
un point quelconque est isotrope : donc Q t se réduit au cercle imagi¬ 
naire de l’infini. 

Dans le faisceau considéré, il y a quatre coniques dégénérées. L’une 
est le cercle imaginaire de l’infini, les trois autres, dites focales, sont 
dans des plans qui déterminent, avec le plan de l'infini, un tétraèdre 
conjugué commun. * 

Si f = 0 est une quadrique à centre, ces trois plans passent par le 
centre et forment un trièdre trirectangle (puisque conjugué par rap¬ 
port au cercle imaginaire de l’infini) et conjugué par rapport à /*== 0 ; 
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donc les trois auires coniques focales sont situées dans les plans de, 
symétrie de f~ Q. En outre, ces plans sont également plans de symé¬ 
trie de ioules les quadriques du faisceau et, notamment, de ces 
coniques focales. La donnée d’une focale détermine d’ailleurs le 
faisceau, et, en particulier, les deux autres focales. 

Chaque point M de l’une de ces coniques est un foyer de la conique 
elle-même : car le cône circonscrit de M à une telle « quadrique » 
dégénère en une droite double (la tangente en M) et, par cette droite 
double, on peut mener deux plans tangents au cône isotrope de som¬ 
met M (qui est donc bien bitangent à notre conique, donc aussi aux 
deux autres focales, et à toutes les quadriques du faisceau). Donc les 
points des focales sont des foyers. Inversement, tout foyer est sur une 
focale: en effet, les foyers de f— 0 sont aussi ceux d’une de scs 
focales ; il suffit donc d’obtenir les foyers d’une conique, c’est-à-dire 
les centres des sphères de rayon nul qui lui sont bitangentes : ces 
points sont aussi foyers d’une des deux autres focales ; cela posé, tout 
foyer est nécessairement dans un plan de symétrie, car si une sphère est 
bitangente à une conique, elle en coupe le plan suivant un cercle bi¬ 
tangent, donc ayant son centre sur un des axes. Soit dès lors un foyer 
situé dans un plan de symétrie, et non contenu par la focale situoie 
dans ce plan. Ce point est nécessairement un foyer (au sens de la géo¬ 
métrie plane) de cette focale ; or les points où le plan de cette focale 
est coupé par les deux autres focales sont manifestement des foyers de 
la première, et, par suite, il est bien démontré que le foyer en question 
est sur l’une des focales. 

En écrivant qu’un cône est bitangent à un cône isotrope de même 
sommet (a? 0 , t/ 0 ^z 0 ), nous exprimons que son équation ponctuelle peut 
s’écrire 

f(x x 0l y y 0 , z z 0 ) = 0, 

le premier membre étant de la forme 

(V — x 0 y 2 -h (y — y (O 2 “h (2 — z 0 y 

-4- X[ a(x — x 0 ) -4- [i(y — y 0 ) -+- y(z — z 0 )] 2 = 0. 

Un tel cône est donc de révolution. D’où le résultat suivant : 

Chacune des focales est le lieu des sommets des cônes de révolution 
(réels ou imaginaires) passant par les deux autres. Elle est aussi le lieu 
des sommets des-cônes de révolution circonscrits à Vune quelconque des 
quadriques du faisceau . 

Si nous nous donnons une ellipse, les quadriques l’admettant pour 
focale admettront donc, au même titre, pour focales les deux autres 
coniques formant le lieu des sommets des cônes de révolution passant 
par cette ellipse : de ces deux coniques, une seule est réelle et peut se 
déterminer aisément par des considérations élémentaires, en appji- 
Bouugand. — Géom. anal. 27 
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quant le théorème de Dandelin : c’est une hyperbole ; il y a réciprocité 
entre cette ellipse et eette hyperbole, chacune d'elles étant le lieu des 
sommets des cônes de révolution passant par l’autre, et les foyers de 
l’une étant sommets de l’autre. 

Lorsque la quadriquc /*= 0 est un cône, dans chaque plan de symé¬ 
trie, chaque focale se décompose en deux droites issues du sommet ( ! ). 

Il nous reste à étudier le cas où la quadrique f.= 0 est un parabo- 
loïde. Toutes les quadriques du faisceau 

+ ^ + — 0 

sont alors tangentes au plan de l’infini au meme point et sont des 
paraboloïdes de même direction d’axe. Notamment, les coniques 
focales sont donc des paraboles. ;Le cas actuel étant un cas limite du 
cas précédemment étudié, il est clair que toutes nos quadriques au¬ 
ront encore les mêmes plans de symétrie au nombre de deux. Nous 
n’aurons donc ici que deux paraboles focales ; l’une d’elles étant con¬ 
nue, l’autre située dans un plan rectangulaire passant par l’axe de la 
première, s’obtiendra par des considérations élémentaires, en 
cherchant le lieu des sommets des cônes de révolution passant par la 
première. 

Quadriques homofocales. — De ce que nous venons de voir, il 
résulte que toutes les quadriques ayant les mêmes foyers que la 
quadrique 

f(u y v, w, r) = 0 
sont précisément les quadriques 

f-hl(u 2 -hv 2 + w 2 ) = 0. 

Par chaque point, il passe trois de ces quadriques et leurs plans tan¬ 
gents forment un trièdre conjugué par rapport au cercle de l’infini. 
Donc, elles se coupent mutuellement à angle droit. 

Par exemple, l’ellipsoïde d’équation ponctuelle 



a pour équation tangentielle 

a 2 u 2 -H b 2 v 2 -b c 2 w 2 — r 2 = 0. 

On en tire aisément l’équation des quadriques homofocales 

—1 = 0 . 

a 2_l_X 6 2 -t- X c a -t-X 

(i) SI f=0 est un cylindre, on est ramené à la théorie des foyers dans les 
coniques. Si f= 0 est une surface de révolution, l’une des focales est un 
cercle, et les deux autres coïncident avec l’axe de ce cercle. 
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On montrera de meme que réquation réduite d’un système de para- 
boloïdes homofocaux peut s’écrire 


æ 2 

p- f-X 


y 2 

g-t-X 


2* - X r= 0. 


VI. — Invariants. 

268. Utilité des invariants. — Supposons que Ton soumette 
une figure à une transformation point par point, et considérons une 
fonction de paramètres qui définissent certains éléments de la figure 
initiale; nous dirons qu’elle est un invariant si la même fonction des 
éléments correspondants de la seconde figure lui est égale. Par exem¬ 
ple, si, en géométrie plane, on transforme par inversion deux cercles 
de rayons R et R 7 , dont les centres sont distants de d, la quantité 

Rl + R/l — d» 

2RR' 

est un invariant, car, lorsque les cercles sont sécants, cette quantité 
est fonction de l’angle sous lequel ils se coupent. Lorsqu’on connaît 
un invariant, on peut, pour le calculer, recourir à la figure la plus 
commode, déduite de la figure donnée par la transformation consi¬ 
dérée. Une fonction de plusieurs invariants est manifestement un 
autre invariant. Aussi y a-t-il lieu de chercher, étant donnée une 
transformation d’un type déterminé, définie par des équations conte¬ 
nant certains paramètres arbitraires, un système d’invariants indé¬ 
pendants les uns des autres, au moyen desquels on puisse exprimer 
tous les autres invariants de la figure; on leur donne le nom d'inva¬ 
riants fondamentaux. Bien entendu, nous supposons que tous les 
invariants considérés sont indépendants des paramètres figurant dans 
les équations de la transformation. 

Dans tout ce qui va suivre, les seules # transformations que nous 
ferons intervenir seront des déplacements, des similitudes, des trans¬ 
formations linéaires ou homographiques. Nous chercherons les inva¬ 
riants d’une figure dans le déplacement le plus général, ou dans la 
similitude la plus générale, ou dans la transformation linéaire ou 
homographique la plus générale, c’est-à-dire, pour chacun de ces types 
de transformation, nous laissons indéterminés tous les paramètres 
arbitraires mis en jeu. Aux invariants que nous obtiendrons, nous 
donnerons les noms invariant de grandeur, invariant métrique, inva¬ 
riant linéaire, ou invariant projectif, suivant qu’ils se rapportent à 
l’une des quatre transformations précédentes dans l’ordre indiqué. 

Précisons la notion de système fondamental d’invariants à l’aide 
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d’un exemple. Soient n points alignés. Faisons une transformation 
homographique quelconque. Les n — 3 rapports anharmoniques de 
trois des points avec chacun des autres sont des invariants. Je dis 
qu’ils forment un système fondamental. En effet, toute fonction 

* fi.**' 15 *^2> • • •» Œri) 

peut s’écrire 

*0*1 > *^3’ ^4î • • •? ^n)? 

en posant 

X, = (^^^ 2 ^ 3 .?^), i — 4, 5, ..., a. 

Après la transformation, la fonction 9 devient 

9(^1 > ^4î • • •> 

Or, h .t? t , # 2 , æ 3 on peut faire correspondre des nombres ,r{, æJ, a* J 
arbitraires. Donc 9 n’est un invariant que s’il est indépendant de 
#i, .r 2 , æ 3 . Il est donc vrai que tout invariant s’exprime au moyen des 
nombres X 4 , ..., X„, qui forment bien un système fondamental. 

Supposons que Ton cherche à quelle condition une figure F'peut 
être déduite d’une ligure F par une des transformations précédentes. 
L'une d’elles met en jeu un certain nombre d’invariants fondamen¬ 
taux. Le problème n’est évidemment possible que si ces invariants ont 
la même valeur pour F et F 7 . 

Ainsi, soient, sur une première droite D, n points M 4 , M 2 , ...., 
M„. Soient n autres points alignés (et cela est évidemment nécessaire) 
M{, MJ, ...., M h. Pour qu’il existe une transformation homographique 
permettant de passer du premier système au second, il faut et il suffit 
que l’on ait 

h = K X B = X£, X„^X'. 

La possibilité du problème exige autant de conditions qu’il y a d’in¬ 
variants fondamentaux. 

La recherche systématique des invariants fondamentaux est donc 
appelée à jouer un grand rôle dans le problème, possible ou non, qui 
consiste à déduire une ligure d’une autre, par une transformation 
d’une certaine espèce. En outre, elle a l’avantage de rattacher à une 
même idée directrice un grand nombre de propositions, qui, prises 
isolément, présenteraient beaucoup moins d’intérêt. Nous nous 
bornerons à rechercher les invariants d’une conique, d’une quadrique, 
ou d’un système de deux coniques, par rapport aux transformations 
précédentes. 

269. Invariants d’une conique. — Théorème. — Une conique 
possède deux invariants de grandeur et un invariant métrique ; elle est 
dénuée d'invariant linéaire ou projectif . 

Cela veut encore dire : la superposition d’une conique à une autre 



INVARIANTS 


421 


est possible moyennant deux conditions ; la similitude d’une conique 
à une autre exige une condition. Enfin, deux coniques quelconques 
peuvent toujours être déduites Tune de l’autre par une transfor¬ 
mation linéaire, ou, a fortiori, par une transformation homogra- 
phique. 

Ces propositions sont évidentes géométriquement : par exemple, il 
est clair que pour que deux ellipses soient superposables, il faut et il 
suffit qu’elles aient mêmes longueurs d’axes. Étant donnée une coni¬ 
que A centre, on pourrait donc prendre pour invariants fondamentaux, 
quant à un déplacement, les carrés des axes. Analytiquement, on peut 
opérer de la manière suivante : lorsqu’on transporte les axes au 
centre, l’équation de la conique, après la translation, est (n° 238) 

AX 2 + 2BXY + CY 2 H- A = 0- 

O 

Appelons p 2 le carré de l’un des axes. Le cercle 

X 2 + Y 2 = p* 

doit être bitangent A la conique. Donc en posant 

_A. A —s, 

8 p 2 

l’équation 

AX 2 + 2BXY -f- C Y L— S(X 2 4- Y 2 ) = 0 

oit représenter une droite double, c’est-à-dire que S doit être racine 
de l’équation 

(A — S)(C — S) — B 2 — 0, 
ou 

$ — (A-f- C)S H- S 2 = 0. 

Nos deux invariants sont donc 

A(A 4 - G) et 

autrement dit, pour que deux coniques, représentées en abrégé par 

f(x, y ) = 0 , fi(x, y) = 0 

soient superposables, il faut et il suffit que l’on ait simultanément 

A(A-h€)=A-(a 1 + c 1 ), 

a Za j 

J* 

A 3 AJ* 

Si l'on suppose que f\(x, y) est le polynôme déduit de f(x, y) par une 




422 


COMPLÉMENTS 


transformation de coordonnées rectangulaires (*), on a entre les coeffi¬ 
cients de f et de f i les trois relations 

( A 4- C = A t 4- Cj, 

(*) * = 

( A = A t . 

En effet, outre les deux relations (1), on en obtient une troisième en 
exprimant Pinvariance du terme constant après translation des axes 
au centre, ce qui donne 

A Ai 

T = t 

En la combinant avec les relations (1), on obtient bien les rela¬ 
tions ( 2 ). 

Ce résultat est important, et il est clair qu’il est indépendant du 
fait que 8 soit nu non égal à zéro ( 2 ). Supposons qu’on donne au hasard 
les équations de deux coniques el qu’on reconnaisse que chacune 
d’elles est une parabole. Pour qu’elles soient égales, il faut et il suffit 
que l’on ait 

. <p(A -4- C, A) = ç(A t + C„ A,), 

9 étant une fonction homogène et de degré zéro des coefficients de l’une 
des coniques ; on peut prendre 

_(A -f- C) 3 

.~A 

Le paramètre d’une parabole est donc une fonction de cette dernière 
quantité. En calculant 9 pour une parabole réduite, on voit que 
l’on a 

* p î = -A— 

(A + C) 3 

270. Cherchons maintenant les conditions de similitude de deux 
coniques à centre (deux paraboles quelconques sont semblables). Pour 
l’une d’elles, l’équation aux inverses des carrés des axes est, d’après 
ce qui précède, 

A 2 . u 2 -h A6(A -h C )u 4- S 3 = 0 . 

• 1/^ 

Là conservation du rapport — des racines peut se traduire en écrivant 

u 1 

( 1 ) Dans ce qui précède, fi était le produit d’un tel polynôme par une cons¬ 
tante indéterminée. 

( 2 ) Pour établir les relations (1), nous avons supposé 8 0. Les relations 

(2) sont donc établies dans cette hypothèse. Mais alors on peut les vérifier 
analytiquement, et il est clair que la vérification s’opère de même quand 
8 = 0. 
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celle de 


«Il jsl—Cüli 

w" u' 


. w ")2 — 2uV 


(u' t4- u'') 2 


On obtient donc l’invariant suivant : 

(A -+• C) a 
5 

<m encore le suivant, obtenu en en retranchant 4, 

(A — C) 2 + 4H 8 
S 

On obtient donc, en général, une seule condition de similitude de 
deux coniques. Toutefois, dans le domaine réel, si 1 une des coniques 
est un cercle, l’invariant précédent est nul pour cette «conique. En 
exprimant qu’il est nul aussi pour la seconde conique, on obtient 
deux conditions. Hormis ce cas, il y a une seule condition de s.mi- 

litude. 

271. Deux ellipses, deux hyperboles ou deux paraboles peuvent 
toujours se déduire l’une de l’autre par une transformation linéaire A 
coefficients réels. Il n’y a donc pas d’invariant linéaire, et a fortiori 
d’invariant projectif pour une conique. Toutefois, appliquons une 
^position établie plus haut (n- 243, Remarque), et qui s’enonce 

W Après une substitution linéaire et homogène, le nouveau discrimi¬ 
nant d’une forme quadratique est égal au produit de 1 ancien par le 
carré du déterminant de la substitution. 

Nous voyons que les quantités 8 et A deviennent, après une trans¬ 
formation linéaire, 

8, = 8 . dV A, = A . d 2 , 

d étant le déterminant des coefficient de x et y. Il ne faudrait pas en 
conclure que * soit un invariant, car cette quantité n’est pas une 

fonction homogène de degré zéro des coefficients de la première 
conique. Aux quantités 3 et A qui, après la transformation, se iepi in¬ 
duisent multipliées par une fonction des seuls coefficients de celte 
dernière, on'donne le nom d 'invariants relatifs. 11 est clair qu en an¬ 
nulant un invariant relatif linéaire, on obtient une équation de corn 
dition dont la signification est conservée par toute transformation 
linéaire. Effectivement, la condition 8 = 0 exprime que la conique est 
une parabole ; la condition A = O signifie qu’elle se décompose 
Au point de vue projectif, A est de même un invariant relatif. 



424 


COMPLÉMENTS 


272. Invariants projectifs d’un système de deux coni¬ 
ques. — Soient les deux coniques 

f(x, y, f) = 0, AOi V, = 0. 

Une transformation homographique substitue aux premiers membres 
de leurs équations de nouvelles formes quadratiques F(X, Y, T) et 
F 4 (X, Y, T). Il est clair que les deux courbes 

fCx, y , t) + X/i(a?, y, 0 = 0, 

F(X, Y, T) -f- XF 4 (X, Y, T) = 0 

se décomposent pour les mêmes valeurs de X. Donc les racines de 
l’équation en X (n° 255) : 

A -f- X® -f- X2 ® 1 -f- X3A 4 = 0, 

sont inaltérées par une transformai ion homographique; par suite, il 
en est de même des quantités 

A 0 0 t 

Ai Ai Ai 

qui sont des fonctions symétriques de ces racines. 

Si nous cherchons à transformer homographiquement un système 
de deux coniques en un autre système (le deux coniques, le problème 
comportera deux conditions de possibilité. En effet, une transfor¬ 
mation homographique plane dépend de huit paramètres^), et, par 
suite, est déterminée quand on donne quatre couples de points corres¬ 
pondants. Soient donc deux systèmes formés chacun de deux coniques: 
les coniques du premier système se coupant (nous le supposons pour 
simplifier) en des points distincts P, Q, R, S et celles du second en des 
points distincts P t , Q 4 , R t , S t , considérons la transformation homo¬ 
graphique qui fait correspondre P 4 à P, Q 4 à Q, \\ l à R, S 4 à S. Aux 
coniques G et D du premier système, elle fait correspondre deux coni¬ 
ques bien déterminées, et la coïncidence de ces dernières avec chaque 
conique du second système exige une condition. Nous trouvons donc 
bien deux conditions de possibilité et par suite il y a deux invariants 
fondamentaux projectifs d’un système de deux coniques. On les obt ient 
en combinant les trois quantités ci-dessus, de manière à former des 
fonctions homogènes de degré zéro, des coefficients de chaque conique. 

(‘) Pour le voir, il sufïit d’écrire les équations de la transformation en 
coordonnées non homogènes 

v ax -f- by -f- c v ax 4- b'y 4- c 

X = -rf-y? \ = —- rf -p 

« .x 4-o^/4-l a x -h b y + i 

forme qui suppose que la droite qui se transforme en la droite de l’infini no 
passe pas par l’origine des axes adoptés. 
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On peut prendre 

Mi et M 
0 © 4 A t 0 3 ‘ 

Au même titre que A et A t , 0 et 0 15 se reproduisent après la trans¬ 
formation, multipliées par le carré du déterminant de la substitution. 
Ces quantités sont donc des invariants relatifs. Nous allons examiner 
la signification géométrique des conditions obtenues en annulant 
0 et 0 4 . 

273. Signification géométrique de la condition 0 — 0. — Nous 
avons vu que Ton a 

© = À A a H- A'a' + A y -f- 2B t p - 4 - 2B{p' 4 - 2BJp*. 

Il est manifeste que 0 s’annule lorsque l’on a simultanément 
A, = AJ = AJ = p = p' = p" = 0, 

c’est-à-dire lorsque la conique (f x ) est circonscrite au triangle formé 
par les droites æ = 0 , i/ — 0 , f = 0 , celui-ci étant conjugué par 
rapport à la conique (/). Ainsi, pour qu'il existe un triangle inscrit 
dans (f\) et conjugué par rapport à (/), il est nécessaire que l’on 
ait 

0 = 0 . 

Nous allons montrer que cette condition est aussi suffisante. Suppo- 
sons-la remplie. Considérons le triangle qui a pour sommets un point 
quelconque A de (/*), et les points où la polaire de A par rapport à 
(f) rencontre (/J). On peut toujours se ramener, par une transforma¬ 
tion homographique, au cas où les côtés de ce triangle auraient respec¬ 
tivement pour équations 

x = 0, y = 0, t = 0, 

les coordonnées de A étant (0, 0, i). Dans ces conditions, nous 
avons 

f(x , y, t) — Ax 2 4 - k'y 2 -h A "t 2 -f- 2B ”xy, 
fi(x, y, t) = 2B t yt 4- 2 B [tx -4 ÎBJ xy y 

d’où nous déduisons 

0 = 2B 4 p 4 - 2 B(P' 4- 2BJp" ; 

or, nous avons 

p == B'B" — AB = 0, p' = B"B — A'B' = 0, 
p" = BB' - A"B" = - A'B". 

L’hypothèse exige que l’on ait 

A"B"BJ = 0 
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ou, si les coniques considérées sont indécomposées, 

B" = 0. 

Le résultat annoncé est ainsi établi, et on voit qu’il existe une infinité 
de tels triangles répondant à la question. 

On peut encore dire, et nous laissons au lecteur le soin de l’établir, 
que 

0 = 0 

est aussi la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe des 
triangles cirèonscrits à ( f ) et conjugués par rapport à (/i). 

Étant données deux coniques (/) et (f\) remplissant la condition 
0 = 0, on dit que (/*) est harmoniquement circonscrite à (/). On voit, 
d’après cela, que la condition linéaire la plus générale imposée à une 
conique (f t ) exprime qu’elle est harmoniquement circonscrite à une 
conique donnée. 

La condition 0 4 = 0 s’interprète en échangeant le rôle de (/') et de 
(f { ) : elle signifie que ( f ) est harmoniquement circonscrite à (fj). 

274. Invariants d’une seule quadrique. — La théorie se 
développe parallèlement à celle de la question analogue concernant les 
coniques. On obtient trois invariants de grandeur, deux invariants 
métriques, pas d’invariant linéaire ou projectif. 

Soit 

F(-f, y, 2) = o 

l'équation d’une quadrique ; appelons F|(*,, y v 3,) ce que devient le 
polynôme ¥(x, y, z ) après une transformation de coordonnées (en 
axes rectangulaires). Une translation n’altère pas l’ensemble des 
termes du second degré. Or quand la transformation considérée con¬ 
serve l’origine, on a ■ 

?i( ,E i, 2/i, z ô = rO E , 2/, *)• 

Donc les deux formes o et ®j conduisent à la même équation en S, -et 
l’on a 

A -p. A{ -f- AJ = A -j- A' -4- A*, 

A'A'l - BJ 4 - A'/A, - B( 2 4- A, AJ — B' /2 

= A'A" - B 2 4- A"A — B /2 4- AA' — B" 2 , 
A 4 = à. 

En outre, lorsqu’on amène, par une translation d’axes, l’origine à 
coïncider avec le centre, le terme constant possède, indépendamment 
de l’orientation du trièdre de coordonnées, la valeur 

ü 

A V 
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On a donc 


et par suite 


H^ü 

A 

H 4 = H. 


JVous obtiendrons donc les trois invariants de grandeur, en formant 
<les fonctions des quatre quantités précédentes, qui soient homogènes 
et de degré zéro par rapport aux coefficients. On peut prendre 


(A 4 -A'-4-A") 4 (a -4- a' H- a*) 2 A 4 
H * H ’ H 3 ' 


Remarque. — L’équation en S est un cas particulier de l’équation 
en X, celui où l’on considère les deux formes fondamentales 


La condition 


f ~ ?(«, Vy *)> fi = x 2 -h y 2 -4- s 2 . 
A + A' + À" = 0 


exprime donc qu’il existe une infinité de trièdres de sommet O, ins¬ 
crits dans le cône ? —0 et conjugués par rapport au cône isotrope, 
ou encore que le cône directeur de la quadrique est capable d’un 
trièdre trirectangle inscrit. De môme, 

a-f a' + a ff = 0 

est la condition nécessaire et suffisante pour que le cône directeur 
soit capable d'un trièdre trirectangle circonscrit, 


275. Théorèmes d’Apollonius. — Aux considérations précé¬ 
dentes, on peut rattacher les théorèmes d’Apollonius relatifs aux 
propriétés des diamètres conjugués d’une quadrique à centre. Prenons 
par exemple l’ellipsoïde, qui, rapporté à ses axes, a pour équation 

—t- —h- —-1 = 0. 

a 2 b' 1 c a 


Faisons un changement d’axes, le nouveau système (te,y,s, étant con¬ 
stitué par trois diamètres conjugués. Les formules de transformation 
sont de la forme 

x — -+- a'y, -+- a"z„ 
y = [te, + [j'y, -+- f5"z„ 

2 = 4- YVi ■+■ / z u 

a, p, Y,.y* désignant les cosinus directeurs des trois axes obliques 

par rapport au système Oxyz. En appelant a,, 6,, c, les longueurs des 
trois demi-diamètres conjugués, nous avons l’identité 

+ + + + 
a* b* c* af bf cf 

En outre, le carré de la distance d’un point h l’origine, qui, dans 
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le premier système, a pour valeur # 2 4 - 2 / 2 4 -z 2 , vaudra dans le 
second 

(« 2 4- -h y 2 )T? H-h «(«V 4- p'p" 4- yV)*/iSi H- • ■ 

ou encore 

a?f -h yf 4- s? 4- ^ 2 /iS a cos X + 2z 1 .r 1 cos j x -f- 2 l r 1 y 1 cos v, 
en posant 

X = yfiz u «J. = z^Ôîz,, V = xfiy v 

Exprimons que les deux formes 


a 2 o 2 c 2 


et 


a 2 6? Cf 

— S(.rf 4- yf 4- zf 4- 2t/ 1 z 1 cos a -+- cos jjl 4- 2a? 4 y t cos v 

se décomposent en un produit de deux facteurs du premier degré pour 
les mêmes valeurs de S. Ces valeurs sont, pour la première, 


1 


1 

6 2 ’ 


1 


Pour la seconde, elles sont données par l’équation 


i—s 

a? 


• S cos ' 


- S cos v-S 

bf 

| — S COS |J. y — S COS X 
qu’on peut écrire 


— S cos [j. 

— S cos X 

— — S 
c f 


= 0, 


g 3 r> ga/ sinU sin 2 p. sin 2 v \ 
" \ ^ bf cf J 


en posant 


S /_L , _i_ , J_\_!_ = 0 

k \bfcf cfaf afbf) afbfcf 


Q: 


On doit donc avoir 


1 COS v COS [JL 

cos v 1 cos X 

COS u COS X 1 


( afbfcf . Q = a 2 6 2 c 2 , 

(t) J af -h 6 f 4- c? = a 2 4- & 2 4- c 2 , 

( bfcf sin 2 X cfaf sin 2 p. 4 - af 6 f sin 2 v = 6 2 c 2 4* c 2 a 2 4 - a 5 ô 2 . 
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Remarquons que b i c i sin X est l’aire du parallélogramme construit 
sur les deux demi-diamètres OBj et OCj et que l’on peut écrire il sous 
la forme 



a 2 -f- [ j 2 -f- y 2 
aa' -+- pp' -f- yy' 

aa'4-PP'-h TT* 


aa ' 4 - pp' 4- YY' 

a 'î4f/2 + Y /2 
a'a" -f- 4- yY 


aa" -h pp" 4- yï" 
a'a" 4 ~ p'p' 4 - yY' > 
a" 2 4- p" 2 4- y ; ' 2 


qui montre que ü est le carré du déterminant des a, p, y,.- Y** 

La première des relations (1) exprime donc (n° 231) que le volume 
du parallélépipède construit sur trois demi-diamètres conjugués est 
constant. La seconde exprime la constance de la somme des carrés 
des longueurs de ces demi-diamètres, et la troisième la constance 
de la somme des carrés des aires des parallélogrammes construits sur 
deux d’entre eux. Ce sont là les trois théorèmes d’Apollonius. 


VII. — Compléments sur l'homographie. 

276. Un théorème sur les courbes unicursales. — Les 

représentations propres d’une courbe unicursale se déduisent de Vunc 
d'elles en opérant sur le paramètre t une transformation homogra- 
phique (conséquence du n° 114). Écartons les représentations im¬ 
propres : alors, si l’on fixe les valeurs t s de t en trois points de 

la courbe, t sera déterminé en tout autre point. 

277. Points doubles d’une transformation homogra- 
phique. — Effectuer une transformation homographique, c’est faire 
correspondre au point M de coordonnées homogènes (X, Y, Z, T) le 
point M x de coordonnées homogènes (X â , Y t , Z l9 T,), (n° 110), défini 
par les formules 

X t == AX 4- A'Y 4- A"Z 4- A'"T, 

Y t == BX 4- B' Y -h B"Z 4- B'"T, 
z t = CX 4 - C'Y 4- C"Z 4- C"'T, 
ï\ = I)X 4- D'Y 4- D"Z 4- D'"T. 

Pour qu’un point coïncide avec son transformé, il faut et il suffit que 
leurs coordonnées homogènes soient proportionnelles. On est ainsi 
amené à chercher des solutions du système 

XX = AX 4- A'Y 4- A"Z 4- A'"T, 

XY = BX 4- B'Y 4* B"Z 4- B'"T, 

XZ = CX 4- C'Y 4 C"Z 4- C'"T, 

XT = DX 4- D'Y 4- D"Z 4- D'"T, 


O 
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dont les équations sont homogènes en X, Y, Z, T. En écrivant qu’elles 
admettent des solutions non toutes milles, nous obtenons la condition 


A —X 

A' 

A' 

A'" 

B 

B' — X 

B" 

&" 

C 

C' 

C" —x 

C'" 

i) 

D' 

D" 

D'" — X 


qui est du quatrième degré en X. En égalant dans le système (1) l’in¬ 
connue X à une racine de l’équation (2), les équations de ce système 
se réduisent en général à trois distinctes, qui déterminent des quan¬ 
tités proportionnelles à X, Y, Z, T. Il y a donc, en général, pour 
une transformation homographique de l’espace quatre points doubles. 
On verrait de meme qu’une transformation homographique du plan 
admet en général trois points doubles. 

Toutefois, pour des transformations particulières, ces conclusions 
peuvent se trouver en défaut. Sans entrer dans une discussion com¬ 
plète, nous allons le montrer sur des exemples. 

277 1,is . Coïncidence d’un couple de^points doubles. — En géométrie 
delà droite, les deux points doubles de deux divisions homographique» 
(de même base) peuvent se confondre. Si les abscisses x et a?'des points 
décrivant les deux divisions sont liées par la relation 

axx 1 -h bx H- ex' -h cl = 0, 
la condition de coïncidence des points doubles sera 
(6 -+- C ) a — 4 ad == 0. 

La même circonstance sera donc possible dans le plan et dans l’es¬ 
pace. Pour la réaliser dans le plan, partons d’une correspondance entre 
deux points M et M' sur une droite D, laquelle admettra sur cette droite 
deux points doubles confondus en un point A. Soit B un point extérieur 
à la droite D. A un point N de la droite AB, faisons correspondre 
homographiquement un second point N' de cette même droite, de ma¬ 
nière que les points doubles soient A et B. 11 existe alors une transfor¬ 
mation homographique et une seule du plan, se réduisant sur les 
droites AD et AB (qu’elle conserve) aux correspondances précédentes 
entre M et M', N et N' ; on peut voir qu’elle admet deux points doubles 
confondus en A : elle est en effet cas limite d’une homographie se ré¬ 
duisant toujours sur la droite AB à la même correspondance (N, N 7 ) 
que tout à l’heure et sur la droite AD à une correspondance (M, M*) 
dont les points doubles seraient A et un point infiniment voisin de A. 

Il est clair que ces remarques s’étendent à l’espace. Signalons que 
les déplacements, qui sont des transformations homographiques par¬ 
ticulières, ont justement deux points doubles confondus au point à 
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rinfini y de Taxe hélicoïdal du déplacement : en effet cet axe est bien 
une droite invariante, sur laquelle la transformation se réduit à une 
correspondance par translation. Or, l’homographie 

x f = x 4- a 

admet deux points doubles confondus à l’infini. Les deux autres points 
doubles du déplacement sont les points de contact a et p des tangentes 
menées de y au cercle de l’infini ( 1 ). 

278. Homologie. — Considérons maintenant une homothétie : c’est 
encore une transformation homographiquc particulière. Elle admet 
pour points doubles : 

1° le centre d’homotliétie ; 

2° tout point de la droite de l’infini si nous raisonnons dans le plan, 
tout point du plan de l’infini si nous raisonnons dans l’espace. Pla¬ 
çons-nous dans cette hypothèse. 

Il est clair que l’homothétie a une infinité d’équivalents projectifs 
dans lesquels un plan donné d’une manière quelconque remplacera le 
plan de l’infini. On est ainsi amené à la notion des tram formations par 
homologie , ayant un point double isolé O et une infinité de points 
doubles recouvrant la totalité d’un plan P. Le point O est, par défi¬ 
nition, le centre d’homologie et le plan P est le plan d’homologie. Les 
propriétés essentielles de la transformation sont les suivantes : 

1° deux points homologues sont alignés avec le centre d’homologie; 

2° deux droites homologues se coupent dans le plan d’homologie. 

Appelons A un point quelconque, distinct de O et extérieur au plan 
P. Donnons-nous un homologue A' sur la droite OA : l’homologie est 
alors complètement déterminée : à un point M correspond en effet le 
point M' de la droite OM tel que les droites AM et A'M' concourent 
sur l’intersection des plans P et OAM. 

279. Relations avec la théorie des transformations 
linéaires. — Les équations 

X t = AX -f- AT -f- A "Z, 

Y t == BX H- B'Y 4- B"Z, 

Z t = CX 4- CT 4- C"Z 

définissent indifféremment : 

d° Une transformation homographiquc en géométrie plane, X, Y, Z 


(i) Voir pour cette question nos Leçons de Géométrie vectorielle , n° 267. Le 
cercle de l’infini est globalement invariant par les déplacements et par les 
similitudes. 
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étant regardées comme les coordonnées homogènes d’un point du 
plan ; 

2° Une transformation linéaire conservant l’origine, en regardant 
X, Y, Z comme les coordonnées d’un point de l’espace. 

Lorsqu’on se place à ce nouveau point de vue, le système 

XX = AX -4- A'Y -f- A "Z, 

XY = BX -f- B'Y 4- B ; 'Z, 

XZ = CX 4- C'Y 4- C"Z, 

définit les droites issues de l’origine et qui demeurent invariantes, ou, 
comme on dit, les directions principales de la transformation linéaire. 

De ce rapprochement entre problèmes conduisant aux mêmes équa¬ 
tions, il découle qu’à tout résultat relatif aux transformations homo- 
graphiques du plan en correspond un autre concernant les transfor¬ 
mations linéaires spatiales conservant l’origine. Notamment, nous 
voyons qu’une telle transformation linéaire possède en général trois 
directions principales. 

On peut rattacher à ces considérations la recherche des directions 
principales des quadriques. Bornons-nous ici à considérer les sur¬ 
faces 

?(*, y, *) = c, 

y y z) désignant un polynôme homogène et du second degré, 

= A.r 2 4- A 'y 2 4 - A"z 2 4- 2B yz 4- 2B ’zx 4- 2B "xy. 

Toutes ces surfaces sont homothétiques et concentriques. Supposons 
les axes de coordonnées rectangulaires. Je dis que la transformation 
linéaire définie parles formules 

Xy — Ax 4- B "y 4- B'z = <pi, 
y { = W'x 4- A 'y 4- Bz = 9 ^, 

Zy = Wx 4- By 4- A "z == 9 ;, 

(transformation qui conserve l’origine) est attachée à la répartition spa¬ 
tiale de valeurs numériques 9 (on dit aussi : au champ scalaire 9 ) 
d’une manière indépendante des axes. En effet, le vecteur OM t de 
composantes æ ly y iy z t est parallèle à la normale à la surface 9 = const. 
qui passe au point M ; sa direction a donc bien le caractère d’inva¬ 
riance annoncé; il en est de même de sa grandeur, car le point Mj 
est justement tel que le produit scalaire OM t . OM, c’est-à-dire 

#¥» *+" yyÿ “h 29 î 

soit égal (en vertu de l’identité d’Euler) à la valeur de 29 au 
point M (cf. n° 67 bis ), 

La transformation linéaire précédente a donc bien un caractère indé¬ 
pendant des axes. Or, il suffit de se reporter à la recherche des di- 
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restions principales des quadriques pour constater que les directions 
principales des surfaces 

o = G 

sont identiques à celles de cette transformation linéaire. 

En même temps, on voit apparaître une classe importante de trans¬ 
formations linéaires : celles qui sont'représentées, en coordonnées rectan¬ 
gulaires, par des formules dont les coordonnées forment un tableau sy¬ 
métrique par rapport a sa ‘DIAGONALE principale. La recherche de 
leurs directions principales se ramène à celle des directions principales 
d’une quadrique 

y, z) = C, 

le polynôme 9 ayant précisément pour dérivées partielles les trois 
formes linéaires donnant x iy y iy z t . Supposons obtenu un trièdre tri- 
rectangle de directions principales : en le prenant pour trièdre de coor¬ 
données, les équations d’une transformation linéaire du type précédent 
se réduisent à la forme 

x l = ax, y i = a'y, z t =^a r, z. 

Une telle transformation (qu’on peut appeler transformation automé¬ 
trique) peut donc s’obtenir en composant trois dilatations de coordon¬ 
nées dans un système d’axes rectangulaires. 

Pour plus de détails, nous renverrons le lecteur à nos Leçons de Géo¬ 
métrie vectorielle (n os 81 et suivants). 


VIII. — Sur les courbes et les surfaces des ordres 3 et 4. 

280. Cubiques planes au point de vue projectif. — Un 

polynôme général du troisième degré homogène en x , y, t contient 
dix coefficients. Donc les cubiques planes dépendent de neuf para¬ 
mètres. Neuf points choisis au hasard déterminent une cubique : il y 
a exception pour neuf points qui sont communs à deux cubiques 
(irréductibles ou décomposées) 

/—O, 0 = 0; 

il existe alors une infinité de cubiques (formant un faisceau linéaire 
ponctuel) 

V *+■ = 0 

passant par ces neuf points ; dans cette configuration spéciale, la 
donnée de huit points (qui détermine les coefficients à un paramètre 
près) fait connaître le neuvième. 

Faisons quelques remarques au sujet des neuf points communs à 
deux cubiques 

/= 0, 0 = 0. 

Bouligànd. — Géom. anal. 28 
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Supposons que six de ces points A t , ,.., À G soient sur une conique. 
L’ensemble de cette conique et de la droite joignant deux des trois 
points fixes restants, par exemple A 7 et A 8 , est une cubique apparte¬ 
nant au faisceau linéaire ponctuel défini par les points A t , A 6 , 
A 7 , A 8 . Puisque A 9 est le neuvième point fixe du faisceau déterminé 
par A u . .A 8 , la cubique précédente y passe donc. Par suite A 8 est 
sur la droite A 7 A 8 (s’il était sur la conique A 4 . .. .A 6 , toutes les cubi¬ 
ques considérées se décomposeraient...). D’où ce théorème : 

Etant donné un faisceau ponctuel linéaire de cubiques, lorsque six 
de ses neuf points fixes sont sur une conique (susceptible de décompo¬ 
sition), les trois autres sont en ligne droite. 

Voici une application : coupons une cubique par deux sécantes qui 
la rencontrent respectivement en M t , M 2 , M 3 et N t , N 2 , N 3 . Menons 
M t N 4 et soit L 4 le troisième point d’intersection de cette droite et de 
la cubique ; soit de même L 2 le point analogue pour M 2 N 2 et soit L 3 
le point analogue pour M 3 N 3 . Les points M t , M 2 , M 3 , N t , N 2 , N 3 sont 
sur une conique. Donc L t , L 2 , L 3 sont en ligne droite. 

Un cas particulier important est le suivant : appelons tangentiel 
d’un point M d’une cubique le point P où cette courbe est coupée à 
nouveau par la tangente en M. On a la propriété que voici : 

Si trois points M 4 , M 2 , M 3 de la cubique sont alignés, il en est de 
même de leurs tangenticls P 4 , P 2 , P 3 . Plus particulièrement encore, la 
droite joignant deux points d’inflexion a pour troisième point d’inter¬ 
section avec la cubique un nouveau point d'inflexion. 

281. Classification des cubiques. — La classification projective des 
cubiques se fait immédiatement en se basant sur l’absence ou la pré¬ 
sence de point double. Nous aurons donc trois classes : 

1° cubiques générales , ou sans point double, dépendant de neuf 
paramètres ; leur classe est six ; 

2° cubiques à point double, les tangentes en ce point étant distinctes 
(famille à huit paramètres) ; leur classe est quatre ; 

3° cubiques à point de rebroussement (famille à sept paramètres) ; 
leur classe est trois. 

Les transformations homographiques du plan dépendent de huit 
paramètres : il en résulte qu’il est impossible de transformer homo- 
graphiquement deux cubiques générales prises au hasard l’une dans 
l’autre ; la transformation ne deviendra possible que si une condition 
convenable, traduite par une relation d’égalité, est remplie. Ou, si l’on 
préfère, une cubique générale admet un invariant projectif . Nous en 
indiquerons plus loin la signification (n° 283). 

Indiquons que deux cubiques de quatrième classe peuvent toujours, 
et cela d’une manière unique, être transformées homographiquement 
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l’une dans l’autre. Enfin, pour une cubique de troisième classe, il 
existe une infinité à un paramètre de transformations homogra- 
phiques qui la conservent : soit, par exemple, la courbe 

2/ 2 = æ 3 . 

Les transformations 

= ?/=:X 3 y 1 

la laissent inaltérée. 


282. Génération des cubiques. — Prenons sur une courbe deux 

points fixes quelconques A et B. Soit M 
un poinl courant de la cubique. Les 
droites AM et BM sont liées par une 
correspondance algébrique. Si la droite 
AM est donnée, elle coupe la courbe 
en un troisième point P, on a donc 
deux positions possibles BM et BP de 
sa correspondante. Pareillement, à 
tout rayon BM du second faisceau, il 
correspond dans le faisceau de som¬ 
met A un couple de rayons AM, AQ. 
C’est ce que nous exprimerons en 
abrégé en disant que la correspondance 
entre AM et BM est une correspon¬ 
dance (2, 2), la notation (ï, k ) s’appli¬ 
quant à toute correspondance algé¬ 
brique telle qu’à une valeur du pre¬ 
mier élément variable en correspon¬ 
dent k du second, et qu’à une valeur 
du second élément en correspondent i 
du premier. 

D’ailleurs la correspondance (2, 2) 
que nous avons ici n’est pas du type 
le plus général possible : elle est particularisée par le caractère sui¬ 
vant : si l’on considère le rayon AB du premier faisceau, l’un de ses 
deux homologues dans le second est B A, et réciproquement ( l ). 

Ceci nous amène tout naturellement à généraliser la méthode de 
raisonnement appliquée au n° 118 à la génération des coniques. Cher- 



(i) En prenant un point M sur une conique et deux points A et B non sur 
la courbe, on aurait entre AM et BM une correspondance (2, 2) plus parti¬ 
culière encore : à la demi-droite AB correspondraient dans le second faisceau 
deux demi-droites confondues avec B A ; à la demi-droite B A correspon. 
draient dans le 1 er faisceau deux demi-droites confondues avec AB. 
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chons d’abord le lieu du point de rencontre de deux rayons homo¬ 
logues d’une correspondance (i, k), issus de deux points fixes 
A(a?i, yf) et B(æ 2 , 2 / 2 )* L’équation du lieu s’obtiendra en éliminant X 
et {j. entre les équations 


X — x s 


y — y 2 

X «T 2 




fQ^y H) = 0, 


où f est un polynôme de degré i en X et de degré k en jj.. L’élimination 
est immédiate et fournit un lieu de degré i-+-k [ce qu’on retrouverait 
en cherchant les points d’intersection du lieu avec une droite, remar¬ 
quant qu’ils sont sur cette droite les points doubles d’une correspon¬ 
dance («, Æ), points dont le nombre est i -h k]. 

Revenons au problème précédent: nous aurons i= k — %. Nous au¬ 
rons donc en général une courbe du quatrième ordre, et le calcul 
ci-dessus montrera qu’elle admet les points A et R comme points 
doubles. 

Mais le cas qui nous intéresse est celui où nos deux faisceaux ont un 
rayon homologue en commun, AB ou RA. Dans ce cas, la droite AB 
appartient à la courbe cherchée, qui se décompose en cette droite et 
en une cubique. 


En résumé, on peut regarder une cubique comme le lieu des points 
d'intersection de deux rayons homologues d'une correspondance ( 2 , c 2 ) 
dans deux faisceaux de sommets A et B, lorsque ces faisceaux admettent 
la droite AB comme rayon homologue commun . 

Remarque. — Si M est le point de contact d’une tangente à la 
cubique menée de A', le point P se confond avec M, alors le rayon AM 
du premier faisceau a, dans le second faisceau, scs deux homologues 
confondus. Si la cubique admet un point double, lorsque M coïncide 
avec ce point double, le rayon AM du premier faisceau a dans le 
second faisceau ses deux homologues confondus suivant BM, en -même 
temps que le ray 09 BM du second faisceau a dans le premier faisceau 
ses deux homologues confondus suivant AM. Cette propriété est carac - 
téristique de la présence d’un point double. 


283. L’invariant projectif des cubiques générales (méthode de 
M. J. Richard) ( 4 ). — En s’appuyant sur le mode de génération pré¬ 
cédent des cubiques, on est conduit au théorème de Salmon : 

Soit A un point quelconque d'une cubique de sixième classe . Consi¬ 
dérons les quatre tangentes AT t , AT 2 , AT 3 , AT 4 menées de A et dont les 
points de contact Tu T 2 , T 3 , T 4 sont distincts de A. Le rapport anhar - 


0) Rev. de Math, spéciales, 14 e année, octobre 1903. 



SUR UES COURBES ET LES SURFACES DES ORDRES 3 ET 4 437 


monique du faisceau de ces droites est indépendant de la position de A 
sur la courbe. 

Pour le démontrer, appelons B un second point de la cubique, BS 4 , 
BS 2 , BS 3 , BS 4 les tangentes menées de B et dont les points de contact 
S,, S 2 , S a , S 4 sont distincts de B. En reprenant les notations du 
n° précédent, la relation biquadratique entre les coefficients angu¬ 
laires X et p. des droites AM et BM joignant A et B h un point courant 
M de la cubique s’écrira 

= o. 

L’équation donnant les coefficients angulaires X t , > 2 , X 3 , X 4 de AT t , 
AT 2 , AT 3 „ AT 4 s’obtiendra en ordonnant f par rapport à pet écri¬ 
vant qu’elle a en jx une racine double ; soit 

*W = o 

l’équation discriminante ainsi obtenue; pareillement, en ordonnant f 
par rapport h X et écrivant que cette équation admet une racine 
double, nous aurons une équation discriminante 

*00=0 

ayant pour racines les coefficients angulaires ;a 2 , u 3 , p. 4 de BS t , 
BS 2 , RS 3 , BS 4 .‘Jc dis que l’on aura toujours 

Q-iW\) = 

Pour le montrer, on ])eut noter, avec M. J. Richard, la possibilité 
d’engendrer une correspondance (2, 2) en prenant dans un meme plan 
deux coniques et associant à chaque point de la première le point de 
contact de l’une des tangentes qu’on en peut mener A la seconde ( 2 )« 


(!) En réalité, nous établissons ainsi le théorème suivant : soit tine corres¬ 
pondance (2, 2) quelconque entre les droites AM et RM, correspondance en 
vertu de laquelle M décrit une quartique ayant A et B pour points doubles, 
ou, exceptionnellement, une cubique ayant A et R pour points simples. Les 
deux faisceaux formés, soit des quatre tangentes menées de A à la courbe, 
soit des quatre tangentes menées de R, ont mémo rapport anharrnonique. 
Ce théorème englobe celui du texte. 

( 2 ) Nous proposons de retrouver ce résultat à titre d’exercice. Partant 
d’une conique G particulière x~ x, y = X 2 , on considérera des valeurs par¬ 
ticulières de X et de g satisfaisant aux conditions 

0 -- fOo, t^o)— ^(>> 1 . v-o) = f(h, y-ù = f0-2, im)= .= f{h, h)'< 

on prendra la conique G’ tangente aux cinq cordes X 0 ).j, X1X2,.X*X 5 de C ; 
en convenant d’affecter des valeurs g 0 , gi, ga les points où G' est touchée 
par Xo>4, )>iX 2 , X2X3, la représentation paramétrique de G’ est déterminée, et 
la mise en correspondance de G et G' suivant le modo précédent donne uno 
correspondance (2, 2). On prouvera alors qu’elle a suffisamment d’éléments 
communs avec la correspondance initiale pour se confondre avec elle. « 
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Cela posé, la relation ci-dessus exprime l’égalité entre le rapport 
anharmonique des quatre points communs aux deux coniques, consi¬ 
dérés comme appartenant à la première et le rapport anharmonique 
des quatre tangentes communes, considérées comme appartenant à la 
seconde. Or cette égalité résulte immédiatement de la possibilité de 
transformer la première conique en la seconde par polaires Réci¬ 
proques. 

284 . Mais on peut aussi raisonner directement. Pour cela, on 
remarque d’abord que si deux variables sont en correspondance ( 2 , 2 ), 
il en est encore de même d’une transformée homographique de 
chacune d’elles. On peut donc faire en sorte que, par un choix conve¬ 
nable des coefficients de la relation f(k, jjl) == 0 , on ait 

Pi=0, ^2= ^ 2 = 00 > ^3 = ; j -4 = i - 

Tout d’abord, on trouve facilement la forme de f= 0 , telle que sur ces 
trois couples de relations, les deux premiers soient vérifiés 

(1) a 2 XV 2 H“2a6X 2 a4-2acX(jL 2 4-6 2 X 2 -f-c 2 i u 2 -f-26X-f-2c(j.-hi 4-2 g?X[ji = 0. 

Faisons |x=l. Nous avons le trinôme en X, 

X 2 (u —f- 6) 2 -{- 2 (jxc -J— b H— d)X —f- ( c - 4 - 1 ) 2 , 
qui doit admettre une racine double, d’où la condition 

(2) ac-hb~hd — ± (a 4- 6 ) (c 4-1). 

Pareillement, pour X = 1, le trinôme /'( 1, (x) doit avoir une racine 
double, d’où la condition 

(3) ab 4- c 4 - A = ± (a -f- c) (6 - 4 -1). 

En prenant dans ces deux relations le signe -f-, elles se réduisent à 
une seule 

d — bc- h a, 

ce qui donne une relation /* = 0 de la forme 

a 2 X 2 «x 2 - 4 - 2a6X 2 ix - 4 * 2acXix 2 - 4 - 2(6c -f- a)X|x 

-4- 6 2 X 2 - 4 - cV 2 -h 26X - 4 - 2cp. -4-1=0, 
ou ’ ' . 

(aXp. 4 - bl 4 - cp 4 - l ) 2 = 0 . 

L’hypothèse d = bc 4 - a est donc à rejeter et il faut prendre le 
signe (—) devant les seconds membres de (2) et de (3). On trouve 
ainsi 

a = 1, — d = bc 4 — 2(6 4 - c) 4™ 1, 

relations en vertu desquelles lesdeux équations discriminantes calculées 
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à partir de ( 1 ) 

ç(X) ( 6 a -f- a — cf)X|^<z 6 X 2 4" (jx 4~ 6 c 4~ d)X -j— 2cl = 0, 

<^([x) = ( 6 c 4- ü — — f- (cl 4* 6 c - 4 “ d)p. 4~ 26] = 0 

peuvent s’écrire 

?(X) = 4(6 + l)(c 4- 1)X(6X - cXX - 4), 

<K|x) = 4(6 4- 4 Xc + 4)p^C[x - 6X^ - 4). 

Finalement, si nous posons 

c 

Xj ——^ 0, X 2 ~ 00 , Xg ~ 1 , X 4 ■-- -~j~ y 

f*l =0, ^2=°0» H-3 = — > tH = 1 > 

C 

nous aurons bien^) 

(X 1 X 2 X 3 X 4 ) = ([41*2^3(* 4 ) — —• (G» Q* F. D.) 

Lorsqu’on transforme homographiquement une cubique générale, 
on obtient une autre cubique générale pour laquelle le rapport anhar- 
monique des quatre tangentes menées d’un point de cette courbe a 
même valeur que le rapport anharmonique analogue pour la première. 
Ce rapport anharmonique est donc un invariant projectif de la courbe. 

285. Propriétés diverses des cubiques planes. — On obtient une 
cubique lorsqu’on cherche : 

4° le lieu des points de contact des tangentes menées d’un point 
fixe O aux coniques d’un faisceau linéaire ponctuel ; 

2 ° le lieu des points dont les polaires par rapport à trois coniques 
fixes sont concourantes, la cubique obtenue étant aussi le lieu du 
point de concours ( 2 ). 

Je me borne à signaler ces propriétés, en renvoyant pour la démons¬ 
tration et l’étude des divers cas possibles au chapitre vu des Complé <* 
menti de géométrie moderne de M. Ch. Michel ( 3 ). Je signale également à 
titre d’exercîce ( ibid ., chap. vin) un théorème de Chasles (théorème A). 

Si M et N sont les points d’intersection variables d’une cubique a 
point double O, avec une droite passant par un point fixe A de la 
cubique, les couples de droites telles que OM et ON appartiennent à 
une involution contenant le coupje des tangentes au point double. 


0) Nous posons ici (X^aU) = c 1 —r 1 : ~—r* 

• A4 —Ai A4—A 2 . f , 

(}) Dans le cas de trois cercles, elle se décompose en la droite de 1 infini 
et le cercle çrthogonal aux trois cercles donnés. 

( 3 ) Voir aussi Les Lieux géométriques en Mathématiques spéciales, par 
M. T. Lemoyne. 
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On établira de plus la réciproque. On cherchera quelle particularité 
se présente dans le cas où le point O est un point de rebroussement, 
etc., etc. 

On pourra également montrer que si M décrit une cubique h point 
double O, en appelant A un point fixe quelconque de cette courbe, les 
droites OM et AM sont liées par une correspondance (9, 1). Grâce à, 
quoi, le théorème A apparaîtra comme un cas particulier de cette pro¬ 
position facile : dans une correspondance ( u 2, d), les deux valeurs 
de la première variable associées à une valeur indéterminée de la 
seconde se correspondent par involution (autre forme du théorème 
sur les racines d’une équation du second degré dont les coefficients 
dépendent linéairement d’un paramètre). 

Soit M un point d’une cubique à point double, P son tangentiel. A 
chaque point M correspond un seul point P. Au point P correspondront 
deux positions du point M dans une cubique de quatrième classe, et 
une seule dans une cubique de troisième. On en déduit le théorème 
suivant : • 

Dans une cubique possédant un point double à tangentes distinctes, 
un point et son tangentiel sont liés par une correspondance (°2, 4), 
s'exerçant entre les droites OM et OP. Une correspondance (2, 1) ayant 
trois éléments doubles, il s’ensuit qu’une cubique de l'espèce consi¬ 
dérée présente trois points d'inflexion . D’après ce qui précède, nous 
sa vons qu’ils sont en ligne droite. 

Dans le cas d’une cubique a point de rebroussement, la correspon¬ 
dance de OM et OP sera homographique. En outre, elle admettra comme 
rayon double la tangente de rebroussement. Il s’ensuit qu’une cubique 
à point de rebroussement n’admet qu’un seul point d’inflexion : une 
telle courbe est d’ailleurs à la fois du troisième ordre et de la troisième 
classe, et il y a symétrie entre le rôle du point d'inflexion, au point 
de vue tangentiel, et celui du point de rebroussement, au point de vue 
ponctuel. Notons encore la propriété suivante : soit I le point d’in¬ 
flexion d’une cubique de troisième classe, O son point de rebrousse¬ 
ment. Menons par I une sécante IPQ. Les rayons doubles de l’involu- 
tion liant OP, OQ sont 01 et la tangente de rebroussement. Il s’ensuit 
que le lieu des conjugués harmoniques du point I par rapport aux 
points P et Q est la tangente de rebroussement. Le lecteur trouvera 
lui-mème l’énoncé corrélatif. 

286 . Quartiques planes au point de vue projectü. — 

Nous nous bornerons à faire remarquer : 

1° La possibilité d’engendrer une quartique à point triple par une 
correspondance (3, 1) ; 

' 2° Celle d’engendrer une quartique ayant au moins deux points 
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doubles distincts (et peut-être un troisième, distinct ou noir des pré¬ 
cédents) par une correspondance (2, 2); 

3° Celle d’engendrer une quartique ayant un seul point double par 
une correspondance (2, 3) dans laquelle la droite joignant les sommets 
des deux faisceaux est sa propre homologue ; 

4° Celle d’engendrer une quartique générale par une correspondance 
(3, 3) dans laquelle la droite joignant les sommets A et B des deux 
faisceaux est sa propre homologue, avec la particularité suivante : 
lorsqu’on cherche rhomologue de la demi-droite AB, on trouve un 
système de trois rayons dont deux se confondent avec BA, et lorsqu’on 
cherche rhomologue de la demi-droite BA, on trouve un système de 
trois rayons dont deux se confondent avec AB. Dans ces conditions, la 
droite AB fait deux fois partie du lieu, et il reste une quartique 
admettant A et B pour points simples. 

11 y a lieu de noter la parenté (déjà rencontrée) entre les cubiques 
d’une part et les quartiqucs possédant deux points doubles distincts 
d’autre part. Leur propriété commune* consiste dans le fait de dériver 
également des correspondances biquadratiques (de meme que la droite 
et les coniques dérivent des correspondances homographiques). 

287. Propriétés anallaqmatiques des cubiques circu¬ 
laires et des quartiques bicirculaires. — Supposons que les 
points cycliques i et j soient points simples d’une cubique : on dit 
alors que la cubique est circulaire \ si les points i et j sont points 
doubles d’une quartique, on dit que cette quartique est bicirculaive. 
Dans l’un et l’autre cas, en appelant M un point courant de la courbe, 
il existe entre les droites t'M et j M une correspondance (2, 2), qu’on 
pourra définir analytiquement en donnant par exemple la relation 
entre les ordonnées à l’origine des droites iM etjM. En posant à cette 
intention 

y — ix = ï, y-\-ix = yj, 

une relation biquadratique générale 

(1) A?‘V 4- 4- B'yj) 4- G? 2 4- CV 4- 2DÇy, 4- 2EÇ 4- 2E't| 4- F = 0, 

(où les lettres accentuées désignent les imaginaires conjuguées des 
quantités désignées par les mêmes lettres non accentuées) repré¬ 
sentera : 

1° Une quartique bicirculaire (susceptible de se décomposer en deux 
cercles) si A est =£ 0. 

2° Une cubique circulaire si A = 0. 

Avec les notations précédentes, une inversion ayant pour pôle le 
point x = y = 0 (ou ? = y) = 0) (point qui, n'ayant joué aucun rôlp, 
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pourra être pris ad libitum) est définie par les formules 


Elle équivaut donc à effectuer une transformation homographique sur 
chaque coordonnée Ç, v\. Mais alors, d’après ce que nous avons déjà 
remarqué, nous aurons une nouvelle relation biquadratique entre Ç, 
et rj 1 . Nous pourrons donc énoncer le théorème suivant : 

En appliquant une inversion quelconque à une courbe de la famille 
comprenant à la fois les quartiques bicirculaires et les cubiques circu¬ 
laires, on obtient encore une courbe de cette famille . 

Je laisse au lecteur le soin d’établir la propriété suivante : la trans¬ 
formée sera une cubique circulaire dans le seul cas où l’on prend le 
pôle d’inversion sur la courbe initiale. 

288. Dans les problèmes de géométrie plane où apparaissent des 
inversions, il y a souvent intérêt à accroître d’une unité le nombre des 
dimensions et à prendre le pôle d’inversion hors du plan. Le plan de 
l’énoncé primitif devient alors une sphère et l’on est conduit à un pro¬ 
blème sur la sphère. Une application de cette idée s’est présentée au 
n° 125 à propos des faisceaux de cercles. Deux faisceaux conjugués de 
cercles dans le plan deviennent, lors d’une inversion de pôle extérieur 
au plan, deux faisceaux de cercles d’une sphère, dont l’un est formé 
des sections par les plans contenant une droite D, l’autre des sections 
par les plans contenant la conjuguée de D. Profitons-cn pour noter la 
proposition suivante : les faces d’un tétraèdre conjugué par rapport à 
une sphère y admettent pour sections planes quatre circonférences 
deux à deux orthogonales. Remarquons encore l’anallagmatieC 1 ) de ce 
système de quatre cercles par rapport à chacun des sommets du 
tétraèdre, pris pour pôle d’anallagmatie, la puissance étant celle de ce 
sommet par rapport à la sphère. Le lecteur établira ce résultat, en 
même temps qu’il énoncera et démontrera la réciproque. 

Rappelons enfin ce théorème (n° 126) : en appliquant une inversion 
J à deux figures inverses Vune de l'autre (ou si l’on préfère : symétriques 
par rapport à une sphère <j, si l’on raisonne dans l’espace, symétriques 
par rapport à une circonférence y, le mot symétrique pouvant être 
appliqué, moyennant un sens convenable, à la géométrie du plan ou 
à celle de la sphère), on obtient encore deux figures inverses l'une de 
Vautre (c’est-à-dire symétriques par rapport à une sphère ou à un 
cercle, qu’on obtient en transformant a ou y par J). Notamment,. 


( f ) Anallagmatie signifie : conservation par inversion. L’anallagmatie 
généralise la symétrie par rapport à un plan, la sphère fondamentale do 
Tin version se substituant au plan de symétrie. 
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l’inverse d’une figure anallagmatique sera une nouvelle anallagmatique. 

Considérons un tétraèdre conjugué par rapport à une sphère ayant 
un sommet confondu avec le centre O, les trois autres sommets se 
trouvant à l’infini dans des directions rectangulaires. En prenant pour 
origine le point O, et pour plans de coordonnées les faces à distance 
finie, le système des huit points 

CT, y, z), (— x , — y, z), o®* — y, — (— y, — *)> 

(— x, — y, — z), (#, y, — z), (— x, y, z), (a?, — y, z) 

formera une figure anallagmatique sur la sphère par rapport à chacun 
des quatre cercles fondamentaux déterminés par les plans de coor¬ 
données et le plan de l’infini. 

En appliquant le théorème (n° 126) qui vient d’être rappelé, on 
obtient la notion générale suivante: système de huit points d’une sphère 
anallagmatique par rapport à quatre cercles fondamentaux, deux à 
deux orthogonaux d’une sphère, sections de cette sphère par les quatre 
faces d’un tétraèdre conjugué. 

9 

289. Ces préliminaires étant posés, nous allons montrer leur utilité 
dans l’étude des cubiques circulaires et des quartiques bicirculaires. 
Considérons une biquadratique sphérique, c’est-à-dire la courbe d’in¬ 
tersection d’une sphère et d’une quadrique Q. Lagucrre a remarqué 
qu’en prenant le pôle d’inversion O sur la sphère, la courbe plane 
transformée est : 

1° du quatrième ordre si le pôle est en dehors de la biquadratique; 

2° du troisième si le pôle est sur la biquadratique ; 
il a observé de plus que cette courbe plane passe par les traces (sur 
son plan P) des deux génératrices isotropes de la sphère issues du pôle 
d’inversion O. Ces deux points, qui sont justement les points cycliques 
du plan P, jouent le rôle de points doubles de la quartique ou de 
points simples de la cubique (car chaque génératrice de la sphère 
d’un système déterminé s’appuie sur une des deux précédentes : elle 
détermine avec le point O un plan dont la trace passe par i, par 
exemple, or la génératrice mobile de la sphère coupe la quadrique Q 
en deux points; donc dans le plan P une droite passant par i coupe 
l’inverse de la biquadratique en deux points distincts de x). 

La gu erre a remarqué enfin que la réciproque est vraie, c’est-à-dire 
que toute cubique circulaire ou quartique bicirculaire est l’inverse 
d’une-biquadratique sphérique : il suffit en effet de noter que les 
biquadratiques tracées sur une sphère dépendent de huit paramètres 
(car huit points pris sur cette sphère déterminent bien un faisceau 
linéaire ponctuel de quadriques). Or, il en est de même, dans le plan, 
des quartiques bicirculaires. 
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On est donc ramené, en ce qui concerne les propriétés anallag- 
matiqucs, à l’étude des biquadratiques sphériques. Considérons une 
telle courbe. Nous savons (n° 262) qu’il y a dans le faisceau de qua- 
driques déterminé par elles quatre cônes, dont les sommets sont ceux 
d’un tétraèdre conjugué par rapport h la sphère. Il est manifeste que 
la courbe sera anallagmatique par rapport à chacune des quatre cir¬ 
conférences sections de la sphère par les faces de ce tétraèdre. 

Envisageons l’un des cônes précédents. Les plans tangents coupent 
la sphère suivant des cercles bilangents à la biquadratique et ortho¬ 
gonaux au cercle fondamental situé dans la face, opposée au sommet 
du cône considéré, du tétraèdre conjugué. 

Une biquadratique sphérique, ou une courbe plane circulaire du 
troisième ordre ou bicirculairc du quatrième, peut donc, de quatre 
manières , s'obtenir comme l'enveloppe d’une famille de cercles qui lui 
sont bitangents. Ces cercles demeurent orthogonaux à un cercle fixe. 
Elle est ainsi anallagmatique par rapport à quatre cercles, deux à deux 
orthogonaux . 

Partons d’une biquadratique sphérique et considérons dans le plan 
P l’un des systèmes de cercles bitangents h la courbe inverse. Le cen¬ 
tre oj de l’un de ces cercles y est la trace de la droite joignant le point 
O au pôle gt (par rapport à la sphère) du cercle c, bitangent h la biqua¬ 
dratique, et inverse dey : en effet, tout plan passant par gt détermine 
dans la sphère une section orthogonale à c, et tout plan passant par 
Ogi détermine une section ayant pour inverse une droite de P ortho¬ 
gonale h y, e’csl-îi-dire un diamètre de y. 

Cela posé, le lieu du point gt est la conique polaire réciproque du 
cône enveloppe des plans des cercles c, par rapport à la sphère. Nous 
aurons ainsi quatre coniques, qui sont les quadriques dégénérées 
d’un faisceau tangentiel comprenant la sphère. Leurs perspectives 
faites de O sur le plan P sont quatre nouvelles coniques, lieux des 
centres w des cercles bitangents y (de chaque système). Nous allons 
établir que ces quatre coniques sont homofocales. 

En effet, de meme qu’il y a dans chaque plan quatre points com¬ 
muns à toutes les quadriques d’un faisceau ponctuel, on peut corré¬ 
lativement mener par chaque point quatre plans tangents aux qua¬ 
driques d’un faisceau tangentiel. Considérons notamment le point O, 
pris précédemment pour pôle d’inversion : la sphère initiale fait 
partie du faisceau, donc tout plan tangent à cette surface mené par O 
contient l’une des génératrices du point 0. Donc nos quatre coniques 
sont tangentes à quatre plans qui se coupent deux à deux suivant les 
droites 0 i et Oj. Il en est de même des cônes de sommet 0 ayant ces 
coniques pour directrices. D’où il résulte bien que les coniques du 
plan P, traces de ces cônes, sont homofocales. On verra facilement 
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qu’on obtient des paraboles dans le seul cas où la transformée de la 
biquadratique est une cubique. 

En résumé, appelons dans le plan courbe cyclique l’enveloppe d’un 
cercle K, orthogonal à un cercle fixe C et dont le centre décrit une 
conique P. Cette courbe sera circulaire du troisième ordre, ou bicir¬ 
culaire du quatrième. De plus, on pourra l’engendrer de trois autres 
manières par le processus indiqué, les quatre cercles C, C', C*, (7 
étant deux à deux orthogonaux et les quatre coniques correspondantes 
F, F', F", F'" étant homofocales. 

290. Indiquons sommairement comment ces questions se présen¬ 
tent, lorsqu’on les aborde par le calcul. Soit ( l ) 

x 2 -h y 2 — 2 ot.r — fyfiy -f- = 0 

l'équation du cercle C et soit 

Au 2 4 - A'v 2 4 - A"w 2 4 - 2Brw 4 - 2B'ww 4 - 2 B "uv = 0 

l’équation de la conique T, sous forme tangentielle. On obtient les 

points de contact M et M' du 
cercle K avec son enveloppe 
en abaissant du centre O (a, 
P) de C la perpendiculaire 
sur la tangente à F au centre 
P de K. 

Cela posé, la condition 
pour qu’un point M(.r, y ) 
soit sur la cyclique s’obtien¬ 
dra en évaluant les coor¬ 
données de M' (point d’in¬ 
tersection de OM et.de la 
polaire de M par rapport à 
C) et en écrivant que la per¬ 
pendiculaire au milieu de MM' est une tangente à T. Or on trouve 
pour équation de cette perpendiculaire 

2X(# - a) + ÎY(y - p) - 0* 2 -4- y 2 - *r) = 0, 
d’où l’équation du lieu du point M, 

4A(a? — a) 2 + 4A'(y — p) 2 -f- A'^ 2 4- y 2 — ^ï) 2 
-4B (y — 2/ 2 — ^t) 

— 4B'(æ — a)(.r 2 -4 y 2 — %) 4- 8B"(æ — a )(y — (3) = 0 ; 

(*) J’emprunte la méthode ci-dessous à MM. Aubert et Papetier, Exercices 
de géométrie analytique, tome II, p. 158, 159, 160. Voir aussi les Deçons 
d'agrégation de M. G. Koenigs. 
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ce lieu est bien une quartiqùe bicirculaire si A n est ^ 0, et une 
cubique circulaire si A" est nul, c'est-à-dire si la conique T estime 
parabole. 

Inversement, si nous partons de la cyclique, dont l’équation est 
donnée a priori, en identifiant cette équation avec celle qui vient d'être 
obtenue, nous trouverons a, y, A, A', A", B, B 7 , B". Si la courb 
est du quatrième ordre, on peut choisir les axes de manière à mettre 
son équation sous la forme 

(, x 2 4- y 2 ) 2 4- 4(V 4- 4C 'y 2 4-8Da? 4- 8D 7 ?/ 4- 4E = 0. 


Dans ces conditions, on trouve immédiatement B = B' = B" = 0, 
puis 

v , _ A - A"y _ A 7 — A "y _ — Aa _ ~ A'Ç> __ Aa 2 4- A'f : 2 4- AV . 

C C' D D 7 E 


en prenant A 77 = — 1, il vient 


I) 




A = — (y + C), A' — — (v + C'), a =- 

7-Ht 

1)2 TV2 

—— 7 ; 4 -— 77 , 4 - y 2 — E = 0. 

y 4- C y 4- C 7 

La dernière équation, qui est du 4 e degré, détermine y. Les coni¬ 
ques I’ ont alors des équations tangenlielles de la forme 

(y 4- C) u 2 4 - (y 4- C 7 )r 2 = w 2 ; 


on reconnaît que les quatre coniques provenant des quatre valeurs 
précédentes de y sont homofocales, puisque y prenant des valeurs 
arbitraires, cette équation représente justement toutes les coniques 
homofocales à O 2 4 - C'if 2 = w 2 . 

Dans le cas d’une courbe du troisième ordre, on dirigera les calculs 
de la même façon, après avoir ramené, par changement d’axes, son 
équation à la forme 

Çv 2 4~ ?/“) C*^ a ) 4 ~ 2C«r 4~ 2C/?/ 4 - D = 0. 


291. Cycliques présentant un point double à distance finie. — 

Ces courbes sont des inverses de biquadratiques sphériques présentant 
un point double : le faisceau ponctuel de quadriques correspondant 
à une telle biquadratique ne contient dès lors que deux cônes. Il n’y 
a donc plus ici que deux familles de cercles bitangents. 

On obtient une cyclique à point double en prenant l’inverse d’une 
conique, ce pôle étant dans le plan de la conique. Dans le seul cas où 
le pôle est sur la conique, la courbe inverse est une cubique. Dans 
tous les cas, le pôle est point double de la cyclique et les tangentes en 
ce point sont parallèles aux directions asymptotiques de la conique 
transformée. Citons quelques exemples : 
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L’inverse d’une hyperbole équilatère par rapport A, son centre est 
une courbe qu’on peut représenter en coordonnées polaires par l’équa¬ 
tion p 2 = a 2 cos ( lemniscate de Bernoulli). En prenant le pôle d’in¬ 
version sur l’hyperbole équilatère elle-même, on obtient des cubiques 
avec un point double A tangentes rectangulaires (type strophoide) : 
notamment, si le pôle est au sommet, on obtient une courbe possédant 
un axe de symétrie (strophoide droite). Toute inverse de parabole est 
une cyclique à point de rebroussement : lorsque le pôle est sur la 
parabole, on obtient les cubiques circulaires à point de rebroussement 
(type cissoïde); lorsque le pôle esl au sommet, on retrouve la cissoide 
de IHoc lès. 

Enfin, si l’on prend pour pôle l’un des foyers d’une conique, on 
peut la représenter par l’équation 

o = P 
1 -h e cos co 

Son inverse sera donc de la forme 

p = a -h b cos co (limaçon de Pascal). 

Notamment, l’inverse d’une parabole par rapport à son foyer est une 
cardioïde. 

Pour compléter ces aperçus, notons encore que la podaire d’un 
point 0 par rapport à une conique est également une cyclique à point 
double. Ce problème se ramène d’ailleurs au précédent. En effet, dési¬ 
gnons par P la projection de 0 sur la tangente en M A une conique C 
et considérons sur la droite OP le point O tel que 

OP . OQ = R 2 , 

Q est le pôle de la tangente MP à C par rapport A la circonférence de 
centre 0 et de rayon R. Donc Q décrit la conique F polaire réciproque 
de G par rapport A ce cercle; par suite, P décrit la figure inverse de F, 
le pôle d’inversion étant le point 0 et la puissance R 2 . 

Je laisse au lecteur le soin d’établir la condition pour que la podaire 
■de G soit une cubique (il faut que C soit une parabole) ; de démontrer 
que les tangentes en 0 A la podaire sont les perpendiculaires aux tan¬ 
gentes menées de 0 à la conique G : en particulier, pour que la 
podaire présente en 0 un rebroussement, il faut que 0 soit sur C. 

292. Quelques propriétés des courbes algébriques 
planes. — Soit 

f(x y y, t) = 0 

l’équation homogène d’une courbe d’ordre n. Prenons dans le plan 
de cette courbe deux points M 7 ^ 7 , y 7 , t 1 ) et M"(.t", y ", t"). Pour que 
le point M(æ'-4 ~'kx ir , y' 4- >q/", t f -\-\t") de la droite M'M" soit sur la 
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courbe, il faut cl il suffit que X soit racine de l’équation 
f{x' 4- Xx", y' + \y", l' 4- Xt") = 0, 

laquelle peut encore s’écrire, en l’ordonnant suivant les puissances 
de X, 

(1) X m /’(x", y", t") 4- X— *(x' 4- y 1 ^ 4- 1> 

\ ùx" by" ht; 


La relation 


(-) 


x' ÿ- 4- y' -t- + t' = 0, 
bx" y by" bt" 


en vertu de laquelle la somme des racines de l’équation (1) est nulle, 
exprime une propriété projective de la courbe et du système des deux 
points W et M", et il en est d’ailleurs de même de cliaifue relation 
obtenue en annulant le coefficient d’un terme quelconque de l’équa¬ 
tion (1). 

Pour le prouver, imaginons qu’on effectue une transformation 
Pornographique 

x = a? -f- 6r) 4- c 0, 
y — afi + Vi-q-c/J, 
t — -f- ô 2 yj 4- c 2 0. 

Il viendra 

f(x, y , 0 ü- <p(Ç, t), 0). 

Soit (?', r/, 0') le transformé de ( x ', y', J 7 ), (P, rj", O") celui de (x", y", t”) ; 
alors (Ç'4-aÇ", V 4- Xy/ 7 , 0'4-XO") sera le transformé de 

(x 1 4- X# 7/ , f/ 7 4- X?/", t' -h XO* 

Nous aurons donc 

/(.r 7 4- Xæ' 7 , y' 4 - X?/ 77 , * 7 4 - XO = ç(Ç' 4 - XÇ% y/ 4 - Xrj 77 , O 7 4 - XG' 7 ) 

et [iar suite les coefficients des mêmes puissances de X dans les deux 
membres sont égaux. 

Il s’ensuit bien qu’en transformant par exemple la relation (°2), on 
aura la relation de même forme (on dit aussi : covariante ) 


(2)' 


t/ 

ô $ 77 


'-^4-ï' 

ÔY )' 7 



et le théorème est établi. 

Il est maintenant facile d’interpréter la relation (2). Supposons 
t l = t ,f ~i. Nous aurons, en appelant M t l’un des points d’intersec¬ 
tion de la droite M'M ' et de la courbe /'— 0, X f la valeur correspon¬ 
dante de X, 


M t M 7 4- X, M t M 77 = 0. 
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La relation (2) exprime donc que l’on a 


(3) 


M'M, | _ ( M'M„ _ Q 


ou, compte tenu des relations M'M,- = M'M"H- M"M„ 

O) —- -t- L H-h V .. = ~=- 

M"M, M"M 2 M"M„ M"M' 

On a ainsi, sous les deux formes équivalentes (3) et (4) une extension 
projective de la notion de division harmonique. Toutefois les points de 
hase Y !' et M* cessent ici (pour n "> 2) de jouer un rôle symétrique. 

Si le point M' reste fixe, le point M n décrit, en vertu de (2), une 
courbe de degré n — 1. Au contraire, si M" reste fixe, M' décrira une 
ligne droite (*). 

Supposons en particulier que M" soit rejeté à l’infini dans une direc¬ 
tion donnée A. En appelant encore M 1? ..., M n les points de rencontre 
d'une parallèle à A avec la courbe, le point M' défini par (3) deviendra 
Je centre des moyennes distances des points M t , M 2 , .. Ce point 

décrit donc une droite : c’est le diamètre de Neivton de la direction A. 
En prenant une courbe ayant n asymptotes à distance finie, on mon¬ 
trera aisément que ce diamètre est le meme pour la courbe et pour le 
système de ses asymptotes (Mac-Laurin) 


293. Cubiques gauches. — Nous avons déjà noté (n° 96) que 
toute courbe gauche du troisième ordre est unicursale. Nous avons vu 
en outre qu’on obtient une cubique gauche lorsqu’on cherche l’inter¬ 
section de deux quadriques ayant une génératrice commune (n° 214). 
D’ailleurs, toute cubique gauche peut être obtenue de cette manière : 
en effet, prenons sept points sur une telle courbe. Si nous formons 
l’équation aux t, des points de rencontre d’une quadrique cl de la 
cubique, elle sera du sixième degré. Puisqu’elle a déjà sept racines, 
elle est identiquement satisfaite. Donc la cubique est contenue tout 
entière sur la quadrique. D’autre part, il faut neuf points pour 
déterminer une quadrique. Nous pouvons donc énoncer la proposition 
suivante : 

Il passe par une cubique gauche une infinité de quadriques, dépen¬ 
dant de deux paramètres. 

Ces quadriques déterminent donc un réseau linéaire ponctuel ( 2 ). Si 


0) On pourra se proposer une étude plus détaillée dans le cas des 
cubiques. 

( 2 ) Il importe de noter que nous rencontrons ici un cas singulier de 
réseau, puisqu’en général, les quadriques d’un réseau n’ont en commun que 
des points isolés. 

Bouligant). — Géom. anal. 


29 
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la cubique est réelle, elles seront toutes réglées. Prenons deux d’entre 
elles Q et Q'. Elles se coupent suivant la cubique et une de ses cordes 
(n° 214) qui est une génératrice G commune à ces quadriques. Sur Q 
par exemple, les génératrices du môme système que G rencontrent Q' 
en deux points non silués sur G, donc placés sur la cubique ; les 
génératrices du système différent de G rencontrent Q' en deux points 
dont l’un est sur G, l’autre se trouvant sur la cubique. 

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Etant donnée une cubique gauche tracée sur une quadriquc , les 
génératrices d’un système sont des cordes de cette cubique, tandis que 
celles de l’autre système la coupent en un seul point. 

Parmi les quadriques contenant line cubique gauche, il convient de 
signaler les cônes ayant leur sommet sur la courbe, cette courbe 
jouant également le rôle de directrice. On déduit de cette remarque la 
suivante : 

Six points A t , A 2 , A 3 , A 4 , A-, A 6 déterminent une cubique gauche. 

En effet, cette cubique sera l’intersection (moins la droite A,A fi ) du 
cône de sommet A t et de génératrices A t A a , A t A 3 , AjA 4 , A t A 5 , AjA 6 et 
du cône de sommet A c et de génératrices A 6 A t , A c A 2 ,‘A 6 A 3 , A G A 4 , 
A g A ;; (ces deux cônes étant du second ordre). 

Il s’ensuit que les cubiques gauches dépendent de douze paramètres,. 
car en appelant n le nombre de paramètres inconnus dont elles dépen" 
dent, la figure formée par une cubique gauche sur laquelle on a mar¬ 
qué six points dépend de n -4-6 paramètres : or, on voit directement 
qu’elle dépend de 3x0 paramètres. Donc 

?i-f-()“t8 ou n = 12. 

En appelant x , y, z, t les coordonnées homogènes d’un point, 
toute cubique gauche pourra se représenter par des formules du type 
suivant : 

x — a 3 w 3 -h a 2 u 2 -h apx -h a , 
y —- ô 3 u 3 -4- 6 2 w 2 -t- b pi -f- ô, 
z = c 3 w 3 -4- c 2 u 2 -h cpi -{- c, 
t d 3 w 3 -+- dpi 2 -j- dpi -4— d, 

e’esWi-dirc pourra être obtenue en transformant homographiquement' 
la eu biqne particulière 

x i = a 3 , y { = u 2 , z t === ?/, 

ou, en revenant aux coordonnées non homogènes, la cubi(|ue 

x — z 3 , y — z 2 . 

294. Soient AH et A'B' deux cordes lixes d’une cubique gauche, M 
un point courant de la courbe. On voit immédiatement que la corres - 
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pondance entre les deux plans ABM et A'B'M est homographique. D’où 
une nouvelle génération des cubiques gauches,comme lieu du sommet 
d’un trièdre dont les faces passent par trois droites fixes et se correspon¬ 
dent deux à deux homographiquement. On tire également du théorème 
précédent la notion de rapport anharmonique de quatre points, 
Mj, M 2 , M 3 , M 4 , d’une cubique gauche : quelle que soit la corde A'B', 
on aura toujours 

(A'B'M,, A'B'M 2 , A / B , M 3 , A / B / M 4 ) = (ABM 1 , ABM 2 , ABM 3 , ABM 4 ), 

ce qui montre que le rapport anharmonique des plans contenant 
quatre points de la courbe et une même corde est indépendant de 
cette corde. On pourra donc définir des correspondances homogra- 
phiques et invol ut ives entre deux points de la cubique. Lorsqu’une 
cubique est tracée sur une quadrique, les génératrices jouant le rôle de 
cordes déterminent sur la courbe une correspondance involutive. 
Réciproquement, soient sur une cubique gauche «leux points M et M' 
en correspondance involutivc. Prenons deux couples M n M; et M 2 , 
Mode cette involution. Il existe une quadrique et une seule contenant 
la cubique et les cordes M t Mi et M 2 M 2 . Ses génératrices, cordes de la 
cubique, y déterminent une involution possédant deux couples com¬ 
muns avec l’involution initiale, donc confondue avec elle. D’où ce 
théorème : 

La droite qui joint deux points liés involutivement sur une cubique 
gauche engendre une quadrique . 

295. Signalons encore, sous forme d’exercice, la notion de droites 
conjuguées par rapport à une cubique gauche. Nous proposons donc 
le problème suivant : 

1° On donne une cubique gauche, et on considère les points M t , M 2 , 
M 3 où elle est coupée par un plan parallèle à un plan fixe. Montrer 
que le lieu du point de concours des médianes du triangle M 1 M 2 M 3 
décrit une droite (projeter cylindriquemerit parallèlement à deux 
directions du plan fixe, en s'appuyant sur le théorème du diamètre de 
Newton). 

2° Transformer projeetiveinent le résultat précédent. Dire tout 
d’abord ce que devient le centre de gravité d’un triangle par une 
transformation homographique faisant correspondre à la droite de l’in¬ 
fini une certaine transversale. Montrer que si une transversale tourne 
autour d’un point fixe A, son pôle relatif au triangle décrit la droite 
ayant A pour pôle. Après ces préliminaires, établir le théorème sui¬ 
vant : soient M t , M 2 , M 3 les points où une cubique gauche est coupée 
par un plan variable qui tourne autour d’une droite fixe D; le lieu du 
pôle delà transversale D par rapport au triangle M t M 2 M 3 est une droite 
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A ; établir la réciprocité entre D et A. (On donne à ces droites le nom 
de droites conjuguées par rapport à la cubique.) 

296. Dans certains problèmes, il y aura intérêt à envisager systé¬ 
matiquement rensemblc des cordes d’une cubique gauche. Ces droites 
forment une famille à deux paramètres. Chaque plan contient trois 
de ces droites,* formant un triangle dont les sommets sont les points 
d’intersection du plan et de la cubique. Par chaque point hors de la 
cubique, il passe une de ces droites et une seule, car donner un point 
en même temps que la cubique revient à donner un faisceau linéaire 
ponctuel de quadriques : la seule corde passant par le point est 
alors la génératrice commune à toutes les quadriques d’un tel 
faisceau. 

297. Relations avec la théorie du complexe linéaire. — Soient n 
vecteurs glissants AjBj, A 2 B 2 , ..., A n B*. On appelle moment résultant 
du système de ces vecteurs relativement à un point O un vecteur OG 
d’origine O et dont la grandeur géométrique est donnée par 

OG = OAj A A 1 B 1 4- • • • 4- OA* A A3*. 

En un autre point O', on aurait un nouveau moment résultant 

OG' - O'A, A AjBj H-h O'A* A A„B„ 

= (O O 4- OA0 A A t BH-h (00 4- OA*) A A3* 

— OG 4- 0 0 A (A 1 B 1 4-h A3*). 

On voit par là qu’on connaîtra le moment résultant en tout point!)' 
de IVspace si l’on connaît : 

1° ce moment résultant en un point O ; 

°2° la somme géométrique R~ A { B { 4- ... 4- A3* du système. 

On aura 

O'G' = OG 4- O'O A R- 

Supposons notamment que le point 0' décrive une droite A. La dif¬ 
férence géométrique des moments résultants en deux points M t et M 2 
de cette droite sera le produit vectoriel de M t M 2 par la somme géo¬ 
métrique R, et, à ce litre, sera orthogonal à A : il en résulte que la 
projection du moment résultant aux divers points d’une droite (préa¬ 
lablement orientée) sur cette droite, a une valeur algébrique con¬ 
stante, qu’on appelle moment du système des vecteurs A t Biv., A n B* 
par rapport à cette droite. 

Ces préliminaires posés, nous allons étudier le problème suivant : 

On considère trois axes rectangulaires 0 xyz, et un système de vec¬ 
teurs dont on donne : 

1° les composantes A, B, G suivant ces axes de la somme géomé¬ 
trique ; 
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2° les composantes L, M, N suivant ces axes du moment résultant 
relatif au point O. 

Trouver les axes sur lesquels la projection du moment résultant est 
nulle. 

Considérons un axe A passant par le point O' (.r 0 , y 0 , z 0 ) et de cosi¬ 
nus a, [5, y. Le moment résultant en ()' (soit OG-f-O'O A R) aura 
pour composantes 

L — (l/o^ — M (zqA æ 0 C), N (* 0 B Vo^) 

et sa projection sur l’axe A sera 

La H- M(3 H- Ny -f- A(?/ 0 y — 2 0 p) -f- B(z 0 a — #oï) -|- C(«r 0 [3 y 0 a). 

Dans cette expression, les coefficients de L, M, N, A, B, C sont les 
coordonnées de Plücker de l’axe. La condition demandée pour qu'un 
axe soit de moment nul se traduit donc par une relation linéaire et 
homogène entre les six coordonnées de Plücker de cet axe. Inverse¬ 
ment, en appelant a, p, y, X, a, v les coordonnées de Plücker d’un 
axe A, toute relation linéaire et homogène 

(1) La -f- M;3 -f- Ny -f- AX Bu -f- Cv — 0 

entre ces six quantités exprimera que l’axe en question est de moment 
nul relativement aux systèmes de vecteurs dont la résultante et le 
moment résultant sont respectivement (A, B, C) et (L, M, N). 

Il est d’usage d’appeler complexe de droites toute famille de droites 
à trois paramètres. En établissant une relation homogène entre les 
coordonnées de Plücker d’une droite, on obtiendra donc un complexe. 
Dans le cas où cette relation est obtenue en annulant un polynôme 
homogène et de degré n, on dira qu’on a un complexe d’ordre n . En 
particulier, l’équation générale (1) caractérise tous les complexes li¬ 
néaires, qui forment une famille à cinq paramètres. 

Nous venons de voir que tout complexe linéaire se ramène à un 
système de droites de moment nul. Nous avons d’ailleurs supposé im¬ 
plicitement que le système des n vecteurs envisagés au début n’est 
pas équivalent à un vecteur unique, c’est-à-dire qu’il n’existe pas de 
droite D ayant pour coordonnées plückériennes A, B, C, L, M, N, ou 
encore que LA-j-MB-f-NC n’est, pas nul. Sans quoi, l’équation (4) 
caractériserait l’ensemble des axes A s’appuyant sur une telle 
droite I) (complexe spécial). 

Etant donné un complexe d’ordre n, défini par la relation 

(2) /(*, (i, T, v) = 0, 
le lieu des droites 

x — .Tq _ y — y 0 _ - — z 0 

a [i y 
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appartenant c\ ce complexe et passant au point M 0 (# 0 , y 0 , z 0 ) est un 
cône, appelé cône du complexe (de sommet M 0 ). Pour trouver son équa¬ 
tion, remplaçons dans (2)X, u, v par leurs valeurs 

Vol — s 0 a — x oï> ®oP — 2/o a > 

l'équation (2) deviendra homogène en a, (3, y. L’équation du cône s'ob¬ 
tient alors immédiatement en y remplaçant a, p, y par les quantités 
proportionnelles x — «r 0 , y — y 0 , z — z Q . On obtient ainsi 

f(v — x o, y —y o, s —z 0 , — #o s , ^o?/ — y 0 ®)=°- 

On voit d’après cela que le cône d’un complexe d’ordre n est lui- 
mème un cône d’ordre n. 

Dans le cas particulier du complexe linéaire, ce cône se réduira au 
plan 

» 

(3) L(æ — -f- M(;/ — y (i ) 4- N(z — z 0 ) 

+ A(j/ 0 i — z 0 y) 4- B(zo« — ® 0 =) + C (x 0 y — y 0 *> = 0» 

qui est justement (comme il est évident géométriquement) le plan per¬ 
pendiculaire au moment résultant en O. 

Revenant un instant aux complexes généraux, nous appellerons 
courbe du complexe dans un plan l’enveloppe des droites du complexe 
situées dans ce plan. Cette courbe est de classe n, car les tangentes 
menées à cette courbe d’un point du plan sont les génératrices du 
cône du complexe ayant pour sommet ce point et situées dans ce plan. 
Dans le cas d’un complexe linéaire, la classe de la courbe du complexe 
relative è un plan quelconque est l’unité. Donc toutes les droites d'un 
complexe linéaire situées dans un plan passent par un point fixe (qui, 
dans notre interprétation par les moments, est le point unique où le 
moment résultant est normal au plan). 

Au moyen du complexe linéaire, nous pouvons donc définir une 
correspondance entre un point et un plan, de manière : 

1 ° qu'à chaque point corresponde un plan et un seul; 

w 2 ° qu'à chaque plan corresponde un point et un seul; 

H° que le plan qui correspond à un point contienne ce point. 
Inversement, appelons Ç, r h Ç, 0 les coordonnées homogènes d’un point 
et u y v , Wy r les coordonnées tangentielles du plan qui lui correspond. 
Supposons qu’on passe du point au plan par les formules linéaires 

( u = a^Ç -f~ a<vf j —f- a£ —f~ U 4 O, 
v = —f— bo f \ b^Ç —t— b 4 $, 

w = c t Ç H- c 2 rj 4- c£ H- C4O, 
r = dfi -f- Ù2 Y i d 3 Ç -4- dfl 

et que le point soit contenu dans le plan : 

u’; -f- Dr, - 4 - u’ï -f- rO = 0. 
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Il s’ensuit aisément que dans les équations (4), le tableau des coeffi¬ 
cients des seconds membres est un tableau symétrique gauche (}). En 
revenant aux coordonnées non homogènes, à un point y , s, nous fe¬ 
rons donc correspondre un plan dont les coefficients seront de la 
forme 

f u = L-(yC-zB), 

\ V = M — (zA — x(]), 

K J j w = N — (.rB — y A), 

( r— — hx — My — y z. 

En munissant les x , y, z des seconds membres de l’indice zéro, on 
voit que le plan 

nx h- vy -j- wz -h r = 0 

coïncidera précisément avec le plan (H). D’où un nouveau mode de gé¬ 
nération du complexe linéaire : il consiste à. associer un point et un 
plan de manière que les coordonnées tangcntielles du plan soient des 
formes linéaires des coordonnées homogènes du point et que le plan 
contienne le point. 

En généralisant la terminologie utilisée dans l’étude des quadriques, 
nous appellerons encore plan polaire d’un point le plan associé à ce 
point et nous dirons que ce point est le pôle du plan. De la forme 
des équations (4) ou (4'), il résulte que si un point décrit une droite I), 
son plan polaire tourne autour d’une seconde droite A. On peut le 
voir aussi géométriquement. Soient M i et M 2 deux points de J), dont 
les plans polaires se coupent suivant A : toute droite issue de M t et 
rencontrant A appartient au complexe; de même toute droite issue de 
Mo et rencontrant A. Donc le plan polaire de tout point de la droite A 
est déterminé par les droites joignant ce point à M t et M 2 . Il contient 
donc la droite M 4 M 2 . Sous cette forme apparaît la réciprocité entre D 
et A : on dit que (‘es droites sont conjuguées par rapport au complexe. 

On voit aussi que les droites du complexe rencontrant une droite D 
rencontrent également sa conjuguée A. On obtient ainsi une famille 
de droites ù deux paramètres, ou, comme on dit, une congruence. La 
congruence dont il s’agit ici (formée des droites s’appuyant sur deux 
droites fixes) est telle que par chaque point il passe une droite et une 
seule de cette congruence, et que dans chaque [dan, il y a aussi une 
droite et une seule de la congruence ( 2 ). 


( 1 ) Toute correspondance entre un point et un plan définie par des for¬ 
mules du type (4) constitue une corrélation. Les transformations par po¬ 
laires réciproques sont les corrélations particulières où les seconds membres 
des formules (4) sont les dérivées partielles d’une même forme quadratique. 
Le tableau est alors symétrique par rapport à sa diagonale principale. 

( 2 ) Si l’on considère la congruence des cordes d’une cubique gauche, il 
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Ainsi que nous l’avons vu, les complexes linéaires dépendent de 
cinq paramètres. En imposant à un complexe linéaire d’admettre 
pour un plan donné un pôle donné, on le soumet à deux conditions 
d’égalité. En donnant les pôles de deux plans, les coefficients de 
l’équation du complexe seront déterminés à un paramètre près, figu¬ 
rant au premier degré. On aura ainsi le faisceau de complexes 

(L 0 4- pLi)a 4- (M 0 4- pM,)p -f- (N 0 pNj)y 

4- (X 0 4- pX 4 )X -f- (Y 0 H- pY 4 );j. 4- (Z 0 4- pZ 4 )v. 

Tous ces complexes ont en commun une congruence, formée des 
droites communes aux deux complexes 

L 0 a 4~ • * • 4~ Z 0 v = 0, L*a 4—• • • * *4— ZjV = 0. 

Cette congruence sera formée des droites s’appuyant sur les deux sui¬ 
vantes : 

1° celle qui joint les deux pôles donnés ; 

2° celle qui forme l’intersection des deux plans associés. 

On obtiendra analytiquement les coordonnées de Plücker de ces 
deux droites en déterminant p par la condition 

(ko 4- pk 1 )(X 0 4“" pX 1 )4-(M 0 4-pM 1 )(Yo4-*pY 1 )4-(N o 4-pN 1 )(Z o 4-pZ 1 ) = 0. 

Pour achever la détermination du complexe, on donnera une droite 
quelconque en faisant partie. Je laisse au lecteur le soin de résoudre 
ce problème : 

Connaissant une droite d'un complexe linéaire et les pôles de deux 
plans ne contenant pas cette droite, trouver le plan polaire d'un point 
quelconque de l'espace. 

Observons, pour clore ces préliminaires, qu’il est établi, par les 
considérations des deux dernières pages, que la notion de complexe 
linéaire appartient à la géométrie projective (ce qui n'était pas évident 
lorsqu’on se plaçait au point de vue des vecteurs glissants). On mon¬ 
trerait d’ailleurs aisément qu’en transformant un complexe linéaire 
par polaires réciproques^), on obtient un nouveau complexe linéaire. 

298. Soit une courbe algébrique gauche. Supposons que ses tan¬ 
gentes appartiennent au complexe linéaire défini par l'équation 

La -f- M [i 4- N y 4- AX -f- B;j. 4- Cv — 0. 

La tangente au point ( x , y , z ) porte le vecteur de composantes 

( J± dont le moment par rapport à l’origine a pour com- 
du du du 

passe par un point une droite et une seule de la congruence, mais dans 
chaque plan, il y a trois droites de la famille. 

( ! ) Ou, plus généralement, par une corrélation. 
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posantes 


. dz „ dy 
t — z -r> 


. dx 


dz 

du 


. dy _ 


■!/■ 


, d.X 


dw ~ dw' dw du du du 

Donc, noire hypothèse sur la courbe se traduit par l’identité 


A( V 


^ dz 
du 


dy 

du 


-+-B (z^- 
du 


, dz 
du 


M '£-» 

, t dx t 


dx 

du 

M 


d?/ 


dw dw 

En différenliant, nous obtenons identiquement 


N — = 0. 
du 


A ( 2/ 


d^ 

du 2 


d 2 v 
s —- 
du* 


M - S -* 


d 2 z \ 

dw 2 / 


c/.Æ- v ^V 

\ dw 2 y G^ 2 / 

+ L --- + M ^ + N ~ : 
du 1 du 2 du 2 


: 0 . 


De ces deux relations, la première exprime (nécessairement) que le 

vecteur —, mené du point (x, y , 2 ) est contenu dans le plan 

du du du 

polaire du complexe relatif ù ce point. Donc la seconde exprime la 

meme propriété pour le vecteur ^ D’où ce résultat : 

du 2 du 2 du 2 

Sz /es tangentes à une courbe appartiennent à un complexe linéaire , 
/a plan osculateur en chaque point se confond avec le plan polaire du 
complexe relatif à ce point. 


299 Revenant maintenant aux cubiques gauches, nous allons éta¬ 
blir le théorème suivant : 

Étant donnée une cubique gauche, il existe un complexe linéaire con¬ 
tenant toutes ses tangentes. 

En effet, appelons X, Y, Z, T les coordonnées homogènes d’un point 
de la courbe : ce seront des polynômes du troisième degré en u . 
Nous aurons 

te~.ii .... 

|,(X) -m=m, .... 

or les six quantités 




Y dZ __ 7 dT 
du du 


sont du quatrième degré en u. Donc, en portant ces valeurs des coor¬ 
données de Plücker d’une tangente dans le premier membre de l’équa- 
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tion d’un complexe linéaire à coefficients indéterminés, on aura un 
polynôme du quatrième degré en u. Son annulation identique donne 
cinq équations homogènes, qui définissent des valeurs proportion¬ 
nelles aux coefficients de l’équation. (C. Q. F. D.) 

300. On peut rattacher à la considération des plans oscillateurs 
d’une cubique gauche un mode de génération du complexe linéaire, 
découvert par M. Paul Appell. 

Cherchons les plans oscillateurs menés par un 'point A h une 
cubique gauche. Un exemple traité au n° 62 montre immédiatement 
que le problème admet trois solutions, et le résultat est général, en 
raison de la possibilité de transformer homographiquement toutes les 
cubiques gauches en l’une d’elles. Ce résultat s’explique aisément : 
les plans tangents à la cubique menés par le point A enveloppent un 
cône F du troisième ordre, ayant pour sommet le point A et pour 
directrice la cubique. L’un de ces plans tangents a en commun avec 
la cubique son point de contact M et un autre point P. Entre ces 
points, sur la cubique, existe une correspondance (2, 1) (qu’on pourra 
ramener à une correspondance (2, 1) entre plans déterminés par l’un 
des points M et P et une corde fixe BC de la cubique). Il s’ensuit que 
cette correspondance admet trois éléments doubles, qui fournissent 
justement les trois plans oscillateurs menés de A. Considérons une 
section plane du cône F : c’est une cubique unicursale, dont les 
trois points d’inflexion alignés sont sur les droites joignant le point A 
aux points de contact des plans oscillateurs menés de ce point. 11 
s’ensuit que le point A et ces trois points de contact sont dans un 
même plan. 

D’où un mode de génération du complexe linéaire, dû à M. Appelle 1 ). 

On prend une cubique gauche, et on fait correspondre à chaque 
point M de l'espace le plan contenant , en même temps que M, les con- 
tacts des plans oscillateurs menés de Md cette courbe : ce plan est le 
plan polaire du point M à cette courbe. 

301. Les doux classes de (juarticjiics gauches. — Soit 
une courbe algébrique du quatrième ordre. Une quadrique contenant 
neuf points de cette courbe la contient tout entière. 11 y a alors deux 
éventualités possibles : 

1 ° 11 passe par la courbe une infinité de quadriques, formant un 
faisceau ponctuel; la courbe est donc une biquadratique gauche. 


(*) Annales de l'Ecole Normale, 1876. 

Pour un autre mode de génération, voir un article de M 1,e Grumeau, Bull. 
<le la Soc. Malh. de France, année 1923, t. 50, p. 239. 
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2° Il ne passe par la courbe, qu’une seule quadrique : la courbe est 
dite alors monoquadratique . 

Le premier de ces cas ayant été suffisamment approfondi, nous 
allons porter notre attention sur le second. Toutefois, il nous sera 
commode de développer, relativement aux lignes tracées sur une qua- 
drique, quelques remarques préliminaires. 

Soit G une courbe algébrique gauche d’ordre n tracée sur une qua¬ 
driquc. Prenons sur cette surface un point de vue quelconque 0 et 
adoptons à notre guise un plan du tableau II. Soit M un point de la 
quadrique. Faisons-lui correspondre la trace P de la droite OM sur le 
plan IL Nous aurons entre le point M et le point P une correspon¬ 
dance biunivoque, et dans laquelle les coordonnées de chacun des 
deux points M et P peuvent s’évaluer rationnellement en fonction de 
celles de Pautre. Supposons que 0 ne soit pas sur C. 

A la courbe C de la quadrique va correspondre ainsi une courbe D 
de meme degré du plan II. Menons les deux génératrices rectilignes 
OA, OB qui déterminent le plan tangent en O à la quadrique, et 
soient A, B leurs traces sur le plan II. L’image d’une génératrice du 
même système que OB sera dans le plan II une droite issue de A; et 
l’image d’une génératrice du système contenant OA sera une droite 
issue de B. Supposons que OA rencontre C en a points et que OB la 
rencontre en [i points, a-j-p sera égal à l’ordre n de la courbe G. 11 
est clair que la courbe D admettra le point A ta l’ordre de multipli¬ 
cité a, et le point B à l’ordre de multiplicité p. Une drofte arbitraire 
issue de A coupe donc 1) en (3 points distincts de A, ce qui revient à 
dire que les génératrices de la quadrique du même système que OB 
coupent C en un nombre Invariable [i de points. Pareillement, les 
génératrices de même système que OA la couperont en a points. 

Cela posé, prenons pour C une biquadratique. Nous aurons a = 2, 
p = 2, car les points d’intersection d’une génératrice du système OA 
ou du système OB avec C sont aussi les points où la génératrice en 
question perce une seconde quadrique. 

Je dis que la réciproque est vraie : une quartique tracée sur une 
quadrique Q et rencontrant en deux points chaque génératrice est une 
biquadratique. 

En effet, à une telle courbe C correspondra dans le plan II, par la 
transformation précédente, une courbe I) de même degré, admettant 
A et R comme points doubles. Par suite, le point P du plan II décri¬ 
vant la courbe I), les deux droites AP et BP seront liées par une 
correspondance (2, 2). Donc les courbes D qu’on obtient de cette 
manière dans le plan II dépendent de huit paramètres, et, à ce titre, 
s’identifient avec les projections coniques faites de O des biquadra- 
liques de Q (car le degré d’indétermination des biquadratiques 
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d’une quadrique est le même que celui d’un faisceau ponctuel, c’est- 
à-dire 8) (*). 

302. Considérons maintenant une quartique monoquadratique. 
D’après le théorème précédent, a et fi, dont la somme est égale à 4, 
ne peuvent être égaux à 2. Donc l’un de ces entiers est nécessairement 
égal à 1 et l’autre à 3. 

D’après Cela, envisageons le cône ayant pour sommet un point A de 
la monoquadratique. Soient AG, AH les deux génératrices issues de A 
sur la quadrique, soit AG celle qui coupe la quartique en trois points. 
Le cône ayant pour sommet A et pour directrice cette courbe admettra 
AG comme génératrice double. Par ce procédé, une monoquadratique 
se trouve définie comme intersection incomplète d’une quadrique et 
d’un cône du troisième degré. 

Mais le fait le plus important est l’existence, pour une telle courbe, 
d’une famille à un paramètre de sécantes triples (lesquelles engen¬ 
drent la quadrique passant par la courbe). Le faisceau des plans pas¬ 
sant par l’une de ces sécantes ne coupe la courbe qu’en un seul point 
variable. 11 s’ensuit que toute monoquadratique est unicursale. On 
pourrait d’ailleurs l’engendrer aussi par une correspondance (3, 1) 
entre deux rayons variables issus chacun d'un point fixe dans le plan II. 

303, Surfaces du troisième ordre. — Les indications que 
nous allons donner sur les surfaces des ordres trois et quatre ont 
simplement pour but d’attirer l’attention sur quelques cas particu¬ 
lièrement saillants. Elles ne visent nullement à constituer une théorie 
systématique de ces surfaces. 

Nous nous baserons, pour classer les surfaces du troisième ordre, 
sur l’absence ou sur la présence de points singuliers ou de lignes 
singulières. 

On peut faire immédiatement les remarques suivantes : 

Une surface cubique ayant un point d’ordre trois est un cône ayant 
pour sommet ce point. 

Une surface cubique dépourvue de ligne singulière peut admettre 
jusqu’à quatre points doubles isolés. Tout d’abord, il est manifeste 
qu’il ne peut exister plus de trois points doubles dans un même plan, 
de plus, ces points ne peuvent être alignés : en effet, soit une surface 

0) Da ce raisonnement, en utilisant un théorème précédemment établi 
(n° 284), on déduira aisément cette proposition : le rapport anbarmonique 
des quatre plans tangents menés par une génératrice d’une quadrique à 
une biquadratique tracée sur cette .quadrique a une valeur constante, la 
même pour les deux systèmes de génératrices. D’où résulte la constance 
du rapport anbarmonique des quatre plans tangents riienés à une biquadra¬ 
tique par une de ses cordes. 
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cubique admettant deux points doubles isolés A et B; la droite qui les 
joint lui appartient tout entière et les sections de la surface dont les 
plans contiennent AB sont des coniques passant par A et B, elles ne 
peuvent donc rencontrer AB ailleurs qu’en A et B qui, seuls, sont 
points doubles sur AB. 

Cela posé, envisageons une surface cubique ayant pour points dou¬ 
bles les sommets A, B, C d’un triangle. Nous pouvons toujours (en 
transformant homographiquetaent) nous ramener au cas où A, B, C 
sont les points à l’infini des axes. L’équation de la surface prend alors 
la forme 

xyz 4 - ayz 4 - a'zx 4 - a ,f xy 4 - bæ 4 - b'y 4 - b r 'z 4 - c = 0 . 

Il est clair que les coefficients pourront être déterminés de manière 
qu’un nouveau point arbitraire, par exemple l’origine, devienne point 
double. Il faut et il suffit pour cela que l’on ait b = 6 ' — b" = c = 0. 
On ne peut aller au delà. Quoi qu’il en soit, on voit qu'il existe des 
surfaces du troisième ordre (dépendant de trois paramètres) contenant 
les arêtes d'un tétraèdre et ayant ses quatre sommets pour points, 
doubles. 

Lorsqu’une surface cubique possède une ligne singulière, cette 
ligne est algébrique et ne peut être coupée par un plan qu’en un seul 
point, car une surface cubique indécomposée admet en général pour 
section des courbes du troisième ordre indécomposées et n’ayant fi ce 
titre qu’un point singulier au plus. Donc une ligne singulière d’une 
surface cubique est nécessairement une droite. 

Une développable algébrique engendrée par les tangentes h une 
courbe gauche algébrique admet cette courbe comme ligne singulière. 
De ce qui précède, on conclut que les seules surfaces développables du 
troisième ordre sont des cônes. 

304. Considérons maintenant une surface cubique admettant une 
droite double 1) (l’hypothèse d’une droite triple mènerait à la décom¬ 
position en trois plans passant par une droite). Toute section de la 
surface par un plan passant par 1) comprendra deux fois la droite D 
et une fois une autre droite A, qui variera en même temps que le 
plan P. Une telle surface sera donc réglée. Désignons par A 4 , A 2 , A 3 , 
A 4 quatre positions de A : la droite D rencontre à la fois A t , A 2 , A 3 , 
A 4 , mais il existe une autre droite D' possédant la même propriété ; 
comme elle a quatre points communs avec notre surface, elle y est 
tout entière contenue. D’ailleurs chacun de ses points est simple. 
Soient M et M'les points où une génératrice variable A rencontre D et 
D'. La correspondance entre ces points est algébrique. De plus, à cha¬ 
que position de M' sur D' correspond une seule position de M sur D, 
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puisque le plan (I), M') coupe la surface suivant une seule droite dis¬ 
tincte de D; par contre, à une position de M sur D correspondent deux 
positions de M' sur D', car le plan (IV, M) coupe la surface suivant un 
couple de génératrices distinctes de IV. Les deux points M et M' sont 
donc liés par une correspondance (2, 1). 

Réciproquement, toute surface réglée non développable du troisième 
ordre peut être engendrée de la manière précédente . En effet, supposons 
que le lieu de la famille continue de droites 

x — a(X)z -h (pX), y — b(X)z -+- q(X) 

soit une surface cubique. Les fonctions a, b, p, q du paramètre X 
seront algébriques et, par suite, on pourra toujours délimiter un inter¬ 
valle de variation de X où elles soient continues ainsi que leurs 
dérivées. La théorie générale des surfaces réglées sera donc applicable 
dans cet intervalle. Soit Gx une génératrice provenant d’une valeur 
de l’intervalle. Un plan passant par Gx coupe la surface suivant une 
conique ayant en commun avec Gx deux points, dont l’un est néces¬ 
sairement le point de contact de ce plan ; l’autre ne peut donc provenir 
que de la présence sur la surface d’n ne ligne double, qui, nous le 
savons, sera nécessairement une droite. Nous sommes ainsi ramenés 
à l’étude qui précède et la proposition énoncée est établie. 

En résumé, toute surface réglée du troisième ordre est le lieu d’une 
droite joignant deux points en correspondance (2, i) sur deux droites 
fixes I) et D'. Par une transformation hoinographique rejetant D' ù 
l’infini, on peut se ramener à l’étude d’un conoide. 

Gomme exemple de surface réglée du troisième ordre, importante 
dans divers problèmes de géométrie métrique, citons le conoide de 
Plücker 

_ a x 2 — y 2 

x 2 -t- y 2 

On pourra établir, à titre d’exercice, que la projection orthogonale 
d’un point de l’espace sur les génératrices est une courbe plane. On 
démontre que le conoide de Plücker est la seule surface réglée non 
cylindrique possédant ce caractère. 

Pour l’étude détaillée de ses propriétés géométriques, nous renverrons 
à l’ouvrage cité de M. Ch. Michel, chap. xvn. 

305. Occupons-nous maintenant des surfaces cubiques ayant un 
nombre fini de génératrices rectilignes. On prévoit que la présence 
éventuelle de points singuliers isolés ou de plans tangents à la surface 
tout le long d’une droite exercera une influence sur ce nombre. Il est 
facile de le vérifier sur des exemples. 
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Considérons d’abord la surface de révolution 
z(x 2 -h y 2 ) = a 3 J 3 . 

A ce titre, les seules génératrices rectilignes qu’elle puisse admettre 
sont dans le plan de l’infini (car en tournant autour de O z une droite 
à distance finie engendrerait une quadrique). On trouve ainsi trois 
droites 

C — 0, ( x — iy— 0, ( s = 0, 

( 1 — 0; ( t = 0; ( t = 0, 

le long de chacune desquelles la surface admet partout le meme plan 
tangent, qui coupe d’ailleurs la surface suivant trois droites confondues 
avec celle génératrice. Le point à l’infini de la surface sur Oz est un 
point singulier, ainsi que les points à l’infini sur les droites 
x — iy = z = 0 et x -f- iy — z = 0. La présence simultanée de trois 
points singuliers est aggravée par la nature de ces points où le cône 
des tangentes se décompose en deux plans, chacun de ces plans se 
trouvant précisément en contact du second ordre, avec la surface, tou 
le long d’une droite. 

On trouverait des résultats tout à fait pareils en cherchant les géné¬ 
ratrices de la surface 

xyz = a 3 f 3 , 

ou, plus généralement, de la surface 

XYZ = T 3 , 

X, Y, Z, T étant les premiers membres des équations de quatre plans 
formant un tétraèdre. 

Considérons encore la surface inverse d’un cône du second degré par 
rapport à l’un de ses points O, distinct du sommet S, avec; la puis¬ 
sance d'inversion OS 2 : c’est une surface cubique ayant O et S pour 
points doubles ; la droite OS est une première génératrice le long de 
laquelle le plan tangent coïncide partout avec le plan tangent au cône 
(circonstance dont nous avons déjà noté le caractère singulier); les 
autres génératrices sont les inverses des sections circulaires, réelles 
ou imaginaires, du cône, dont les plans passent par O. Nous 
trouvons donc ici trois génératrices rectilignes réelles et quatre ima¬ 
ginaires. 

Soit maintenant la surface 

xyz -h ayz -h a'zx -h a"xy -\-bx- f- b'y H- b"z -h c = 0, 

qui a pour points doubles les points à l’infini des axes. Elle a donc 
trois génératrices dans le plan de l’infini. Toute autre génératrice sera 
parallèle à l’un des plans de coordonnées, car en cherchant les géné- 
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ratrices non parallèles au plan xOy sous la forme 
x = az 4- X, y = pz -h g, 

on trouve qu’un au moins des coefficients <x, p doit être nul. Cher¬ 
chons notamment les génératrices parallèles au plan yOz : nous devrons 
annuler le discriminant A(æ) de la conique section par un plan 
x = const., d’où l’équation du troisième degré 

0 x -h a a"x 4 - b' 

+ 0 a'x-hb" =0, 

a u x-\-b' a'x-\-b " ^(bx 4- c) 

ou (,r 4 - a) [(a'.r 4 - b 1 ') (a ff x 4 - 6 ') — (x 4 - a) (bx 4 - c)J = 0 . 

La solution ,r4-a = 0 ne nous donne ù distance finie qu’une seule 
génératrice rectiligne, mais chacune des deux autres racines donne un 
système de deux droites parallèles au plan yOz. Nous trouvons donc 
ici quinze génératrices à distance finie, en surplus des trois généra¬ 
trices à l’infini dans les plans de coordonnées. 

Dans le cas où l’on a 6 = 6' = 6" = c = 0, l’équation précédente se 
réduit à 

x\x 4 - a) = 0, 

et on obtient, en dehors des six arêtes du tétraèdre contenues sur la 
surface cubique, trois autres génératrices 

( 4- a ~ 0 , C y 4 -a ; — 0 , i 24-^ = 0 , 

( a'z 4 - a ff î/ = 0 ; ( fl 2 + a ff ,r = 0 ; ( ay 4 - a’x = 0 

(le tétraèdre dont il s’agit ayant ici trois sommets rejetés h l’infini). 

Ces exemples montrent clairement l’influence des points singuliers 
ou de plans touchant la surface tout le long d’une droite. 

306. Passons au cas général et supposons qu’on ait obtenu une pre¬ 
mière génératrice rectiligne. En exprimant la décomposition de la 
conique obtenue en coupant la surface par un plan contenant cette 
droite, on pourra obtenir un triangle de génératrices rectilignes. Sup¬ 
posons cela réalisé, et, par une transformation homographique, 
ramenons-nous au cas où les côtés de ce triangle sont définis par les 
équations 

x~t~ 0, y = t— 0, z-=t = 0. 

En revenant aux coordonnées non homogènes, l’équation de la surface 
prendra la forme 

ix’î/ 2 ' 4 - A.r 2 4- A f y 2 4- A"s 3 4 - 2B yz 

4 - ÎB'zx 4 - 2B n xy 4- 2Cæ + 2C ’y 4- 2C "z 4 - D = 0. 

On verra comme précédemment que toute génératrice à distance 
finie est parallèle à l’un des plans de coordonnées. Pour trouver, par 
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exemple, les génératrices parallèles au plan yOz , nous serons conduits 
à écrire 

A' B -f- x C' -h B".r 

A(#)= B + x A" C"H-B'# =0; 

G'H-B^ G'-hWx Aæ 2 .4- 2C/r -f- D 

cette équation est du quatrième degré. Il y a donc huit génératrices 
à distance finie parallèles à chacun des plans de coordonnées, ce qui 
fait en tout, à dislance finie ou à l’infini, vingt-sept génératrices recti¬ 
lignes, réelles ou imaginaires. 

Considérons par exemple la surface 

x* -4- y* 4- z 3 = 1. 

On peut écrire son équation sous la forme 

(v -f- y) (x -f -a>y) x-h o> 2 y) = (1 — z) 1 — u,z) (1 — to 2 z), 

en désignant par w une racine cubique imaginaire de l'imité. On 
trouve ainsi immédiatement neuf génératrices rectilignes 

( #-hy = 0, C x-hy = 0, ( tf-t-yrrrO, 

( \ — 2 = 0; ( 1 — cdz = 0 ; l 1 — cd 2 z = 0 ; 

( x -|- o>y = 0, ^ x -f- wy = 0, ( x -f- o>y = 0, 

( 1 — z = 0; ^ 1 — coz = 0 ; ( 1 — co 2 z = 0 ; 

( x -f- w 2 y = 0, ( x -f- o> 2 y = 0, ( X -h w 2 y = 0, 

( \ — 2 = 0; ( 1 — (o2 = 0 ; ( 1 — (O 2 2 = 0. 

En permutant circulairement x, y, z on trouve alors deux autres 
ensembles de neuf génératrices rectilignes. Cette surface compte donc 
bien vingt-sept génératrices. 

D’une manière générale, lorsque l’équation de la surface sera donnée 
sous la forme 

XYZ = UVW, 

où les grandes lettres désignent des formes linéaires en x, y, z, t, on 
aura immédiatement neuf génératrices, ce qui facilitera les calculs 
précédents. A titre d’application, on pourra chercher les génératrices 
à distance finie ds la surface 

xyz = (ax H- by cz -f- d) ( a'x -f- b'y -f- c'z -f- d '), 

au nombre desquelles sont les six droites 

(1) x = 0, by cz -f- d = 0 ; 

(2) , x = 0, b'y -+- c'z -t- d' = 0 ; 

(3) y = 0, cz -f- ax -f- d = 0 ; 

(4) y = 0, c'z -f- a'# -f- d' = 0 ; 

(3) z = 0, ax-hby-hd — Q; 

(0) # z = 0, a'x -f 6'y 4- d' = 0. 

Bouugand. Géom. anal. 


30 
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On connaîtra donc une racine de chacune des équations telles que 
A(#) = 0. 

307. Relativement à la détermination d'une surface générale du troi¬ 
sième degré, nous nous bornerons aux indications suivantes : 

Une telle surface dépend de dix-neuf paramètres. Considérons deux 
trièdres T et T 7 situés lun par rapport à l’autre d’une manière quel¬ 
conque. On démontre aisément qu’en assujettissant une surface du 
troisième degré à contenir les neuf droites communes à ces deux 
trièdres, on lui impose dix-huit conditions. Les surfaces remplissant 
la condition indiquée forment donc un faisceau linéaire ponctuel, dont 
deux surfaces quelconques se coupent suivant nos neuf droites. 

Soient 

X = 0, Y = 0, Z= 0 

les équations des faces du trièdre T ; 

X'=0, Y' = (), Z' = 0 

les équations des faces du trièdre T'. L’équation générale des surfaces 
du troisième ordre passant par les neuf droiles en question sera 

XYZ = XXYZ'. 

On voit d’après cela que, pour déterminer géométriquement une 
surface du troisième degré, il suffit rie donner neuf droites de la sur¬ 
face, constituant l’intersection de deux trièdres, et un point. 

On peut encore dire : la donnée simultanée de deux trièdres repré¬ 
sente dix-huit conditions; les transformations homographiques 
dépendent de quinze paramètres: un système de deux trièdres a 
donc trois invariants projectifs, une surface cubique en a quatre, etc. 

308. Toute surface du troisième ordre est unicursalc. 

Soit une surface du troisième ordre : si elle admet un point double, 
il suffit, pour en obtenir une représentation rationnelle, de la couper 
par une droite passant par ce point double. 

Si elle n’admet aucun point double, on prendra sur la surface deux 
génératrices non situées dans un même plan. Par chaque point M de 
la surface, on peut alors mener upc droite et une seule s’appuyant 
sur ces deux génératrices. D’où une représent ion rationnelle de la 
surface. 

Prenons comme exemple la surface 

x* -4- y 3 -+- z 3 = 1 

et les deux génératrices 

C Æ-f-<ot/~0, ( x -h w 2 y = 0, 

( 1 — toz = 0 ; ( 1 — w 2 z = 0. 
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Un point de la première a des coordonnées (— i»u, u, to s ), un point 
de la seconde (— ^v, v, io). Les coordonnées x, y, z d’un point se 
calculeront en adjoignant A l’équation de la surface les équations de 
la droite joignant les deux points précédents. En posant 

U = a -f- (5t o 2 , v = a -f- fitüj 

a, |3 désignant des valeurs réelles, notre droite joindra les deux points 
conjugués (— P — aïo, a -h pto 2 , w«) et (- p — ouo*, a 4- pw, ai), dont le 

milieu est le point ( p -| —, a-1-,-et dont les paramètres 

directeurs peuvent être pris égaux A a, p, 1, etc... 

309. Surfaces <lu quatrième ordre. — Afin de ne pas dépasser 
le cadre que nous nous sommes tracé, nous donnerons seulement des 
exemples de surfaces du quatrième ordre en adoptant le fil directeur 
suivant : nous nous attacherons de préférence à l’étude des surfaces 
présentant des lignes singulières. Nous obtiendrons ainsi une classe 
déjà fort étendue comprenant notamment les surfaces réglées du qua¬ 
trième ordre, les cyclidcs et les inverses des quadriques. 

En raisonnant comme dans le cas des surfaces du troisième ordre, 
on trouve immédiatement le résultat suivant : 

La somme des ordres des lignes singulières situées sur une surface du 
quatrième degré ne petit dépasser trois. 

D autre part, la méthode employée à lu recherche des surfaces réglées 
du troisième ordre s’applique à la recherche des surfaces réglées nu 
quatrième : un plan passant par une génératrice détermine en outre 
dons la surface une cubique coupant celle génératrice en trois points : 
deux de ces points seront singuliers sur la surface, le troisième jouant 
le rôle de point de contact du plan avec la surface. Donc toute surface 
réglée du quatrième ordre admet un système de lignes singulières, 
d ordre total 3, sur lequel chaque génératrice s’appuie en deux 
points. On a alors divers cas possibles : ou bien, la ligne singulière est 
une cubique gauche , auquel cas la surface est engendrée par des 
coides de la cubique, ou bien la surface admet une droite triple ; ou 
encore elle est engendrée par des droites s’appuyant sur deux droites 
doubles fixes; on peut avoir aussi deux droites doubles confondues; 
enfin, nous rencontrerons des surfaces engendrées par une droite 
s’appuyant sur une droite double et une conique double. 

310. Surfaces quartiques engendrées par les cordes d’une cubique 
gauche. — Toute surface quartique admettant une cubique gauche 
comme ligne double est nécessairement réglée, puisque la corde 
unique de la cubique passant par un point de la surface a cinq points 
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en commun avec celle-ci. On peut toujours, par une transformation 
homographique, se ramener au cas où la cubique singulière est 

y = x 2 , z = æ 3 . 

Toute génératrice est alors une droite joignant deux points ti, w 2 , u* 
et v y v 2 , t' 3 ; elle sera donc représentée par des équations de la forme 


2* _ („ 4-1') = 2 y- .(« 8 -±üS == "h «») ; 

u -+- v u 2 -f- uv H- t l2 

en posant îf + v = «, uv = p, 

on peut également écrire ces droites sous la forme 

(d) X = 1L±Ï = «JL=J, 

v ' <x [i 

d’où l'on tire les valeurs dé a et p caractérisant la corde passant au 
point ( x , y, z) 

« = ——H,) P: 


y 


. xz — y 2 
V — æ 2 * 


Toute surface lieu de cordes de la cubique sera déterminée par une 
équation de condition f( a, fi) =0. 

Si f est de degré m par rapport à l’ensemble des variables a, (3, on aura 
une surface de degré 2m. En particulier, nous aurons les surfaces les 
plus générales du quatrième degré de l’espèce considérée, en suppo¬ 
sant que le point (a, fi) décrive dans son plan une conique 

Aa 2 4- 2Bafi +■ Cfi 2 +■ 2Da -h 2EJ3 F = 0. (*) 


L’équation générale des surfaces quartiques engendrées par les 
cordes de la cubique y = .z 2 , z=x* (cubique qui détermine le réseau 
comprenant les trois quadriques 

y —■ x 2 — 0, z — xy = 0, xz — y 2 — 0) 

est donc 

A (z — xy ) 2 ■+• 2B(z — æyX^* — 2/ 2 ) ■+• — y 2 ) 2 

-h 2D(z — — # 2 ) -4- 2E(#z — y 2 )(y — # 2 ) -h F(y — a? 2 ) 2 = 0. 

D'une manière générale, en appelant P = 0, Q = 0, R = 0 trois des 
quadriques du réseau déterminé par une cubique gauche, l’équation 
homogène et du second degré /*(P, Q, R) = 0 sera celle des surfaces 
quartiques réglées engendrées par les cordes de la cubique. 

Notamment, en joignant deux points en correspondance homogra¬ 
phique sur la cubique, on obtiendra une classe particulière des 
surfaces précédentes. Si l’homographie se réduit à une involution, 

(*) Cette équation de condition entre a et p équivaut à une relation linéaire 
et homogène entre les coordonnées de Plücker de (d). D'où un mode de 
génération de nos surfaces comme lieu de cordes d'une cubique gauche appar¬ 
tenant à un complexe linéaire donné . 
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il y a dégénérescence et on obtient une quadrique passant par la 
cubique gauche. 

Enfin, une homographie peut être symétrique sans être une involu- 
tion : elle se réduit alors à la relation identique u = v. Dans ce .cas, on 
obtienne lieu des tangentes à la cubique gauche. Reprenons le cas de 
la courbe y = x 2 , z = x 3 . Le lieu de ses tangentes correspond dans le 
plan a, [5 à la conique 

a 2 — = 

c’est donc la surface 

(z — xy ) 2 — A(xz — y 2 )(y — x 2 ) = 0. 

D’où ce théorème : 

II existe, en dehors des cônes, une seule famille de développables du 
quatrième ordre, engendrées par les tangentes à une cubique gauche . 

311. Surfaces quartiques réglées présentant deux droites doubles. 

— Soient deux droites' fixes D et D', non situées dans un même 
plan. Si une surface du quatrième ordre les admet pour droites 
doubles, elle est nécessairement réglée, car la droite menée par 
un point de cette surface et s’appuyant sur D et D' a déjà cinq 
points communs avec la surface. Appelons A une génératrice variable 
qui rencontre D en M et D' en M'. A chaque position du point M sur 
D correspondront deux positions du point M' sur D' et inversement. 
Donc la correspondance entre M et M' est de l’espèce (2, 2). D’où un 
mode de génération de ces surfaces. Soient X, jjl les paramètres qui 
déterminent les positions de M sur D et de M' sur D'. Si la relation 
/•(X, jjl) = 0 entre ces paramètres représente une courbe . admettant 
dans le plan X, ja un point double à distance linie, la surface admettra 
une troisième génératrice double s’appuyant sur D et D'. 

Signalons sans insister l’existence de surfaces ayant deux directrices 
doubles D et D' confondues (*). 

312. Surfaces quartiques admettant une droite triple. — Une 

surface quartique admettant une droite triple est de ce faitTéglée, car 
tout plan passant par la droite triple la coupe suivant une autre 
droite. On peut toujours, en transformant homographiquement, se 
ramener au cas où la droite triple est la droite à l’infini du plan des 
xy . La surface sera ainsi le lieu d’une droite 

xA(z) yB(z) = G (z), 

A, B étant des polynômes qui seront en général du troisième degré et 
G un polynôme en général du quatrième. 

P) Gambier, Comptes rendus de VAcad . des Sc., 1.186, 6 mai 1928, p. 1342- 
1344. 
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Un cas particulier intéressant est celui où il existe deux binômes du 
premier degré az-f-p et bz-hq, tels que Ton ait l’identité 

C(z) = (as -h p) A(z) + (bz 4- q) B(s). 

La surface contient alors la droite 

x = az-hp, y =z bz q. 

On obtient ainsi un conoïde représentant d’une classe de surfaces du 
quatrième ordre engendrées par des droites s’appuyant sur deux 
droites fixes I) et I)', et dont le mode de génération consiste à établir 
une correspondance (4, 3) entre le point M de D et le point M' 
de D'. 

Mais cette classe n’épuise pas l’ensemble des surfaces quartiques 
douées d’une droite triple. Revenons aux surfaces représentées par 
l’équation 

#A(z) 4- ?/B(z) = C(z) 

qui fait jouer un rôle particulier à la direction du plan xOy. En choi¬ 
sissant l’axe des z de manière qu’il ne coupe la surface en aucun point 
à distance finie, et en appelant c une constante, l’équation peut 
s’écrire 

ætA(z) 4- ?/B(z) = c. 

Ce cas est donc moins simple que le précédent. 

313. Surfaces quartiques admettant une conique double et une 
droite double. — Soit Fia conique double; comme elle forme la tota¬ 
lité d’une section plane, la droite double A est en dehors du plan de 
T et s’appuie sur F. Prenons A pour axe Oz et le plan de F (qu’on peut 
toujours supposer à distance finie) pour plan xOy ; ()x étant la tan¬ 
gente en O à F et O y le diamètre conjugué correspondant,' l’équation 
de noire surface s’écrira 

(y 2 — %px — qx 2 ) 2 4- z(<xx 4- £y)(y 2 — — qx 2 ) 

4- z\ax 2 4- %bxy 4- cy 2 ) == 0. 

Tout plan passant par la droite double coupe la surface suivant 
deux autres droites qui se croisent sur F. 

314. Impossibilité de l’existence de trois droites doubles dispo¬ 
sées d’une manière complètement quelconque. — Nous venons d’ob¬ 
tenir différentes catégories de surfaces réglées du quatrième ordre. 
Nous n’examinerons pas si l’on a épuisé toutes les éventualités pos¬ 
sibles; montrons seulement l’impossibilité d’une surface quartique 
ayant trois droites doubles, disposées d’une manière quelconque. 

Considérons une surface quartique admettant trois droites doubles 
deux à deux distinctes. Si deux d’entre elles ne sont pas dans un 
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même plan, il est nécessaire que la troisième s’appuie sur chacune 
d’elles. En effet, D et D' étant des droites doubles non coplanaires, 
notre surface est le lieu d’une droite s’appuyant sur D et D'. Elle ne 
pourra s’appuyer sur une droite D* qui ne rencontrerait ni D ni D', 
car dans un tel cas, elle décrirait une quadrique : elle ne saurait s’ap¬ 
puyer davantage sur une droite D'' qui serait coplanaire AD', mais 
non à D. Donc si une surface quartiquc admet deux génératrices dou¬ 
bles non coplanaircs, une troisième génératrice double éventuelle sera 
une droite s’appuyant sur ces deux génératrices (cf. n° 311). Nous 
allons maintenant passer à des surfaces contenant au plus un nombre 
fini de droites. 

315. Surfaces de Steiner. — Une surface quartiquc peut avoir trois 
lignes doubles disposées suivant les arêtes d’un trièdre, dont le som¬ 
met est point triple de la surface. Supposons que ces trois droites 
soient réelles et prenons-les comme axes de coordonnées. En écrivant 
que tout plan parallèle à une face du trièdre de coordonnées détermine 
une section munie d’un point double sur l’arête opposée, on trouve 
aisément l’équation générale de ces surfaces 

A y 2 z 2 4- A 'z 2 x 2 4- A "x 2 y 2 4- 2B. x 2 yz 4- 2B f y 2 zx -f* Wz ù xy -h G xyz = 0 

(il est bien clair, par exemple, que la présence d’un terme en x i ou 
en x z y , ou en æ 3 , ou en x 2 y, empêcherait ce point y = 0, 2 = 0 d’être 
un point double pour une section x = consi.). 

On prouvera facilement, comme exercice, que chaque plan langent 
A une telle surface la coupe suivant deux coniques, se coupant sur les 
axes et au point de contact. 

Ohservons également que l’équation précédente peut s’écrire 

A , A' A" W 2B *2B' 2B" G 

0 i ç) 4" 9 4~ i i 4“ —U, 

x 2 y 2 z l yz zx xy xyz 

lit 

en effectuant la transformation X = —, Y =—> Z = —, on la ra- 

x y z 

mène donc à une surface cubique possédant quatre points doubles. Ert 
posant 

1 u 1 v_ 

y x’ z x’ 

il vient 

A 4- A 'u 2 4- A"v 2 4- 6 2B uv H- 2B'i; 4- 2B "u 4- — uv = 0, 

x 

d’où la représentation suivante de la surface 

x — uv y _ v « _ u 

~ /(«, V)* ~ f(u, Vy “ ~ f(u, r / 

f étant un polynôme du second degré. 
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Ces indications générales serviront d’introduction au substantiel 
exposé donné par M. Michel, au chap. xv de sôn ouvrage déjà cité, sur 
la théorie générale des surfaces de Steiner. 

316. Surfaces quartiques possédant une conique double indé¬ 
composée : cyclides. — On peut toujours se ramener, par une 
homographie, au cas où cette conique est le cercle imaginaire de l’in¬ 
fini. On obtient ainsi une des surfaces 

A (#2 2 2)2 -h Cy -+- D z)(x 2 -h y 2 H- z 2 ) -f- <p(a>, y, z ) = 0, 

qu’on comprend dans la dénomination de cyclides, laquelle embrasse 
le cas où A est nul, la surface se réduisant au troisième degré. 

On peut développer la théorie des cyclides parallèlement à celle des 
cycliques planes. On considère une sphère qui reste orthogonale à une 
sphère fixe et dont le centre demeure sur une quadrique, d’équation 
tangentielle 

f(u,v y w,h)~ 0 . 

Cette sphère dépend donc de deux paramètres. Je laisse au lecteur 
le soin d’établir par une méthode identique à celle du problème 
correspondant de géométrie plane, que cette enveloppe est une 
cyclide. 

Inversement, toute cyclide est susceptible, et cela de cinq manières, 
d’un tel mode de génération. On met ainsi en jeu cinq sphères fixes, 
deux à deux orthogonales, et cinq quadriques homofocales. C’est ce 
qu’on vérifiera par un calcul d’identification tout pareil à celui que 
nous avons indiqué en géométrie plane. 

Une surface du quatrième ordre admet en général une infinité de 
plans bitangents, formant une famille à un paramètre. Un plan bi- 
tangent à une surface quartique à conique double donne une section 
ayant quatre points doubles, à savoir les deux points de rencontre du 
plan avec la conique double et les deux points de contact. Donc cette 
quartique se décompose en deux coniques. 

Prenons le cas des cyclides ; tout plan est coupé par le cercle de 
l’infini en ses points cycliques. Il s’ensuit que tout plan bitangent à 
une cyclide la coupe suivant deux: cercles. 

Le système donnant l’intersection d’une cyclide et d’une sphère se 
ramène immédiatement, le cercle de l’infini étant écarté, à un 
système donnant l’intersection d’une sphère et d’une quadrique 
(résoudre l’équation de la sphère par rapport à æ 2 -4- y 2 -t- z 2 et porter 
cette valeur dans l’équation de la cyclide). En coupant une cyclide par 
une sphère, on obtiendra donc une biquadratique sphérique. Si la 
sphère est bitangente à la cyclide, la biquadratique aura deux points 
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doubles et, par suite, se décomposera en deux cercles. Donc toute 
sphère hitangente à une cyclide la coupe suivant deux cercles, 

317. On peut remarquer qu’une cyclide possédant un point double 
est l’inverse d’une surface ordinaire du second degré, et une cyclide 
ayant deux points doubles, l’inverse d’un cône. Une cyclide de Dupin, 
inverse d’un cône de révolution, peut avoir quatre points doubles ( 4 ). 

Comme application de cette théorie, nous allons étudier ce pro¬ 
blème: 

Trouver les surfaces dont les normales s'appuient sur deux courbes 
fixes. 

Désignons par C et D ces deux courbes. En un point M quelconque 
de la surface cherchée, la normale sera une droite rencontrant la 
courbe C en un point P et la courbe D en un point Q. Nou§ aurons à 
nous appuyer sur le lemme suivant : 

Toute surface dont les normales sont astreintes à rencontrer une 
courbe C peut s'obtenir comme l'enveloppe d'une famille de sphères à 
un paramètre dont le centre décrit la courbe' C. 

En effet, l’enveloppe d’une famille de sphères à un paramètre est. 
une surface S engendrée par un cercle y, le long duquel les normales 
à S vont concourir au centre de la sphère tangente à S suivant ce 
cercle ; donc toute normale à S rencontre C. Inversement, soit S une 
surface algébrique dont les normales rencontrent C. A chaque point 
P de C, il correspond sur S une courbe suivant laquelle toute normale 
à S rencontre P : cette courbe est une trajectoire orthogonale des 
génératrices du cône de sommet P l’admettant pour directrice, en 
appelant x 0 , y 0 , z 0 les coordonnées de P et x, y , z celles* d’un point M 
de cette courbe ; on a donc la relation d’orthogonalité 

0® — #o )dæ H- (y—y 0 )dy 4- (z—z 0 )dz = 0, 

en vertu de laquelle la distance MP reste constante. Donc le lieu des 
points de S où sa normale passe en P est une courbe tracée sur une 
sphère de. centre P, le long de laquelle il y a contact de S et de la 
sphère. Donc il est bien établi que la surface proposée peut être 
regardée comme une enveloppe de sphères ayant leurs centres sur la 
courbe. 

Revenons maintenant au problème proposé.-Une surface dont les 
normales rencontrent à la fois une courbe C et une courbe D pourra 
se définir d’une part comme l’enveloppe d’une famille de sphères à un 
paramètre ayant leurs centres sur la courbe C, d’autre part, comme 

( 4 ) 11 intervient ici cette circonstance : l’inversion peut modifier l’ordre de 
multiplicité de certains points. 
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l’enveloppe d’une famille de sphères à un paramètre ayant leurs cen¬ 
tres sur la courbe D. Considérons une sphère de la première famille et 
son cercle de contact : les normales à la surface cherchée aux divers 
points de ce cercle vont rencontrer la courbe D, les sphères de la 
seconde famille sont donc complètement déterminées par la condition 
d’avoir leurs centres sur D et de toucher notre sphère de la première 
famille, on peut dire encore : deux sphères de familles différentes sont 
tangentes entre elles. 

Par suite, pour engendrer l’une de nos familles de sphères, il suffit 
de considérer trois sphères particulières de l’autre famille; la pre¬ 
mière famille sera constituée par les sphères tangentes à ces trois 
sphères fixes. 

Nous avons donc établi la proposition suivante : s'il existe une sur¬ 
face dont les normales rencontrent à la fois deux courbes C et D, cette 
surface sera l'enveloppe des sphères tangentes à trois sphères fixes. 

Étudions cette enveloppe : nous allons montrer qu’elle répond à la 
question. Prenons trois sphères fixes, elles ont en commun, à distance 
finie, deux points A et H, réels ou imaginaires. Prenons le point A 
pour pôle d’inversion; nos sphères fixes se changent en trois plans 
fixes et on est ramené à chercher l’enveloppe des sphères tangentes, 
à trois plans fixes, ou plus exactement d’un système de telles sphères. 
Or, pour chaque système, l’enveloppe est manifestement un cône de 
révolution ayant pour sommet celui du trièdre fixe. Ce cône est à la 
fois l’enveloppe des sphères inscrites (première famille) et de ses plans 
tangents (seconde famille). En revenant à la figure initiale, on trouve 
donc une cyclide, inverse d’un cône de révolution et enveloppe de 
deux familles de sphères à un paramètre : c’est la cyclide de Dupin. 

Les sphères S inverses des plans tangents au cône appartiennent au 
réseau des trois sphères fixes initiales, et ont par suite leurs centres 
dans un plan; de chacun de ces centres partent une infinité de nor¬ 
males à la cyclide, la coupant sur le cercle de contact avec la sphère S 
considérée; ces normales forment donc un cône de révolution ayant 
pour directrice la courbe lieu des centres des sphères T. Ces sphères T, 
orthogonales aux sphères inverses des plans méridiens du cône (for¬ 
mant un faisceau) appartiennent aussi à un réseau. Donc le lieu de 
leurs centres est une section conique. Il en est de meme du lieu des 
centres des sphères S et ces deux coniques sont disposées de manière 
que chacune d’elles soit le lieu des sommets des cônes de révolution 
menés par l’autre. 

On est ainsi conduit à étudier ce problème auxiliaire (cf., p. 417) : 

Trouver le lieu des sommets des cônes de révolution passant par une 
conique donnée . 

Je me contente de le signaler, à titre d’applicalion du théorème de 
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Dandelin. Si l’on part d’une ellipse, définie comme enveloppe du plan 
ux H- vy 4- wz -f- h = 0 

par l’équation 

(1) ahi 2 -f- b 2 v 2 = à 2 , 

on trouve l’hyperbole ayant pour équation tangenticlle 

(2) (a 2 — b 2 ) u 2 — b 2 w 2 = h 2 . 

Il y a réciprocité entre ces deux courbes situées dans les plans rectan¬ 
gulaires xOy et æO z, les foyers de l’une d’elles sont sommets de 
l’autre. En partant d’une parabole, on trouve une seconde parabole 
égale, d’un plan rectangulaire, le sommet de chacune de ces paraboles 
étant encore foyer de l’autre. 

Deux coniques telles que chacune soit le lieu des sommets des cônes 
de révolution passant par l’autre sont dites focales l’une de l’autre. 
Rappelons l’origine de ce terme : dans tout faisceau tangentiel de 
quadriques, il existe quatre quadriques réduites à des coniques; en 
particulier, si l’on a des quadriques homofocales, Tune de ces coni¬ 
ques est le cercle de l’infini, les plans des trois autres sont les trois 
plans de symétrie communs; sur ces trois courbes, il y en a deux seu¬ 
lement qui soient réelles, et on leur applique la dénomination précé¬ 
dente. Cela équivaut à ce qui précède : et en effet, pour passer de l’équa¬ 
tion (1) à l’équation (2), il suffit d’en retrancher b 2 (u 2 -f- v 2 -h w 2 ). 
Donc (1) et (2) représentent des quadriques homofocales dégénérées. 

En nous reportant à la génération d’une cyclide quelconque comme 
enveloppe d’une sphère, nous sommes donc amenés à concevoir ainsi 
la cyclide de Dupin : une surface susceptible d’être engendrée, et cela 
de deux manières différentes, comme enveloppe d’une sphère, dont le 
centre décrit une conique (dégénérescence tangenticlle d’une qua- 
drique), cette sphère restant orthogonale à une sphère fixe. 

Ainsi que nous l’avons dit, chaque sphère inscrite de l’un des sys¬ 
tèmes est tangente à une sphère inscrite de l’autre. Les sphères de 
chaque système ont en commun deux points fixes, de telle sorte que 
la cyclide possède quatre points doubles. 

Cette propriété est caractéristique de la cyclide de Dupin dans l’en¬ 
semble de toutes les eyelides réelles et elle est solidaire de la dégéné¬ 
rescence de deux des quadriques lieux de centres de sphères bilan- 
gentes (lesquelles deviennent par là-même sphère inscrite). On obtient 
une classe moins restreinte en supposant la dégénérescence d’une 
seule des cinq quadriques. Cette classe comprend les surfaces enve¬ 
loppes de sphères dont le centre décrit une conique, tandis que ces 
sphères restent orthogonales à une sphère fixe, et par suite à toutes 
celles du faisceau contenant cette sphère et le plan de la conique. 
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Donc les sphères dont la surface est l’enveloppe passent par deux 
points fixes qui sont des points doubles de la surface. Celle-ci est donc 
l’inverse d’un cône quelconque du second ordre. 

Le tore est un cas particulier de la cyclide de Dupin : le couple cor¬ 
respondant de coniques focales se compose d’un cercle et de son axe. 
La propriété du tore d’être coupée par un plan bitangent suivant deux 
cercles (Villarceau) n’est nullement spéciale à cette surface. Nous 
avons vu qu’elle est commune à toutes les cyclides. 

318. Surfaces quartiques possédant deux droites dôubles situées 
dans un même plan. — On peut toujours, par une homographie, se 
ramener au cas où ces droites sont les droites à l’infini des plans 
xOz et yQz. L’équation de la surface est alors de la forme 

A x 2 y 2 4- xy(Bx 4- C y-h Dz) 4 - <p(æ, y, z) = 0, 

9 étant un polynôme quelconque du second degré. On peut engendrer 
la surface par ses sections coniques contenues dans les plans passant 
par chaque droite double, ou encore par ses sections coniques déter¬ 
minées par les plans bitangents. 

Nous nous contenterons d’indiquer un problème simple conduisant 
h des surfaces de ce genre. 

Trouver le lieu des points dont la somme ou la différence des dis¬ 
tances à deux droites fixes est constante . 

Soient les deux droites fixes 

l X sin a — y cos a = 0, j X sin a 4- y cos a — 0, 

( z — /t = 0 ; ( z 4 - A — 0 . 

Désignons par u, v les distances d’un point M à ces deux droites 
Nous aurons 

u 2 = (x sin a — y cos a) 2 4- (z — A) 2 , 
v 2 = (x sin a 4- y cos a) 2 4 - (z 4- à) 2 ; 

ces équations étant indifférentes au changement de u en — u, v en — v f 
il nous suffira d’écrire. 

u-j-v = %a 

et d’éliminer u et v. On déduit des deux premières équations par 
soustraction 

a(v — u) = w 2 xy sin a cos a 4 - Wiz ; 

u = a — —‘V sin a cos a — —, 
a a 

v = a 4 - ^ sin a cos a 4- — ; 
a a 


on a donc 



THÉORIE DES COURBES ET DES SURFACES 
en portant dans 

u % _j_ v 2 2(#2 gj n 2 a -f- y 2 COS 2 a -h z 2 h- h 2 ), 

nous trouvons finalement la surface 
^sinSacos^a + ^^r- ' A * 2 * 
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sin a cos a ■ 


H-a 2 


= (æ 2 sin 2 a -h y 2 cos 2 a - 4 - z 2 4 - à 2 ), 

qui appartient bien au type indiqué. Dans le cas où h est nul, c’est- 
à-dire où les deux droites sont dans un même plan, l’équation précé¬ 
dente devient 


sin 2 a cos 2 a -f- a 2 = x 2 sin 2 a -f- y 2 cos 2 a - 4 - z 2 ; 


le plan z = 0 la coupe suivant quatre droites 

(, x 2 sin 2 a — a 2 )(y 2 cos 2 a — a 2 ) == 0, 

dont les quatre points de rencontre à distance finie (qui sont les som¬ 
mets d’un rectangle) sont points doubles de la surface (cf. p. 487). 


IX. — Récapitulation de la théorie des courbes et des surfaces 
à l’aide des notations vectorielles. 


319. La dérivation géométrique. — Pour passer en revue 
les propriétés des courbes de l’espace et celles des surfaces, nous utili¬ 
serons la notion de dérivée géométrique . 

Si les composantes d’un vecteur V sont des fonctions f(t)> g{t ), h(t) 
d’un paramètre f, nous appellerons dérivée géométrique de V par 


rapport a t et nous désignerons par 


dV 

dt 


le vecteur qui a pour compo¬ 


santes les dérivées /“(f), y(£)> h(t) (ies composantes de V. 

Le processus par lequel on passe de V à est indépendant des 
axes, car les trois égalités ordinaires 


fit) = lira M±Aït 
■ ût=o At 

m- 


-Æ, 

= lim 


g'(t) = lim gC . ± Mr . Æ, 
àt=o At 

At) — h(t) 


At 


équivalent à l’égalité géométrique 

g=iim y $L±A!)szm , 

dt At 

dont le second membre a un sens indépendant des axes choisis. 
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Soit, en particulier, la courbe représentée paramétriquement par les 
équations 

<i) x = f(l), y = g(t), z — h(t). 

Soit M(æ, y, z) le point provenant de la valeur t ; soit y f , z') le 

point provenant de la valeur £-f- AL La dérivée géométrique de OM 
par rapport à t sera le vecteur de composantes f(t ), g f (t ), e ^ e 

•sera en même temps la limite de 


— (OM' — OM) - MM.', 
A t Ai 


«ce qui montre bien, une fois de plus, le caractère intrinsèque de l’opé¬ 
ration effectuée. On peut même noter que cette opération est indépen¬ 
dante de l'origine O choisie : quel que soit le point fixe A, la dérivée 
géométrique de AM est le vecteur de composantes f'(t), (/'(t), h'(t). 11 

est donc permis, au lieu de ~(OM) ou — (AM), d'écrire plus sim- 
/M dt dt 

plement — . 

1 dt 

MM' 

Si, dans les équations (t), le paramètre t désigne le temps, -—— est 

A t 

la vitesse moyenne de M sur la courbe, pendant l’intervalle (£, f-f-AQ; 

sa limite — est alors la vitesse à l’instant t. Pareillement, la dérivée 
dt 

’ //2m dM 

géométrique ~~ de —-, c’est-à-dire le vecteur de composantes f ,r (t), 

Cl * Cl c 

<j"(t ), h"(t), est P accélération à l’instant t . On définirait de même 

dm <m 
~m’ dt 


320. Analogies du calcul des dérivées géométriques avec celui 
des dérivées ordinaires. — Appelons U et V des vecleurs dont les 
composantes (U x , U y , U r ) et (Y x , Y y , Y ; ) sont des fonctions dérivables 
de t; soient en outre X et des fonctions dérivables de t. Si l’on écrit 
les composantes du vecteur 

XU-h|j.V 

et si on les dérive par rapport à t , on obtient des expressions qui sont 
les composantes du vecteur 


dt dt dt 


+ P- 


dV 

dt' 


On peut donc écrire 


( 2 ) 


| i <*u+ f v)=£ü+ 


iv+i5+,!?. 

dt dt dt 
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On trouve pareillement 

<3) | i(DAV ) = f AV + OAf- 

L’intérêt de ces résultats est la conservation des lois formelles du 
calcul ordinaire des dérivées; dans les formules ( w 2) et (3), les pre¬ 
miers membres expriment des dérivées géométriques, et le symbole 
d’égalité exprime une communauté de grandeur géométrique. 

Un problème différent consiste à calculer la dérivée (ordinaire) du 
produit scalaire U . V, c’est-à-dire, en introduisant les composantes 
de ces vecteurs, à calculer la dérivée de 

U.V.+UyVy + lkV*. 

Le résultat de ce calcul facile peut facilement s’écrire 

(4) i(Ü.V)-U.9 + ?. V . 

v J di dt dt 

Nous avons ici une égalité ordinaire (au second membre de laquelle 
interviennent deux dérivées géométriques), mais il y a encore conser¬ 
vation du mécanisme de la dérivation d’un produit. Dans chaque 
terme du second membre, l’ordre des facteurs est indifférent, tandis 
que, dans la relation (3), il faut se garder d’altérer cet ordre. 

321, Différences avec les dérivées ordinaires. — Étant donnée 
une fonction f(t ), on a, d’après le théorème des accroissements finis, 

(5) f(t -f- M) - fit) = A tf'it H- GAO, 0 < 0 < 4. 

Mais, si l’on considère un vecteur V dont les composantes sont fonc¬ 
tions de f, on n’a pas le droit d’écrire 

(6) V(t-t-At) — V(t)= aÆ(« + 6A0. 

Cil 

L’impossibilité de trouver un nombre G tel que cette relation ait lieu 
tient à ce que, en écrivant la relation (5), dans le même intervalle 
(£, t -t- AO pour deux autrês fonctions g(t)ei hit), on verra apparaître 
deux nombres Oj et 0 2 qui différeront en général de G dans (5). 

Mais voici une interprétation remarquable de cette impossibilité. 
Soit M l’extrémité d’un vecteur d’origine O et de grandeur géomé¬ 
trique V(0- L’égalité (6) pourrait encore s’écrire 

(6') MM'==aÆ(*-+-0ÀQ 

(Il 

et elle signifierait qu'il existe sur l'arc MM' un point (de paramètre 
(£ -I-0AO où la tangente est parallèle à la corde . Nous pouvons donc 
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affirmer qu’un tel point ne saurait exister, du moins en général* 
D’ailleurs la détermination d’un point sur un arc de courbe est un 
problème à une inconnue, tandis que le parallélisme de deux direc¬ 
tions exige deux équations de condition. 

C’est pourquoi nous avons tenu dans ce cours à n’initier l’élève à 
l’usage des notations vectorielles en théorie des courbes qu’après 
coup. 

Dans la théorie du plan osculateur (n° 61), s’il est loisible de con¬ 
denser en une égalité vectorielle les relations (3') du haut de la 
page 129, ce qui donne 

il faut se garder de dire : W est la dérivée géométrique seconde de 
OM pour quelque valeur de t y intermédiaire entre t 0 et t; en réalité, 
les composantes de W sont /'"(O, 9"(0)i ^ ïï (0)i chacune des valeurs 
t lt t 2 * 0 appartenant à l'intervalle ( t 0 , t) ; mais ces valeurs sont dis¬ 
tinctes en général. 


322. Une extension permise de la formule de Taylor. — Les diffi¬ 
cultés que nous venons de signaler s’opposent à l 'extension pure et 
simple des développements de Taylor limités du calcul ordinaire. Elles 
disparaissent lorsque les trois composantes f(t), </(£), h(t ) de OM sont 
développables en série : il est clair qu’on peut alors réunir les trois 
développements 

m = m +o - *o)wo) ■+•••••+■ ( —f (n) ('o)+•••> 

9(0 = 9(0) ■+“ 0 ““ 0)9X0) + •••■+” ^9 (n) )0) *■+-•••’ 

n î 

KO = KO) + (* - 0M0) + • • • + h^(t 0 ) 4- . . . 

n \ 

en un seul 




+ 


(t-Q) n (d’'M\ 
n\ \dt n ) o 


A partir du second terme de cette relation, mettons 
teur. 


2 


en fac- 


Dans la parenthèse figurera un vecteur de la forme 



les composantes de e tendant vers zéro en même temps que t — f 0 . 
Ainsi, dans le cas où les composantes de OM sont développables 
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suivant les puissances de t — t 0 , il nous est permis d'écrire 
(7) UqM = (t — «(f ) [ (f ) + •], 

e étant un vecteur infiniment petit en même temps que t — £ 0 . 

323, Applications aux courbes gauchesC 1 ). — La tangente 

en un point sera fournie par la dérivée géométrique — du vecteur 

dt 

OM. Le plan oscillateur sera le plan des veeieurs — et L 

dt dt 2 

Ces énoncés appellent des restrictions. Par exemple, le premier 
devient inopérant lorsqu’au point M considéré, la dérivée géométrique 
dM . . . 

jj s annule. Mais, dans ce cas, nous avons appris à lever l'indétermi¬ 
nation ; les résultats des n°* 51 et 60 peuvent s’énoncer en disant : la 
tangente est toujours fournie par le premier des vecteurs de la suite 
des dérivées géométriques qui ne s'annule pas au point considéré. 

En associant h ce vecteur le premier de ceux qui viennent après lui 
dans la suite, sans s’annuler et sans lui être colinéaire, on détermine 
de même (nous l’admettrons pour 11 e pas allonger cet exposé) le plan 
oscillateur. 

Un cas important est celui où Ton prend pour paramètre £ l'abscisse 
curviligne s du pointMsur la courbe. Les formules ( 1 ) du n° 450 don¬ 
nent alors les composantes a, p, y du vecteur unitaire T de la tangente, 
dans le sens des arcs croissants. On peut les condenser dans l’égalité 
géométrique 


T = 


<M ' 
ds 


On a 


T 2 = 4, 


donc la dérivée par rapport à s du produit scalaire de T par T est 
nulle. 

On a donc, d’après la formule (4), 

T • — = 0. 
ds 

Donc = — est un vecteur normal à la courbe au point M, et 
ds 2 ds 


(*) Nous supposerons essentiellement qu’il s’agit de courbes telles que les 
composantes de OM soient développables, au voisinage de chaque point, 
suivant les puissances de t — 1 0 . 

Bouugand. — Géom. anal. 


31 
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comme il est dans le plan oscillateur, il est porté par la normale prin- 
cipaleQ. 

Appelons N le vecteur unitaire de la normale principale dans le 
sens de la concavité, ce que nous reconnaîtrons par le fait qu’une 
corde joignant le point considéré de la courbe à quelque point suffi¬ 
samment voisin fait avec la portion de la normale principale qui porte 
N un angle aigu. 

Ecrivons (jue l’on a 


( 8 ) M.M = (. - \ + «] 

( d 2 M\ 

-) ne soit 

ds 2 / 0 

pas nulle : il est entendu que e est un vecteur infiniment petit avec 


M n M. 


/7/ 2 M \ 

Faisons le produit scalaire des deux membres de ( 8 ) par ) . 11 

\ ds 2 l 0 

viendra, en tenant compte de l’orthogonalité de ce vecteur et de 

(9) M « M • (fî) # = —r 1 (~£) 


(S).-[(S).-} 


Au second membre figure.le produit scalaire d’un vecteur fixe, non 
nul, par un vecteur infiniment voisin : ce produit scalaire est néces¬ 
sairement positif. Donc le premier membre de (9) est aussi positif, 

/ d 2 M \ 

et, par suite, les vecteurs M () M et / —- ) font un angle aigu. Donc 

\ ds 2 / a 

( d 2 M \ \ u 

-) est non seulement porté, comme nous l’avions reconnu, par 

ds 2 J o . 

la normale principale, mais encore, il est orienté vers la concavité de 
la courbe. 

Nous retrouvons ainsi, dans une voie plus synthétique, les résultats 
du n° 451, et il nous est maintenant permis d’écrire 


d 2 M 

ds 2 


dT 

ds 


= PN, 


p étant un scalaire positif : pour interpréter p, il nous suffit de songer 
à la vitesse d’un mobile sur une courbe auxiliaire obtenue en consi¬ 
dérant un vecteur Op == T, le rôle du temps étant joué par l’arc s de 
la courbe donnée. Nous retombons sur l’indicatrice sphérique, et p la 
valeur absolue de la vitesse du point p sur cette courbe; un arc d’in- 


(i) —_ est l’accélération d’un mobile décrivant la courbe d’un mouvement 
ds 1 

uniforme de vitesse égale à 1. 
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dieatrice étant un infiniment petit équivalent à l’angle dos tangentes 
aux points s et s 4- ds de la courbe donnée, p sera encore la valeur 
limite du rapport de l’angle de contingente à l’arc ds, c’est-à-dire 
la courbure. Finalement, la formule précédente 


équivaut aux formules (2) du n° 153 (formules de Frcnet). 

324. Surfaces réglées, surfaces développables. — Consi¬ 
dérons d’abord la représentation paramétrique 

® = fO, :-«•), y=gQ',v), z = h(i, a) 

d’une surface quelconque. Soi! M 0 le point de la surface fourni parles 
valeurs X 0 , jj. 0 des paramètres, et supposons toujours que f, g, h sont 
développables suivant les puissances des deux variables À — X 0 , 
P- — f^°. 

Si, laissant fixe et égale à »jl 0 la valeur du paramètre p, on fait varier 
X, le point M décrira sur la surface une courbe passant par M 0 : c’est 
ce qu’on appelle la courbe p==p 0 . On définit pareillement la courbe 
X = X 0 . En chaque point M(X, p) de la surface, il passe ainsi une 
•courbe X= const. et une courbe p = const. Et ces courbes forment un 
réseau recouvrant la surface. 

Cela posé, le plan tangent à la surface en un point M 0 sera déter¬ 
miné par les deux vecteurs ( — \ et f—^ : en effet, la première de 

V ôX / o ' ôjx/ o 

ccs dérivées géométriques nous donne la tangente à la courbe p = jx 0 
au point M 0 , et la seconde la tangente à la courbe X==X 0 . 

Déterminons par cette méthode le plan tangent à une surface réglée. 
Nous engendrerons cette surface en nous donnant une courbe C et 
menant en chaque point M de cette courbe un vecteur unitaire u qui 
sera celui de la génératrice de M. En appelant P un point quelconque 
de cette génératrice, tel que le segment MP (rapporté à cette génératrice 
orientée conformément au choix précédent du vecteur unitaire), ait 
pour valeur algébrique p, nous aurons 

OP = OM + [xu. 

Les composantes de OM d’une part et de u d’autre part sont des 
fonctions données d’un paramètre X. Donc celles de OP sont des 
fonctions de p. et de X. Le plan tangent est alors le plan des 
vecteurs 

ôP ■ èP 
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Or nous avons 


ôP_ 

ôX' 

ôP. 

d’J. 


,<m 

' dX ' 
■ u. 


•A 

1 dx’ 


Le plan langent sera donc celui qui contient la génératrice et le 

vecteur ^4-{* — • Le rapport anliarmonique de quatre valeurs p.,, p. 2 , 
dX cU 

p 3 , p 4 de p. sera égal à celui des directions des vecteurs 

<m 

dX 


dM , du 
dX+^dX’ 


dM , du 

dx^dx’ 


dM , du 

â+Kdk* 


du 

a a 


comme il est aisé de le vérifier par une démonstration faite dans le 

plan contenant et 

dX dX 

Cela posé, il y a lieu de distin¬ 
guer deux cas : 




1° Les vecteurs u, 


NE 


du dM 

dX’ dX 

SONT PAS DANS UN MEME PLAN. Dans 

ce cas, en des points distincts d’une 
génératrice, nous aurons des plans 
tangents distinets ; le rapport an- 
harmonique de quatre plans tan¬ 
gents sera celui dos quatre points 
I de contact. 

'' / ' Nous avions obtenu ce résultat 

au n° 186, en prenant pouV courbe 
C la (race x = p(X), y = g(X) de la 
surface sur le plan xOy. 

Complétons cela en notant que, 
[j. devenant infini, le plan tangent tend à devenir parallèle au plan 

de u et de —, qui es! le plan tangent à lu surface lieu de Q, tel que 
dX 

OQ = pu, 


c'est-à-dire au cône directeur de notre surface. 

Ainsi, le plan tangent au point à Vinfini de la génératrice est paral¬ 
lèle au plan tangent au cône directeur. 

On appelle point central d’une génératrice celui où le plan tangent 
est perpendiculaire au [dan tangent à l'infini : la valeur de a 
fournissant le point central est donc celle qui assure l'orthogonalité 
des vecteurs 


du 

dX 


A u 


et 


/<i*! + du\ 
\dX * dX) 


A u. 
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Or u, — et u A — forment un Iriôdrc trircctangle. Il en résulte 
dk dk 

facilement que l'orthogonalité des vecteurs précédents équivaut h celle 
des vecteurs 

du el f + 

dk dk * dk 


Le lieu du point central ou ligne de striction est donc défini par la 
relation 


/Ë + u^iUo, 

(Th \ dl ' dl ] 


On montrera, comme exercice, que, le cône directeur étant réduit à 
un plan, la ligne de striction se projette orthogonalernent sur ce plan 
suivant le contour apparent horizontal de la surface (prendre ce plan 
pour plan x()y, partir de ce contour apparent projeté, soit x = /(X), 
yz= gf(X) cl supposer que X soit l’abscisse curviligne de cette courbe, 


de manière que u ait pour composantes 


dx dy m 
di’ <1: 0) 


Les vecteurs’ u, — , ~ sont situés dans un même plan Iî. Alors, 
dk dk 

en tout point de la génératrice considérée, le plan tangent est le plan II. 
Nous allons montrer que cette circonstance se produit toujours quand 
la surface est engendrée par les tangentes à une courbe gauche . Suppo¬ 
sons que X soit l'abscisse curviligne d'un point de celte courbe. Nous 


aurons alors 


dM 

dk 


u , 


de sorte que deux de nos vecteurs se confondent. Notre énoncé est donc 
justifié, et le plan tangent , le long de toute la génératrice considérée, 
est celui qui contient en outre le vecteur 

du __ (P}\ 
dl ' dl* ’ 


e’psi-à-dire le plan oscillateur. CVsl ce que nous avions (féjA établi au 
n° 436. 


325. Courbure des lignes tracées sur irae surface. — 

Pour terminer ces applications de la dérivation géométrique, considé¬ 
rons une surface, soumise aux hypothèses du chapitre xm. Désignons 
par d le vecteur unitaire de la normale à cette surface. Soit G une 
courbe tracée sur la surface, el à laquelle on puisse appliquer les 
théories générales qui précèdent. Considérons en un point M de C le 
vecteur unitaire T de la tangente et le vecteur unitaire N de la nor¬ 
male principale dans le sens de la concavité. 
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Posons, comme au n° 226, 

1(0)1 = 0, d’où J 2 .N = cos8. 
Nous avons, en tout point de C, 


et par suite 


T.n = 0, 



dT 

ds 


• n =0. 


C’est cette relation que nous avons exprimée au n° 226. Le second 
terme du premier membre est ici 


cos 0 

R 


Le premier terme T. c ~ jouit, comme il apparaît à priori , de cette 
ds v 

propriété : il a la même valeur pour toutes les courbes de la surface 
qui sont tangentes à C en M : c’est ce qu’on vérifiera en remarquant 

que les composantes de ^ se calculent au moyen du théorème des 

ds 


fonctions composées, lequel intervient ici parle fait que C ou toute 
autre courbe de la surface est analytiquement définie en posant 


X = X(s), p. = <xO), 


X, pi étant toujours les paramètres qui fixent la position du point sur 
la surface. 

On retrouve ainsi le résultat essentiel des n os 225 et 227 : commu¬ 
nauté de valeur du rapport à toutes les courbes de la surface 

ayant , au point M, la même tangente. 

On rattache ainsi le théorème de Meusnier (n° 227) 4 sa véritable 
origine. On peut systématiser et obtenir d’autres propositions impor¬ 
tantes. Nous renverrons pour ces extensions le lecteur h Ylnitiation 
aux Méthodes vectorielles. 


CONSEILS CONCERNANT LES PROBLÈMES 

Pour beaucoup d’élèves, l’épreuve de géométrie analytique se réduit 
à une application simpliste des théories générales. Montrer qu’ils les 
connaissent en gros est leur unique souci. Incapables de mettre à profit 
les circonstances particulières qui se présentent, et de simplifier à leur 
faveur les calculs, ils parviennent rarement à des conclusions nettes, 
à des résultats bien dégagés. Ils tendent à oublier qu’une méthode 
n’est qu’un moyen, que le résultat est le véritable but. 
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Persuader le débutant qu’il n’a rien fait (que noircir du papier...) 
tant qu’il n’a obtenu la réponse , sous forme précise, me semble d’im¬ 
portance essentielle. En possession de celle-ci, le contrôle devient pos¬ 
sible, et parfois il achemine à l’interprétation géométrique. 

Il n’est pas de meilleur exercice que celui qui consiste, parvenu à ce 
stade, «à reprendre entièrement la composition ; à la lumière des résul¬ 
tats géométriques obtenus, l’exposé de la solution analytique se sim¬ 
plifie en général notablement. On éprouve une réelle satisfaction à 
partir du moment où les équations employées sont le reflet fidèle des 
idées ù associer en vue d’une élude purement géométrique du sujet. 

A l’appui de ees idées, maintes fois développées, nous allons pré¬ 
senter la solution du problème de Mathématiques spéciales proposé 
aux candidats à l’École Normale supérieure en 1928: notre rédaction 
ne dispensera nullement le lecteur de faire les calculs tels qu’ils se 
présenteraient à lui s’il entreprenait pour la première fois le problème. 
Ces calculs effectués, il comprendra mieux ce qui reste à faire pour 
achever vraiment la solution. 

I. On donne trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz. Une conique à centre 
varie, son plan restant parallèle au plan yOz, son centre décrivant l'axe des x ; 
un axe de cette conique reste parallèle à O y et ses extrémités décrivent les 
droites 

y — 1 = s = 0 et y -4- I = z = 0. 

Déterminer la surface S, lieu de cette conique, de manière que S admette pour 
plan de symétrie le plan y = x. Montrer qu'il existe deux types de surfaces S 
répondant ci la définition précédente, et non réductibles l'un à, l'autre, dans le 
champ réel, par déformation continue. Indiquer leurs aspects généraux . 

II. Énumérer les droites, à distance finie, ou à l'infini, entièrement situées 
sur S. Mener par un point donné les droites ne rencontrant S qu'en un seul 
point à distance finie ; discuter. Trouver le lieu des droites qui n'ont avec S 
aucun point commun a distance finie. 

III. Soient U une section de S par un plan x = u, Y une section de S par 
un plan y = v. Connaissant u et v, déterminer par un tracé plan les sommets 
des cônes contenant à la fois U et V. Trouver le lieu de ces sommets quand u 
et v varient indépendamment. Comment faut-il lier u et v pour obtenir un 
sommet qui demeure fixe ? Dans ce cas, quel est sur S le Heu des points communs 
à U et à Y? Récapituler les familles de coniques dont la présence a été reconnue 
sur S. 

IV. Fixer la valeur du paramètre qui reste indéterminé dans l'équation de S 
le manière qu'en chaque point double de S situé à distance finie, le cône des 
tangentes soit de révolution. Montrer que des deux surfaces particulières ainsi 
obtenues l'une peut se définir comme le lieu des points dont la somme ou la 
différence des distances à deux droites du plan xOy est constante. 

V. Soit Sa T homothétique de dans le rapport k, le centre d'homothétie 
étant à l'origine. Lorsque k prend toutes les valeurs positives, les surfaces S* 
forment une famille à un paramètre. Démontrer que, par un point M quelconque, 
il passe deux surfaces S/<. Comment se projette leur intersection sur l'un des 
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plans y = zb x ? Prouver que, le long des courbes dont est composée celte inter¬ 
section, les deux surfaces se càupent orthogonalemeni. 

VI. Prouver qu'il existe un champ de forces, de composantes définies par 

X = f(*,y), Y = f(y, x), Z = *(*), 

dont les lignes de force sont les intersections des surfaces S*, associées deux à 
deux-de toutes les manières possibles. Montrer que ce champ admet une fonction 
de forces et trouver les surfaces de niveau E correspondantes. 

Vil. Étudier l'intersection d'une surface 2 et d'une S& ; déterminer la sur¬ 
face de révolution que cette intersection engendre en tournant autour de O z ; 
le long d'un arc de cette intersection, trouver la surface algébrique de degré 
minimum admettant les mêmes plans tangents que S*. 

I. — La surface S nous est donnée comme le lieu géométrique d une conique 
* = î/3 + ^(X) = 1 - 

Mais, contrairement à ce qui se passe dans les problèmes usuels de lieux 
géométriques, la fonction qp(X) ne s’obtient pas directement: elle résulte, 
a posteriori, de ce que S doit admettre le plan de symétrie y = x. Or, l'équa¬ 
tion de S est 

** = *(*)(4-y*). 

Le second membre ne peut être symétrique en x et y que si 9 ( 0 ?) est le pro¬ 
duit de 1 — x 2 par un facteur constant. L’équation générale des surfaces S 
peut donc s’écrire 

(1) mz 2 = (t — x' 1 ) (I — y' 1 ). 

Si m est < 0 , les points réels de la surface se projettent dans les régions 
définies par l’inégalité 

(4-**)(4—y*) «0, 

c’est-à-dire dans les régions hachurées de la figure ci-contre. Si m est > 0 , 

les points réels do la surface se 
projettent dans les régions blan¬ 
ches. 

Nous avons donc deux aspects 
bien distincts de nos surfaces, au 
point de vue de la géométrie 
réelle, suivant le signe de m. 

L’élève qui a bien lu son texte 
sait que (IV e partie) pour une va¬ 
leur convenable de m on aura 
une surface S lieu des points 
dont la somme ou la différence 
des distances à deux droites fixes 
A et A ? du plan xOy est constante. 
Or, dans le plan xOy, un tel lieu 
se compose de quatre droites, 
formant les côtés d’un rectangle 
ayant pour diagonales A et A'. 
Les deux droites fixes A et A' 
sont donc ici les diagonales du carré ABCD. Le point O étant alors pro¬ 
jection de deux points réels de la surface, celle-ci correspondra à une 
valeur positive de m. Les autres surfaces du même type s’en déduisent en 
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multipliant les cotes par un facteur constant : chacune d’elles alfectera la 
forme d’un coussin prolongé, en chacun de ses coins A, B, G, D par une 
nappe infinie, qui rappelle une nappe de cône du second degré, parles carac¬ 
tères suivants : 

Existence d’un point coniquo A où le cône des tangentes est du second degré ; 

Existence, pour la nappe en question, de deux plans de symétrie rectangu¬ 
laires, z == 0, y = x (par exemple). 

Mais la nappe diffère d’une nappe de cône : si sa section par le plan z = 0 
est bien formée de deux demi-droites, sa section par le plan y = x est formée 
de deux branches de paraboles (d’axe Os), ce qui montre bien l'allure géné¬ 
rale de la nappe étudiée (qui est notamment à l’extérieur de la nappe corres¬ 
pondante du cône des tangentes). 

Si, dans l’équation ( 1 ), on donne à m une valeur négative, on aura une 
surface comprenant quatre nappes infinies, chacune d’elles se soudant aux 
deux autres, comme le fait comprendre suffisamment la figure du début. 

Il est bien clair que ce cas (où nous avons notamment quatre nappes et non 
cinq) ne peut se ramener au premier par une déformation continue. 

IL — Les sections U de la surface par des plans x = u étant des coniques, lu 
droite de l’infini du plan yOz est une droite double de S. De meme, en vertu 
de la symétrie de S par rapport au plan y^x, la droite de l’infini du plan 
xOz est aussi une droite double de S. Ces deux droites doubles 8 et 8' forment 
la totalité de la section de S par le plan de l'infini. 

Une génératrice rectiligne à distance finie de S aura nécessairement son 
point à l’infini sur 8 ou sur 8'. Elle sera donc parallèle au plan xOz ou au 
plan yOz, ce qui nous dispense, dans la recherche des génératrices, de prendre 
fa droite sous sa forme analytique générale. 

Un plan x = u coupe S à distance finie suivant une conique U, qui ne se 
décompose que pour u = rb i. Résultats analogues pour les plans // = v. 

Finalement, il n’y a sur la surface que quatre droites à distance finie, à 
savoir les quatre côtés du carré ABGD. 

Cherchons maintenant la condition pour qu'une droite ne coupe S qu'en un 
seul point à distance finie. Son point à l’infini devant encore se trouver sur 8 
ou sur 8', la sécante considérée sera parallèle à yQz ou à xOz. Dans le pre¬ 
mier cas, elle sera, dans un plan x = u y une direction asymptotique de la 
conique U section de S par ce plan. Pareillement, dans un plan y = v> qui 
détermine une conique Y, toute direction asymptotique de celle-ci répondra 
à la question. Finalement, pour mener par un point donné P les droites ne 
coupant S qu’en un seul point à distance finie, on mène par P les plans paral¬ 
lèles à xOz et à yOz et, dans chacun d’eux, les parallèles aux asymptotes des 
coniques V èt U qu’ils déterminent. Chaque couple ainsi obtenu est formé de 
droites réelles toutes les fois que la conique correspondante est une hyperbole 
(point facile à développer). 

Les droites qui ne rencontrent la surface en aucun point à distance finie 
sont, ou bien les asymptotes des coniques U et V, ou bien encore les horizon¬ 
tales des plans as = dt i, y = ±: i (Os étant regardée comme verticale) qui 
sont (deux fois) directions asymptotiques d’une conique U ou V dégénérée en 
une droite double. Le lieu des premières se compose des deux conoïd’es 
mz 2 -h (i — x 2 )y 2 = 0, 
mz 2 -f- (i — y 9 )x 2 = 0. 

III. — La symétrie de la surface par rapport au plan xOy rend immédiat 
le tracé plan fournissant les sommets * et t des deux cônes contenant h la 
fois U et V. 
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Puisque les coordonnées de a et de x dépendent à la fois des deux para¬ 
mètres u et v y il semble a priori qu’il 
n’y ait pas de lieu de ces points. 

En fait, si Ton écrit les équations 
des deux droites np et mq qui déter¬ 
minent par leur intersection le point 
<r, on trouve, en les résolvant, 

uv -h i 



Le lieu de <7 est donc la première 
bissectrice : géométriquement, on< 
peut le retrouver ainsi : soit le qua¬ 
drilatère ABGD, dont les côtés oppo¬ 
sés se coupent respectivement en a, 
p. Menons <xpq , p mn et soit <7 l e 
point de rencontre de np et mq. 
Fixons m et n. Alors p et. q se correspondent homographiquement sur les 
droites de base AB et 
CD. Donc mq et np dé¬ 
crivent des faisceaux I10- 
mographiques, ayant un 
rayon homologue p mn 
commun : donc <7 décrit 
une droite. Lorsque p 
est en B, q est en G ; 
donc G fait partie du 
lieu ; lorsque p est en A, 
q est en D ; donc A fait 
partie du lieu. Le lieu 
est donc la droite AG, 
indépendamment de la 
position de ni sur AD. 

On retrouve bien 
ainsi, dans le cas parti¬ 
culier qui nous inté - 

resse, le résultat annoncé. Pareillement, le lieu du point x est la droite BD. 

Si a reste fixe sur la droite AG, nous aurons entre l’abscisse u de la sections 
U et l’ordonnée v de la section Y la relation 

uv -f i=X(w + v ), 

l étant l’abscisse de <7. Donc le lieu des points de rencontre de U et de V,. 
accouplées de manière que <7 soit fixe, est défini par les deux équations 

mz* = (1 — x 2 )(l — y 2 ) y 
xy-t- i = X(a?-+-2/); •• 

de la dernière on tire 



(I-*) (1 — */) = 0 — 1) (x -f- y)y 
(1 -h x) (1 -t- y) = (X 1 ) (x -}- y)y 

d’où, en portant dans la première, 

mz- — (>2 — t)(a; -h y) 2, 

ce qui montre que le lieu est formé de deux hyperboles contenues dans des 


CONSEILS CONCERNANT LES PROBLÈMES 49Î 

plans passant par la droite 

z = x y = 0. 

Pareillement, lorsque t reste fixe, on trouve que le lieu des points de ren¬ 
contre de U et de V est formé de deux hyperboles, projetées horizontalement 
suivant 

^-1 = ^- y) 

et contenues dans des plans passant par la droite 

z = x — y = 0. 

Nous trouvons donc finalement quatre familles de coniques réelles sur S. 
A priori, il était clair qu’un plan mené par AC ou BD déterminait dans S une 
section ayant deux points doubles (A et G par exemple) à distance finie et 
deux à l’infini, aucun de ces deux derniers n’étant aligné avec les précédents. 
Il est donc manifeste qu’une telle section se décompose en deux coniques. 

IV. — Transportons l’origine au point double x = y == 1, z = 0 . L’équation, 
de S devient 

mZ 2 = (X 2 — 2X) (Y* — 2Y). 

Le cône des tangentes s’écrit 

mZ 2 — 4XY = 0, 

ou encore 



Les formes linéaires entre parenthèses sont des formes normales, c’est-à- 
dire représentent la distance algébrique d’un point à un plan qui est ici un 
bissecteur du dièdre æO*, yOz. On en déduit très aisément que le cône pro¬ 
posé ne sera de révolution que si l’on.a 

m = =fc 2. 

En prenant m ~b 2 , nous aurons une surface coussin 

(SO 2*2 = ( X 2 — i) ( ?/ 2 _ i), 

dont l’équation résulte de l’élimination de p, p' entre les équations 

( 2p 2 — (x — y ) 2 -h 2* 2 , 

(2) J 2p' 2 = (an- y)' 2 -4- 2* 2 , 

v p -f- p = y/2. 

On peut donc la considérer comme le lieu des points dont la somme ou la 
différence des distances aux deux bissectrices de l’angle xOy est constante et 
égale à y/2 (cf. n° 318 ). 

V. — Le lieu des points dont la somme ou la différence des distances aux 
deux bissectrices de xOy est constante et égale à *y/2 sera de meme la surface 

(Sa) 2*2*2 = (x 2 — A 2 ) __ k 2 ). 

Si l’on se donne x , y , *, cette équation du second degré en * 2 a toujours ses 
racines réelles. Donc, par un point donné, il passe deux surfaces Sa, dont 
l’une porte le point sur son coussin, et l’autre sur une de ses nappes infinies. 

Au point (x, y y *), la normale à l’une de ces surfaces Sa aura pour para- 
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mètres directeurs 


îe + îe.', 2 e + ¥, 

iVc te <>/ <V àz te 

p et p' étant définis par les deux premières équations (2); la normale à la 
seconde aura pour paramètres directeurs 

îe _ ÎP _ Îê'. 

ê# i># ê?/ ô y ùz 


Ces deux normales sont rectangulaires, car le vecteur ^ ■—> ~ ^ est un 

vecteur unitaire porté par la perpendiculaire abaissée du point ( x , y, z) sur 
la droite z = a;— y = 0 de xOy , dans le sens qui s’écarte de cette droite ; le 


vecteur est défini de la même manière au moyen de la droite 

ox by bz 

z — x y ~ 0 . Donc leur somme et leur différence géométrique sont les bis¬ 
sectrices d’un même angle : à ce titre, elles sont donc rectangulaires ( 4 ). 

Considérons l’inlersection de deux surfaces Sa. Le long de cette courbe p 
et p' restent constants, car p h- p' sera constant sur l’une de nos surfaces et 
p — p' sur l’autre. On s’explique ainsi ce résultat, que fournirait aisément un 


calcul régulier consistant a faire tourner les axes de ~~ autour de Os ; l’inter¬ 
section à distance tinie de deux Sa se compose de deux biquadratiques. Cha¬ 
cune d’elles so projette sur un plan y = ±: x (du premier système d’axes) 
suivant un cercle (p = const. ou p' = const.). 

VI et VII. — Nous nous bornerons à donner tes composantes du champ 
vectoriel X, Y, Z 


X = 


x 



Y ~ 





I 

2*’ 


lequel conduit aux surfaces de niveau 


( 2 ) 


.j;2 — y 2 = 2Cz. 


L’intersection d’une 2 et d’une Sa se décompose en deux biquadratiques, car 
en écrivant l’équation de Sa 

( X 2 _ * 2 ) (, y 2 — * 2 ) = ** 2 * 2 , 

on voit que les deux dernières équations définissent x- — k~ et y 2 — k 2 par 
leur différence et leur produit. On trouve ainsi 

x-i — k 2 = (C + e v'C* -+- 2 k*)z, 
y* — k* =(— C -t- s s/C* + %k*)z, 
d’où les deux surfacos de révolution demandées 

x 2 4. yi ~ 2fe2 4_ 2 £ v /q 2 4- 2/c 2 z, (paraboloïdes). 

Prenons une dos biquadratiques constituant l’intersection de S et de Sa. 11 
passe par cette courbe un faisceau linéaire ponctuel de quadriques, contenant 


(*) Comparer l'Initiation aux méthodes vectorielles, de Bouligand et Rabat2, chap. vi. 
Les surfaces actuelles sont les surfaces de niveau des champs scalaires p -f p' et p — p 
dont les gradients, qui se déduisent par addition et soustraction géométrique de deux 
vecteurs unitaires, sont orthogonaux. 
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notamment un paraboloïde homofocal à S : cette surface admet donc les 
mêmes plans tangents que S* le long de la biquadratique. Son équation est 

S* 4_y 2 - = 2s + $ 

c + sv /c *-4-2*» -C-Hev/Cî+âfc» 

Il est manifeste qu’il constitue nécessairement la surface de degré minimum 
possédant celle propriété (puisque cette surface doit contenir une biquadra- 
tique gauche). 
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